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Vorwort 


Die neuere Geometrie, oder Geometrie der Lage, welciie bis vor 
Kurzem fast nur im engsten Kreise von Fachmännern Pflege fand und 
nur ausnahmsweise an einigen höheren Unterrichtsanstalten gelehrt wurde, 
obwohl sie bereits vor Decenien durch Poncelet, Möbius. Steiner, 
Staudt und Chasles zu einem wisseuschaftliclieu Systeme ausgebildet 
war, erfreut sich in jüngster Zeit der regsten Aufmerksamkeit von Seite 
des mathernatistdien Piil)likums. Sie erscheint in ilen Programmen vieler 
technischer Instituti* als Lehrgegenstaud aufgeiimnmen. ihre Priucipien 
linden bereits Anwendung in verwandten wissenschaftlichen Disciplineu, 
ihr Studium stellt sich für den angehenden Techniker, den künftigen 
Lehrer mathematischer Fächer immer mehr als eine Nothwendigkeit dar. 
Die Leistungen, welche sie mit verhältuis.smässig so einfachen Mitteln 
zu Stande brachte, namentlich eine Reihe glänzeinler Entdeckungen, 
die wir den eben genannten Männern verdanken, gewannen ihr stets 
neue Anhänger. Ibfr Mangel an leichtfasslichen und vollständigen Lehr- 
büchern war w'ie es scheint zunächst der Grund . wesshalb die neuere 
Geometrie, so lange nur wenig beachtet blieb. Die , Geometrie der 
Lage“ von Staudt, das erste Werk, welches den in Rede stehenden 
Gegen.stand systematisch und in seinen Grundzügen vollständig behan- 
delte , ist anerkannterma.ssen eben nicht für Anfänger geschrieben. Die 
vortrefflichen Werke von Chasles, Paulu.s. Reye und Gretschel, *) 
welchen vorzugsweise das Verdienst gebührt die neuere Geometrie 
weiteren Kreisen zugänglich gemacht zu haben, sind allerdings für den 
ersten Unterricht berechnet. Dennoch schien mir ein leichtfaeslich 
ge.schrieheues Lehrbuch wünschenswerth , in welchem nicht bloss die 
ebenen, sondern auch die räumlichen Gebilde behandelt werden , und 
welches sich nicht auf die Untersuchung allgemeiner Lagenverhältnisse 
allein beschränkt, sondern auch metrische Beziehungen erörtert. 


*) Siehe das beigegebene BUcherverzeichniss. 
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Bt*! dpr Alifa.'isung des vnriiependeii Ijebrbnches war ich bestrebt 
in zieiiilifher Aiisl'flhiTidikeit und inöfiliebster Klarheit die Elemente der 
neueren Oeoinetrie dar/.ustellen. leb wählte die sjntbetische Jtethode. 
Sie ist mit wenif(en Ausnahmen ülterall lestgehalteu. Wenn auch einige 
Beweise dadurch etwas schwertUllig wurden, so gewann doch die 
Anschaulichkeit der Beweistuhrnug. Uelrigeus gelangt die Synthesis sehr 
häufig schneller zum Ziele als die Analysis und hat dabei als Unterrichts- 
methode den Vorzug, dass sie das Vorstellungsverrafigen in beständiger 
Uebung erhält. Da auch die imaginären Gebilde Berücksichtigung 
fanden, war es wohl nothwendig einige kleine Kechnungen vorzuuehmen. 
Es ist ja bisher noch nicht gelungen auf rein synthetischem Wege zu 
einer vollkommen befriedigenden, einfachen Vorstellung des Imaginären 
zu gelangen; und doch kann die synthetische Geometrie, ohne bedeutende 
Lücken zu zeigen, die imaginären Gebilde nicht ganz unberücksichtigt 
lassen. “ Als Beispiel, dass solche Gebilde dieselbe Bolle spielen können 
wie die reellen, mag der I'imstand angeführt werden, dass ein Kegel- 
schnitt auch dann durch fünf seiner Punkte oder Tangenten vollkommen 
bestimmt wird und construirt werden kann, wenn zwei oder vier dieser 
bestimmenden Elemente imaginär sind. 

Der ersti- und zweite .\bschnitt, in welchen die einförmigen Gruud- 
gebilde und ihre ebenen Erzeugnisse, die Kegelschnitte, untersucht 
werden, sind ziemlich ausführlich behandelt, ln den folgenden drei 
Abschnitten ist das Wesentliche über die Grundgebilde der zweiten 
Stufe, die Flächen zweiter Ordnung und die Gebilde der dritten Stufe, 
oder räumlichen Systeme zu finden. Den Schluss bildet ein Kapitel über 
die Raumcurven dritter Ordnung. Es wäre vielleicht angezeigt gewesen 
auch die ebenen CuiTen und Flächen dritter Ordnung aufzunehmen, doch 
würde eine auch nur das Wichtigste betreffende Untersuchung dieser 
Gebilde den Umfang des Buches allzusehr vergrössert haben. 

Das Gesetz der Reciprocität. welches den ersten Studien in der 
neueren Geometrie einen so eigenthümlichen Reiz verleiht, ist überall 
durch Doppelsätze zum Ausdnicke gekommen wo der Gang der Unter- 
suchung dadurch nicht zu .sehr gehemmt wurde. 

Um das Nachschlagen zu erleichtern sind die wichtigeren Lehrsätze 
mit Nummern versehen worden. Auch das beigegebene Register dürfte 
beim Studium einige Erleichterung gewähren. 

Die wichtigsten .knfordeningen, welche an ein elementares Lehrbuch 
gestellt werden können: Klarheit und Uebersichtlichkeit der Darstellung, 
entsprechende Auswahl und systematische Gnippirung des Lehrstoffes, 
war ich vor allem bestrebt zu erfüllen. Die Schwierigkeiten, welche ich 
dabei zu überwinden hatte, siud nicht zu verkennen. Es musste so 
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mancher Lehrsatz auf anderen Grundlagen als bisher entwickelt, so 
mancher neue Beweis gefunden werden. 

Möge diese Arbeit ihren Zweck erfüllen und einiges dazu beitragen, 
dass die Kenntniss der neueren Geometrie immer grössere Verbrei- 
tung linde. 


Wien, im Juni 1870. 


Der Verfas-ser. 
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Erklärung der Grundgebilde. 


Die neuere Geotnolrie nimmt eine kleine Zahl so(;pnannter Ornndge- 
bilde an, auf deren Eigenschaften und gegenseitige Beziehungen, welche vor 
allem untersucht werden, sie ihre weiteren Untersuchungen stutzt. 

Diese Gmndgebilde sind ; Die Punktreibe, der StrahlenbUschel, 
der Ebene nbtt sch e 1, das ebe n e System und der Strahl cnbOndcl. 

Eine Punktreibe wird im allgemeinem die Gesammtheit aller Punkte 
genannt, welche sich in ein und derselben Geraden befinden ; doch bezeichnet 
man durch diesen Ausdruck auch jede in irgend einer Weise geordnete Reihe 
einzelner Punkte einer geraden Linie. Jeder Punkt einer Punktreibe bildet ein 
Element derselben und die Gerade, auf welcher sich die Reihe befindet, heisst 
der Trag er der Reihe. Jeden von zwei Punkten des Trägers begrenzten Tbeil 
des letzteren nennt man eine Strecke. — Statt des Ausdruckes Punktreibe 
wird häufig auch die Bezeichnung gerades Gebilde gebraucht. 

Ein StrahlenbUschel oder V i e 1 s t r a h 1 wird im allgemeinen durch 
die Gesammtheit aller Geraden einer Ebene gebildet, welche sich in ein und 
demselben Punkte schncidcu. In einem speciellercu Sinue nennt man Strahlen- 
büschel auch die Gesammtheit einzelner Geraden, welche in derselben Ebene 
liegen , durch ein und denselben Punkt gehen und in irgend einer Weise angc- 
orduet sind. Jede dieser Geraden heisst ein Strahl und bildet ein Element des 
Büschels. Der Schnittpunkt aller Strahlen wird der Mittelpunkt des 
Büschels genannt und kann als Träger des letzteren betrachtet werden ; 
gewöhnlich bezeichnet man jedoch die Ebene, in welcher der Büschel liegt, als des- 
sen Träger. Jeder Strahl wird durch den Mittelpunkt in zwei Halbstrablen 
getheilt. Liegt der Mittelpunkt in unendlicher Entfernung, so sind alle Strahlen 
zu einander parallel nnd bilden einen Parallel-StrahlenbUschel. 

Eben enbo sch el wird die Gesammtheit aller Ebenen genannt, welche 
durch ein und dieselbe Gerade hindurebgehen, oder — im engeren Sinne — die 
Gesammtheit einzelner Ebenen, welche sich in derselben Geraden schneiden und 

Sttadigl; Lahrbach der neaeren Oeometrie. 1 
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in irgend einer Weise angeordnet sind. Jede dieser Ebenen bildet ein Element 
des Ebenenbüscbels. Als Träger des letzteren kann sowohl der anendlich 
ausgedehnte Raum, als auch die allen Ebenen gemeinsame Gerade bezeichnet 
werden. Gewöhnlich wird jedoch diese Gerade die A x e des EbenenbOschels 
genannt. Liegt die Axe in unendlicher Entfernung, sind also sämmtliche 
Elemente des EbenenbUschels unter einander parallel, so heisst letzterer ein 
Parallel-Eben enbtt sehe I. 

Das ebene System ist nicht so einfacher Natur, als die bisher betrach- 
teten Gebilde. Man versteht nämlich darunter die Gesammtheit aller Punkte 
und Geraden, die sich in ein und derselben Plbene befinden. Der Träger des 
ebenen Systemes ist die Ebene, in welcher es liegt. 

Ein StrablenbUndel wird durch sämmtliche Gerade gebildet, die 
durch einen bestimmten Punkt, den Mittelpunkt des Bündels, bindurebgebeo. 
Im engeren Sinne nennt man Strablenbüodel auch die Gesammtheit ein- 
zelner Geraden, welche alle durch ein und denselben Punkt gehen und in irgend 
einer Weise augeorduet sind. Jede solche Gerade heisst ein Strahl des Bün- 
dels und jeder der sich ins Unendliche erstreckenden zweiTbeile eines Strahles, 
welche einerseits durch den Mittelpunkt des Bündels begrenzt werden, wird ein 
Halbstrahl genannt. AlsTräger des Bündels kann sowohl der Hittelpnnkt, 
als auch der unendlich ausgedehnto Raum betrachtet werden. Der Strahlen- 
bündel enthält im allgemeinen anendlich viele Strahlen büschel, denn jede Ebene, 
welche durch den Mittelpunkt des Büschels gebt, schneidet den Bündel in einem 
Strahlenbüschel. Da umgekehrt jeder Strahlenbflschel eine Ebene bestimmt, so 
enthält jeder StrablenbUndel im allgemeinen anendlich viele Ebenen, welche sich 
in seinem Mittelpunkte treffen. Die Gesammtheit dieser Ebenen könnte ein 
EbenenbUndel genannt werden, indess erscheint es nicht notbwendig dieses 
neue Grandgebilde anznnehmen, da es ohnehin im Strahlenbflndel enthalten ist. 

Die Pnnktreihe, den Strablenbfischel nnd den EbenenbOschel nennt man 
Grandgebilde der ersten Stufe oder auch einförmige Grandgebilde. 
Letztere Bezeichnung findet ihre Erklärung in dem Umstande, dass jedes der 
genannten drei Gebilde ans unter sich gleichartigen Elementen besteht. Das 
ebene System nnd der StrablenbUndel heissen Grnndgebilde der zwei- 
ten Stnfe; man kann sich dieselben aus Gebilden der ersten Stufe zusam- 
mengesetzt denken, nicht aber umgekehrt. Das ebene System enthält unendlich 
viele Punktreihen und Strahlenbttschel, der Strablenbttndel unendlich viele 
StrablenbOschel und Ebenenbüschel. 

Die drei einförmigen Grandgebilde werden auf gleiche Stnfe gestellt, wenn 
auch dagegen eingewendet werden könnte, dass in jedem Strahle eine Panktreibe 
und in jeder Ebene Punktreihen nnd Strahlenbttschel denkbar sind. Strahlen 
fasst man nämlich in der Regel nicht als Träger von Punktreihen, sondern bloss 
als gerade Linien auf, und Ebenen, wenn sie Elemente eines Ebenenbüscbels 
sind, werden gewöhnlich nicht als Träger eines ebenen Systemes betrachtet. 
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Ein Gebilde der dritten Stnfcist das räumliche System. 
Es besteht ans der Gesamnitheit aller Punkte, Geraden nnd Ebenen des nnend- 
licbcn Raumes. Uebrigens kann in einem specielleren Sinne, auch jede Znsam- 
menstellung von Punkten, Geraden und Ebenen im Raume, als ein räumliches 
System angesehen werden. *) 

Nicht selten fasst man die Grnndgebilde der ersten Stufe allgemeiner auf, 
als sic oben erklärt worden. Ponktreihe kann nämlich auch eine Reihe von 
Punkten genannt werden , die .sich in irgend einer bestimmten Cnrve befindet, 
StrahlcnbUschel eine Aufeinanderfolge von geraden Linien, welche in ein nnd 
derselben Ebene liegen und nach irgend einem bestimmten Gesetze angeordnet 
sind und Ebenenbilscliel eine Aufeinanderfolge von Ebenen , deren gegenseitige 
Lage einem bestimmten Gesetze entspricht. Auch der StrahlenbQndel könnte 
allgemeiner als eine Aufeinaniierfnlgc von geraden länien, deren Lage im Räume 
durch irgend ein Gesetz bestimmt wird, aufgefasst werden ; in der Regel ver- 
steht man jedoch unter den Grnndgebilden jene einfacheren Gebilde, wie sie zu- 
erst erklärt worden sind nnd bemerkt es in jedem Falle besonders, wenn eine 
allgemeinere Auffassung vorausgesetzt wird. 

Schliesslich sei noch erwähnt, tiass zwei Grnnilgebilde desselben Namens, 
also zwei Punktreihen, zwei Strahlenbiischel ii. s. w., gleichartige Grundge- 
bilde heissen, während Qrundgebilde verschiedenen Namens ungleichartige 
genannt werden. 


*) Wir schliessen das räumliche System ans der Keibe der Omndgebilde ans, 
zn denen es bisher gezählt wurde, nachilem ibisselbe alle denkbaren genmetriseben 
Gebilde in sich enthält, daher nicht wohl als eiu Orundgebilde bezeichnet 
werden kann. 


1 * 
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Grundgebilde der ersten Stufe. 


a) Punktreihen und StrahleubOHChrl. Ihre all);enieinen projectivigchen 

Itrziehunitren. 


Um irKcml einen Punkt einer (;of(ehcncn Punktreibe unzweifelhaft zu 
bestimmen, können verschiedene, mehr oder weniger einfache Mittel augewendet 
werden. Das einfachste ist wohl, einen in der Reihe selbst gelegenen Fixpunkt 
zu wählen und die Entfernung des zu bestimmenden Punktes vom Fixpunkte 
anzugeben , wobei diese Entfernung positiv oder negativ genommen wird, je 
nachdem der zu bestimmende Punkt auf der einen oder der anderen Seite des 
Fixpnnktes gelegen ist. Dieses Mittel wird bekanntlich in der älteren Geometrie 
benützt. Die ncnerc Geometrie wählt z w e i F i xp n n k te, welche wir und 
B nennen wollen und bestimmt die Lage eines dritten Punktes C der Punktreihe, 
indem sie das Verhältniss der Abstände AO und BC angibt. Dabei wird eben- 
falls angenommen, dass diese Abstände, je nachdem C auf der einen oder andern 
Seite der Fixpunkte liegt, positiv oder negativ sind. Um n.ichzuweisen, dass die 
Lage des Punktes C durch das V'erhältniss 

ÄC 

BC 


vollkommen beslimmt sei, stellen wir uns vor, C bewege sich auf der nach bei 
den Seiten ins Unendliche verlängerten Geraden AB, etwa in der Richtung von 
A nach B, und nelinien an B sei rechts von A gelegen. Im Anfänge seiner lle- 
wegung befinde sich der bewegliche Punkt C links von A und seine Abstände 


AC 

seien für diese Lage negativ. Das Verhältniss bleibt, solange C den Fix- 

iSLf 

punkt A nicht überschreitet, unter den gemachten Voraussetzungen stets posi- 
tiv und kleiner als die Einheit, rin BC immer grösser als AC ist. Je näher C an 
AC 

A liegt, desto kleiner wird und wenn endlich C mit A zusammenfällt, so ist 
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der Werth dieses Verhältnisses gleich Null. Denkt man sich C wieder nach links 
zurückbewegt, so wächst da die Grösse des Zählers sich jener des Nenners 

immer mehr nähert, bis endlich AC = BC , also 1 wird , was erst dann 

Jj(y 

der Fall sein kann, wenn Cin unendlich grosse Entfernung gekommen ist — 
lietindet sich C zwischen den FixpunUten, so liegt er zu verschiedenen Seiten 

derselben , wird daher negativ. Der Werth von nimmt , wenn C von A 

gegen B fortschroilet, jede mögliche Grösse zwischen 0 und — oo au Reflndet 

sich Cim Ualbirungsponkte der Strecke AB, so ist — 1. Rückt der Punkt 

C über B hinaus weiter fort, so bleiben seine Abstände von A und B glcich- 
AC 

bezeichnet, das Verhältniss - — ist stets positiv, wird immer kleiner uud erlangt 
IjL/ 

alle möglichen zwischen -|- oo und -|- 1 gelegenen Werthe. 

Bemerkenswertb ist, dass für den links oder rechts gelegenen unendlich 
AC 

fernen Punkt C das Verhältniss gleich 1 wird Wir können daraus 

schlicsseu, dass jede Gerade nur einen unendlich fernen Punkt besitzt. Aus 

AC 

diesen Retrachtungen geht nämlich hervor, dass sobald gegeben ist, der Punkt 

liij 

AC 

C unzweideutig bestimmt erscheint. Für positive Werthe von liegt der Punkt 

6* ausserhalb der endlichen Strecke ylß, für negative innerhalb derselben, für 
positive Werthe, welche kleiner sind als die Einheit, liegt er links, für positive 
Werthe, welche grösser als die Einheit sind, betindet er sich rechts von A uud B. 

AD 

Einem vierten Punkte D der Geraden AB kommt das Verhältniss 


wenn A und B wieder als Fixpunktc gelten, und dieses Verhältniss kann mit 
AC 

jenem - in ein sogenanntes Doppelvcrhältniss 

M - 1 ? 

BC ■ BD 

gebracht werden, welches wir das Doppclverhältniss dervier Punkte 
ABCD nennen. Meist wird ein solches Doppclverhältniss einfach durch das 
Symbol (ABCD) bezeichnet, so dass 


■ 1 ^ ^ 

BC ' BD 


= (ABCD) 


gesetzt werden kann. Dabei uchmea wir an, dass jene zwei Rnchstaben, welche 
im Zähler und Nenner der einfachen Verhältnisse zuerst stehen, Fixpunkte be- 
zeichnen, undsctzcudie.se Ruclislaben auch in der symbolischen Be Zeichnung zuerst , 
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Die Punkte A und B, sowie C und D werden einander zngeordnete 
Punkte genannt. 

V'on den Punkten ABÜD können ausser A nnd B auch die Pnnktpaare 
AC, Ali, BC. BD und CD als Paare von Fixpnnkten angenommen werden. 
Mit KUi'ksicht auf diese sechs Paare ergeben sich folgende Doppelverhältnisse : 

AC AD 
'BC 
AB 
CB 

DB 


(ABCD) ■■ 
(ACBD) = ‘^ 
(ADBC)^ 




(BDAC) = 
{CDAB) 


BA 

DA 

CA 

DA 


BD' 

AD 

CD' 

AC 

DC' 

BD 

CD’ 

BC 

DC' 

CB 

DB' 


Setzt man den Werth des ersten Doppelverhältnisses 
AC AD _AC . BD _ 

■ BC ' BD~ BC . ÄD~”*' 

so zeigt eine einfache Rechnung, dass die übrigen Doppelverhältnisse heziehungs- 

weise die Werthe haben ; 

, »n 1 1 m— 1 

m, l—m — , , — , 

' m — 1 m 1 — m m 

wovon die drei letzteren die reciproken Werthe der drei ersteren sind. Um 
wenigstens für ein Doppelverhältniss diese Rechnung dnrehzuführen, hetraehteu 
wir das zweite 

AB ^ 

CB ' CD' 

Die Fixpnnkte sind hier unseren Annahmen zufolge A nnd C. An die 
Stelle des Punktes B ist also C getreten. Nimmt man die Abstände aller rechts 
von den Fixpnnkten gelegenen Punkte wieder positiv, so ist die Strecke BC, 
für B als Fixpunkt positiv, für C als Fixpnnkt aber negativ. Man erkennt 
hieraus, dass es in unserem Falle nicht gleichgültig sein kann, ob man schreibt 
BC oder CB, denn es ist 

BC=>—CB. 

Mit Rücksicht darauf hat man also : 

AB ^ AB . CD 

CB ■ CD " BC . AD 

und da AB = AC — BC, ferner CD=s BD — ~BC ist, so ergibt sich 
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iw-\- AC— nc^ = i »I. 

In Abnlieher Weise können die Werlhe der übrigen Doppelverhältnissc 
durch m bestimmt werden, wodurch man za den bereits angegebenen Aasdrücken 
gelangt. 

Der Umstand, dass in den symbolischen Bezeichnangeo der sechs Doppel- 
verhältnisse die vier Buchstaben ABCD nur versetzt erscheinen, veranlasst uns 
die Frage zu erörtern, ob es nicht noch weitere Doppelverhältnisse, mit anderen 
Werthen fOr die vier Punkte gibt, als die sechs angegebenen. Da vier Flemeute 
sich bekanntlich viernndzwanzigmal versetzen lassen, so würde man vieruiid- 
zwanzig Doppelverbältnisse erhalten. Doch überzeugt man sich leicht, dass 
darunter keine Doppelverhältnisse Vorkommen, welche andere Werthe hätten 
als die bereits angeführten. Z. B. das Doppelverhältniss 



CD CA 
BD ' BA 


= {CBDA) 


hat, sowie das vierte von den oben angegebenen Doppulverhältnisscn den Werth 
— , es ist somit kein neues, und ebensowenig würden andere ans den vier Buch- 

TH 

staben beliebig zusammengesetzte Symbole zu neuen Doppelvcrhältnisson fiihren. 
Da die Untersuchung aller vierundzwanzig Symbole zu weitläufig sein würde, 
begnügen wir uns mit dem einen Beispiele. *) 

Sowie mau irgend einen Punkt C einer Punktreihe durch das Verhältniss 
seiner Abstände von zwei Fixpunkten A und B derselben Reihe vollkommen 


*) Als „Doppelverhältniss der vier Punkte“ findet man bei verschiedenen 
Autoren verschiedene der erwähnten vicrundzwanzig Doppelverhaltnisse angeführt. Es 
ist eben vom Standpunkte der Theorie gicichgiltig, welches derselben vorzugsweise 
so benannt wird. Diejenigen, welche in Folge einer besonderen Anordnung der 
Buchstaben sieb dem Gedächtnisse leicht einpragen, sind begreiflicher Weise den 
übrigen vorzuziehen. — Steiner nennt das Verhältniss 

AD . ^ 

BD Bt" 

Möbius das Verhältniss 

AC . AD 
CB ■ DB 

Doppelverhältniss der vier Punkte. Nach unseren Annahmen hat der erste dieser 
Ausdrücke den Werth der zweite den Werth m. Cbasles gibt als Doppelver- 

hältniss der vier Punkte das Verhältniss 

AC . BC 
AD ' BD 

an, welchem unseren Annahmen zufolge der Werth zukommt. 
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bestiinineii kann, 8u lässt sich auch irgend ein Strahl c eines Strahleiibttschels 
dadurch unzweideutig bestimmen, dass man das Vcrhältniss der Grösse jener 
Winkel angibt, welche der Strahl c mit zwei Pixstrableu a und b desselben 
Bttscliels einschliesst. Uabci müssen selbstverständlich auch negative und posi- 
tive Winkel unterschieden worden. Als Mass für die Grösse eines Winkels 
wählen wir seinen Sinus, aus einem Grunde, der in der Folge klar worden wird. 
Bezeichnet mau die Winkel, welche von den Strahlen ac und bc eingeschlussen 
werden, beziehungsweise durch ac und bc, so bestimmt der gegebenen Erklärung 
gemäss das Verbältniss 

sin ac 
sin bc 

die Lage des Strahles unzweideutig. Für einen vierten Strahl d besteht das Ver- 

hältniss — bringt man nnn die Verhältnisse der beiden Strahlen c und d 
sin bd 

selbst wieder in ein Verbältniss, so erhält mau das Uoppelverbältniss der 
vier Strahlen abcd: 


sin ac sin ad 

sin bc sin hd ' 

für welches die symbolische Bezeichnung (abcd) gewählt worden ist. 

Bezüglich des Doppelverhältnisses von vier Strahlen könnten ganz analoge 
Untersuchungen dnrcbgefübrt werden, wie wir sie für das Uoppelverbältniss von 
vier Punkten angestcllt haben. Dabei würde sich zeigen, dass die vierundzwauzig 
möglichen Doppelverhältnisse von vier Strahlen ebenfalls nur sechs verschiedene 
Werthe haben können. Diese sind ; 

in 1 1 m — 1 


m, 1 — m. 


m — 1 


1 — m ' 


wenn man den Werth des Doppelverhältnisses 

(abc<T)=m 

setzt — 

Nachdem, wie oben bemerkt wurde, jede Gerade nur einen unendlich fernen 
Punkt bat, so muss angenommen werden, dass jede Gerade eine geschlossene 
Linie (etwa ein Kreis von unendlich grossem Halbmesser) sei, deren zwei nach 
entgegengesetzten Richtungen sich erstreckende Tbeile im unendlich fernen 
Punkte, den man auch einen u n ei gen t liehen Punkt nennt, Zusammentreffen. 
Dies vorausgesetzt ist klar, dass durch einen einzigen Punkt eine Gerade nicht 
in zwei Strecken abgetbeilt werden kann, sondern, dass dazu zwei Punkte erfor- 
derlich sind. Die eine der zwei Strecken enthält den unendlich fernen Punkt und 
bat eine unendlich grosse Ausdehnung, während die andere eine endliche Länge 
besitzt, wenn nicht der eine der zwei Punkte unendlich ferne liegt welchem 
Falle beide Strecken uneudlich gross würden. 

Nennt man den unendlich fernen Punkt U, und die beiden Punkte, welche 
die Gerade in zwei Strecken theilen, A und B, so sind alle Punkte der Strecke 
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ÄUB von jeneu der Stiecke AB dorcb die Punkte A nnd Bgetrennt, d. b. 
es ist nicht müglicb von einem Punkte der einen Strecke zu einem Punkte der 
andern Strecke zu gelangen, ohne entweder A oder B zu übersetzen. Durch 
einen einzigen Punkt A einer Geraden wird dieser Erklärung zufolge kein Punkt 
der Geraden von irgend einem andern getrennt, denn , liegen auch zwei Punkte, 
etwa B und C, zu verschiedenen Seiten von A, so ist es doch nicht notliwendig, 
A zu überschreiten, um von B nach C zu gelangen, da man zu diesem Zwecke 
auch den unendlich grossen Umweg durch den unendlich fernen Punkt machen 
kann. Damit also zwei beliebige Punkte einer Pnnktreibe 
von einander getrennt seien, müssen mindestens noch 
zwei trennende Punkte vorhanden sein. Unter vier Punkten 
ABCD einer Geraden, welche in derselben Ordnung aufeinander folgen, wie sie 
genannt wurden, sind nur zwei Paare vorhanden, deren Jedes durch das andere 
getrennt wird. Es ist nämlich dos Paar AC durch BD und umgekehrt das Paar 
BD durch AG getrennt. Nicht getrennt sind die unmittelbar aufeinander folgen- 
den Punkte, sowie auch A nnd D. 

Die Resultate dieser Betrachtungen gestatten uns Analogien zwischen der 
Pnnktreibe nnd dem StrahlenbOschel zu ziehen, welche eine gewisse Verwandt- 
schaft beider Gebilde erkennen lassen. Man vergleiche folgende einander gegen- 
übergestellte Sätze: 

Unter drei Punkten einer Punkt- Unter drei Strahlen eines Strah- 

reibe ist keiner von dem andern ge- ienbüschels ist keiner von dem andern 

trennt. getrennt. 

Unter vier Punkten einer Punkt- Unter vier Strahlen eines Strah- 

reihe gibt es nur zwei Paare, welche Ienbüschels gibt es nur zwei Paare, 

von einander getrennt sind und vier welche von einander getrennt sind und 
Paare nicht getrennte. vier Paare nicht getrennte. 

Die anf Strahlenbüschel bezüglichen Sätze bedürfen noch der Erklärung, 
was man unter getrennten Strahlen versteht. Sind äbcd vier Strahlen eines 
Strahlenbüschels, welche in derselben Ordnung, wie sie genannt wurden, auf- 
einander folgen, wenn mau in einem bestimmten Sinne um den Mittelpunkt herum 
fortschreitet, so sind a nnd c durch die Strahlen h und d getrennt, weil es nicht 
müglicb ist bei stetigem Fortsebreiten vom Strahle a zu jenem c zu gelangen, 
ohne b oder d zu übersetzen. Es besteht also hier dasselbe Verhältniss wie bei 
der Pnnktreibe, nur kommt beim StrahlenbOschel im allgemeinen kein unendlich 
fernes Element vor, wodurch sich hier die Betrachtung vereinfacht. — Dem 
Punkte der Pnnktreibe entspricht der Strahl des Büschels und der Strecke in 
dem einen Gebilde entspricht der Winkel in dem andern. 

Die Analogie zwischen Pnnktreibe nnd StrahlenbOschel tritt am deutlichsten 
hervor, wenn zwei derartige Grandgebilde so liegen, dass durch jeden Punkt der 
Reihe ein Strahl des Büschels hiudurchgebt. Wird ein StrahlenbOschel durch eine 
beliebige in seiner Ebene liegende Gerade geschnitten, welche nicht durch den 
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Mittelpankt gebt, 8U bilden die Scbnittpunkte dieser Geraden mit den Strahlen 
eine Punktreibe von der eben bezeicbneten Lage. Man sagt in diesem Falle, die 
beiden Grandgebilde haben eine perspectivische I^age gegen einander oder 
kürzer, sie sind perspectivisch. Denkt man sich nämlich, der Mittelpunkt des 
Büschels sei ein Projectionscentrnm (das Auge) und fasst man die Strahlen als 
projicirende Gerade (Sehstrableu) auf, so kann die Punktreihe als Projection 
(das Bild) irgend einer andern Punktreihe angesehen werden, welche durch den 
Schnitt einer zweiten Geraden mit dem Büschel entstanden ist. Wird die Punkt- 
reibe ohne Veränderung der gegenseitigen Lage ihrer Elemente, nämlich der 
Schnittpunkte, verschoben, wobei sie auch ausser die Ebene des Büschels kom- 
men kann, so liegen beide Gebilde im allgemeinen nicht mehr perspectivisch. 

Schneidet man einen Strablenbüscbel durch beliebig viele io seiner Ebene 
liegende Gerade, welche nicht durch den Mittelpunkt des Büschels gehen, so 
ergeben sich in allen schneidenden Geraden Punktreihen, deren Elemente die 
Schnittpunkte der Strahlen sind, und alle diese Punktreihen befinden 
sich gegen einander in perspectiviseber Lage, oder wie man sich 
kürzer ansdrOckt, sind perspectivisch. Jede derselben kann als die Pro- 
jection der andern betrachtet werden and der StrahlenbOschel wird in Bezug auf 
die Punktreihen, welche er projicirt, der projicirende Büschel, sein 
Mittelpunkt das Projectionscentrnm genannt. 

Zwei Strablenbüscbel werden perspectivisch liegend, oder per- 
spectivisch genannt, wenn sie gegen ein und dieselbe Punktreihe perspec- 
tiviseb liegen. Da man jeden gegen eine Punktreihe perspectivisch liegenden 
Strablenbüscbel auch einen Schein der Reihe nennt, so kann man sagen : Zwei 
Strahlenbüschel liegen perspectivisch gegen einander, wenn sie Scheine ein und 
derselben Punktreibe sind. Wird der Strablenbüscbel als die Gesammtheit 
aller jener Selistrahlen anfgefasst, welche von den einzelnen Punkten der Punkt- 
reihe in ein Auge gelangen, das sich ini Mittelpunkte des Büschels befindet, so 
ist die Bezeichnung »Schein» für den letzteren gerechtfertigt. — Die Punktreihe, 
deren Scheine zwei perspectivisch liegende StrahlenbOschel sind, wird der per- 
spectivische Durchschnitt dieser Büschel genannt. 

Projicirt man eine Punktreihe durch einen beliebigen Strablenbüscbel auf 
irgend eine Gerade, projicirt ferner die erhaltene Projection durch einen zweiten 
Büschel, dessen Ebene von jener des ersten verschieden sein kann, abermals und 
setzt man dieses Verfahren beliebig oft fort, so sind alle dadurch sicher- 
gebenden Punktreihen mit einander projectivisch verwandt, 
oder wie man auch kürzer sagt, projectivisch. Jede Punktreihe kann, bevor 
sie weiter projicirt wird, verschoben werden, wobei die gegenseitige Lage ihrer 
Punkte allerdings nicht geändert werden darf, ohne dass dcsshalb die prujec- 
livische Verwandtschaft der entstehenden Punktreihen verloren ginge. Sind dem- 
nach zwei Punktreihen gegeben und ist es möglich durch Projiciren die eine 
Reihe aus der andern zu erhalten, so sind cs projectivische Reiben. 
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Zwei Strabicnbflschol, welche Scbcine projcctiviscber Puiiktreilicn sind, 
uennt man ebenfalls projectiviscb. Eine Panktrcilie und ein StrabIcubUscbel sind 
projcctiviscb verwandt, wenn die Punktreibe zu einer andern Reibe projectiviscb 
ist, welche gegen den BQscbel perspectivisch liegt. 

Sind zwei Punktreihen, zwei Strahlcnbüschel oder eine Punktreihe und 
ein StrablcnbQschel projcctiviscb, ohne sich io pcrspectiviscber Lage zu befinden, 
so sagt man, dass sie eine schiefe Lage gegen einander haben. 

Die projcctiviscbe Verwandschaft beruht auf dem Umstande, dass gewisse 
Eigenschaften, welche durch das Projicirun nicht verloren gehen, allen projec- 
livisch verwandten Gebilden gemeinsam zukomnien. Einige dieser Eigenschaften 
wurden benutzt, um die projcctiviscbe Verwandtschaft zu defiuiren. Demgemäss 
hat man auch statt des Ausdruckes „projcctiviscb“ TcrschicUcnc andere Rc- 
zeiebnnngen eingefuhrt. *) 

Je zwei Punkte, welche verschiedenen projectivischen Punktreihen angc- 
liören, werden einander e n I s )t r e c h e ude Punkte gcnannl, wenn durch deii- 
selbeu Vorgang des Projicirens, liurch »eichen diu eine Punktreihe aus der 
andern erhalten werden kann, auch der eine Punkt sich aus dem anderen ergibt. 
Liegen die zwei Reiben persiiecliviscli, sind sie also Schnitte ein und desselben 
StrahlcnbUschels, so entsprechen sich je zwei Punkte, welche demselben ätrahle 
angehören. 

Sind U und U’ beziehungsweise die unendlich fernen Punkte zweier pio- 
jectivischcr Reihen und /f, , so nennt man jenen Punkt in welcher dem 
Punkte IT in 11^ entspriclit, Jen Gegen]) unkt der Reihe R. Ebenso ist der 
dem Punkte U entsprechende Punkt von Jf, ein Gegenpunkt. Liegen Ji und /f, 
perspectivisch, so hat man um die beiden Gegcnpnukle G und G' zu erhalten, 
aus dem Mittelpunkte des projicirenden Büschels zu den Trägern von U und I{^ 
|)arallnllc Gerade zu ziehen. Die Parallele zu R schneidet dann R^ im Gegen - 
punkte G’ und die Parallele zu R, schneidet R im Gegenpunktc G. 

Je zwei Strahlen, welche verschiedenen projectivischen Strahlenbüschcln 
angebören, werdeu einander entsprechende Strahlen genannt, wenn sie 
durch cutsprechendo Punkte der projectivischen Punktreihen gehen, deren 
Scheine dio beiden Strahlcnbaschei sind. 

Liegen dio beiden Büschel perspectivisch, bilden sic also Scheine ein und 
derselben Puuktreibe, so sind je zwei Strahlen, welche sich in einem Punkte 
dieser Reihe schneiden, entsprechende Strahlen. 

Eine Punktroibc R und ein ihr projectiviscb vorwamlier Strahlcubüsclnd S 
haben auch cutsprechendo Elemente. Ist nämlich R^ Jone mit R projectivisi h 


*) Chales gebraucht den Ausdruck „hnmographisch“. Paulus die Be- 
zeichnung „ennform“. Auch das Wort „colliuear“, desse,u geometrische Bedeu- 
luug wirerst in einem folgeuden Abschnitte erklären, wird mich Möbius statt desAus- 
druckes projectiviscb benützt. — Staudt führte das Zeichen a für „projectiviscb“ eiu 
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vcrwaDiltc und gegen S perspcctivisch liegende Rcilic, welche zufolge der projec- 
tiviseben Verwandtschaft von li und iS vorbaudeu sein muss, so sagt mau, dass 
ein Punkt von B jenem Strahle entspricht, welcher durch den entsprechenden 
Punkt von B^ hindurebgebt. 

Liegt eine Pnnktreihe gegen einen Strableubtlschcl perspcctivisch, so ent- 
spricht jedem Strahle jener Punkt der Reihe, welcher in ihm gelegen ist. 

Schneiden sich zwei projectivischc Reihen in einem Punkte, der sich selbst 
entspricht, wenn man ihn einmal als Punkt der ersten Reihe und dann als Punkt 
der zweiten betrachtet, so sagt man, die beiden Puuktreihen bähen diesen Punkt 
entsprechend gemein. Liegen zwei Punktreihen perspcctivisch, so ist, 
wie leicht cinzuschen, der Schnittpunkt beider Reiben ein Punkt, den die Reihen 
entsprechend gemein haben. 

Fallen zwei entsprechende Strahlen von zwei projectivischeu Strahleu- 
büschcln in einen Strahl zusammen, so sagt mau, dass die beiden DUschcl diesen 
Strahl entsprechend gemein haben. Liegen die zwei Büschel in der- 
selben Ebene persjjcctivisch, so bildet die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte 
einen Strahl, der den Ilttschcln euts|)recheud gemein ist. 

Strecken, die zwischen cnlsprechonden Punkten projectivischer Punktreihen 
liegen, werden einander entsprechende Strecken genannt. — Winkel, 
welche von entsprechenden Strahlen projectivischer Strahlenhüschel gebildet 
werden, heissen einander entsprechende Winkel. Endlich hezcichnet man 
Strecke und Winkel als einander entsprechend, wenn die Endpunkte der Strecke 
und die Schenkel des Winkels beziehungsweise entsprechende Elemente einer 
Puuktieihe und eines Strahlenbüschels bilden, welche projcctivisch sind. 

Zwei der in Rede stehenden ürundgchilde nennt man auf einander 
bezogen, abgesehen davon ob sic projcctivisch sind, oder nicht, wenn jedem 
Elemente des einen ein einziges bestimmtes Element des andern entspricht. Man 
kann also zwei solche Grundgehildc dadurch auf einander beziehen, dass man 
jedem Elemente des einen Ucbildes ein einziges Element des andern als ent- 
sprechendes z u w c i s t. 

Mit lienUtzung der vorausgegangenen Erklärungen lässt sich folgender 
Satz leicht nachweiseu : 

1. Sind zwei der in Rede sichenden Uruudgebildc mit 
einem dritten proj ectivisch verwandt, so sind sic cs auch 
unter einander. 

liiescr Satz bezieht sich auf .sechs mögliche Fälle. Es können projcctivisch 
verwandt sein: 

Zwei Puuklreihcn einer dritten oder ein und demselben Itüschel. 

Zwei Stralilcnbü.schcl einem drillen oder ein und derselben Reihe. 

Eine Punktreihe und ein Strahlenhüschel ein und derselben Reihe oder 
ein und demselben UUschcl. 
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Es soll nnn fQr einige dieser Fälle der Beweis geliefert werden, dass die 
zwei Gebilde, welche dem dritten projectivisch verwandt sind, es auch unter- 
einander sein mQssen 

Sind zwei Pnnktreihen B nnd R^ einer dritten Reihe projectivisch ver- 
wandt, so ist es zufolge der Erklärung, welche aber die projectivische Verwandt- 
schaft gegeben wurde, gestattet anzunebmen, dass durch allmäliges Projiciren 
aus R die Reihe R^ nnd aus dieser die Reihe R^ entstanden sei. Wenn nun aus 
R allmälig R^ und gewisscrmassen durch Fortsetzen des Projicirens aus R^ die 
Reihe R^ erhalten werden kann, so bildet nur ein Mittelglied zwischen R nnd 
R^, nämlich eine der Reihen, welche durch Projiciren aus R entstehen können, 
zu denen auch it, gehört, woraus eben folgt, dass R und projectivisch sind. 

Um nachzuweisen, dass zwei Pnnktreihen R nnd (Fig. 1) unter sich 
projectivisch sein mOssen, wenn beide ein nnd demselben StrahlenbOschel S pro- 
jectivisch verwandt sind, erinnern wir, da.ss 
es zwei gegen S perspectivisch liegende Reihen 
gehen muss, wovon die eine mit R, die andere 
mit R^ ^rwandt ist. Ans der Erklärung über 
die projectivische Verwandtschaft zwischen 
Punktreihe und Strahlenbüscbel geht dies un- 
mittelbar hervor. Die mit R verwandte Reihe 
heisse r und jene mit JZ, verwandte r,. Es 
sind nun vier Reihen vorhanden. Dnrcb Projec- 
tion von R ergibt sich r, diese Reihe wird 
durch S projicirt nnd als Projection kann i-, 
heirachtet werden, endlich ist r, mit R^ pro- 
jectivisch verwandt. Es ergeben sich demnach r, »-j und fZ, durch allmäliges 
Projiciren uns R. somit sind R und JZ, projectivisch. 

Hat mau zwei StrahlenbOschel S mul S,, welche mit einer und derselben 
Punktreihe R projectivisch verwandt sind, so muss es eine Reihe r geben, welche 
gegen S perspectivisch liegt und zu R projectivisch ist. Es muss ferner eine 
Reihe r, existiren, welche gegen Sj perspectivisch liegt und ebenfalls mit R pro- 
jectivisch verwandt ist. Die Reihen R und IZ, sind demnach zu derselben dritten 
Reihe R projectivisch, also mOs.sen sic es auch unter sich sein und da S und S^ 
liozichnngswcise die Scheine der projecl irischen Reihen r nnd r, sind, so ent- 
sprechen sie der oben gegebenen Erklärung Ober projectivische StrahlenbOschel. 

In ähidicher Weise kann fOr die noch Obrigen Fälle der Beweis geführt 
werden. 

Schneidet man einen ans vier Strahlen abcd (Fig. 2) bestehenden Strahlen- 
bOschelS, dessen Mittelpunkt wirAf nennen wollen, durch eine beliebige Gerade, 
so ergibt sich auf der letzterou eine ans den vier Schnittpunkten ARCD 
bestehende Punktreihe R, welche gegen den BOschel perspectivisch liegt. Für 
die Reihe besteht das Doppelverhältuiss ; 
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Erster Abschnitt. Punktreihen und Strahlenbüschel . 


AC AI) 

BC • Bi)' 

fflr den Büschel das analoge : 

sin ac sin ad 
sin br. ' sin bd‘ 

Durch die Strahlen des Büschels and den Träger von ü werden nun Drei- 
ecke gebildet, als deren gemeinschaftliche Spit/.e M angenommen werden kann. 

Diese Dreiecke haben alle dieselbe Höbe, 
folglich verhalten sich ihre Flächeninhalte wie 
die Grundlinien; man hat also mit KUcksicht 
auf die Dreiecke AMC, BMC, AMD, BMP 

/^AMC ^AMD_AC AD 
^BMC ■ /' BMD~BC ’ BD' 

Nachdem der Flächeninhalt eines Drei- 
eckes aber auch gleich ist dem Prodnete 
zweier Seiten mnitiplicirt mit dem halben 
Sinus des von ihnen eingeschlossenen Win- 
kels, so ergibt sich 

AM . CM sin ac | AM . DM sin ad 

BM . CM sin bc ' J BM . DM sin bd' 

Ana dieser und der ersten Gleichung folgt nun 

AC AD sin ac sin ad _ 

BC ' BD sin ’ sin bd' ' 

wofür man auch schreiben kann, 

(ABCD) = (abcd). 

Das Doppelverhältniss der vier Punkte ABCD ist also dem Doppelver- 
hältnisse der entsprechenden vier Strahlen abcd gleich. 

Schneidet mau den Büschel S durch eine beliebige andere Gerade , deren 
Schnittpunkte A, 5, C^ D, heissen mögen, so besteht für die durch diese Punkte 
gebildete Reihe B^ die Gleichung: 

jl, C, ■A^D^ sin ac _ sin ad 

B^C^ ' B^D^ sin bc ' sin bd' 

Ans dieser und der Gleicbnng a folgt nun 

AC AD_A,C^ A^D^ 

BC ■ BD~ B^C^ ' B^D^ ' 
woraus sich der Satz ergibt: 

Wird ein ans vier Strahlen bestehender StrahlenbOschel 
durch beliebig viele Gerade geschnitten, wodurch in jeder 
schneidenden Geraden eine ans vier Punkten gebildete Punkt- 


(Fig. 2.) 



^\MC 

/\BllC ■ £\BMD i 
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reibe entsteht, so sind die Doppelverh&ltnisse aller dieser 
Panktreiben dem Doppelverbältnisse der vier Strahlen, also 
auch unter sieb gleich.*) 

Zieht man dareb die Punkte .A,£, C,D, gerade Linien a,6,c,dj, die sich 
in ein und demselben beliebigen Punkte M' des Kauroes schneiden, so ergibt 
sieb ein aus vier Strahlen bestehender Bflscbel S, mit dem Mittelpunkte M', 
welcher gegen den ersteren StrablenbOschel perspectivisch liegt. Fflr diesen 
iweiten Bflscbel besteht die Qleichnng 

Ä^C\ A^D^ sin a,c, sin o,d, 

C, ' B, /), sin 6, r, ' sin 6, ’ 

welche mit der vorhergehenden und der Gleichung a verglichen zeigt, dass 
siu ac _ sin ad sin a,e, sin a,d, 

siu l/c sin Od sin h,Cj sin b,(2, 

sein muss, woraus wir den Satz folgern : 

Sind zwei StrablenbOschel Scheine derselben ans vier 
Punkten bestehenden Punktreibe, so ist das Doppelverhältniss 
der Strahlen des einen Büschels gleich jenem der Strahlen 
des andeien. 

Hat man zwei aus einer beliebigen Anzahl von Punkten bestehende 
perspectivisch liegende Punktreihen, so muss wie aus den vorbergehendeu Unter- 
snebungen folgt, das Doppelvcrb&ltniss von vier beliebigen Punkten der einen 
Reihe gleich dem Doppelverh&ltnisse der diesen Punkten entsprechenden vier 
Punkte der anderen Reihe sein. Auch die nachstehenden Sätze bedflrfen nun 
keines besonderen Beweises mehr: 

Liegen zwei Strahlenbflscbel perspectivisch, so ist das Doppelverhältniss 
von vier beliebigen Strahlen des einen Bflscbels, gleich dem Doppelverbältnisse 
der entsprechenden vier Strahlen des anderen. 

Liegen eine Panktreibe und ein Strahlenbflscbel perspectivisch, so ist das 
Doppelverhältniss von vier beliebigen Punkten der Reihe gleich dem Doppelver- 
bältnisse der entsprechenden vier Strahlen des Bflscbels. 

Um fflr schief liegende projectivisebe Qrnndgebilde analoge Sätze zu er- 
halten, fassen wir zunächst die oben gegebene Definition der Projectivität zweier 
Punktreiben ins Auge. Dieser Definition zufoige muss es möglich sein, aus der 
einen Punktreihe die ihr projectivisch verwandte durch ein- oder mehrmaliges 
Projiciren zu erhalten. Bezeichnet man die beiden Reibeu durch B und B; , so 


*) In einem Werke des griechischen Geometers Pappus, welcher im vierten 
Jahrh. n. Chr. lebte, findet sich schon der Lehrsatz; „Wenn vier gerade Linien von 
einem Punkte ausgeben, so werden diese von jeder Transversalen in vier Punkten 
geschnitten, deren Doppelverhältniss immer denselben Werth hat, welches auch die 
Transversale sein mag.‘‘ (Siehe „Geschichte der Geometrie“ von Chasles, deutsch 
von Sohncke, Seite 3Ü9.) 
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kann man sich demnach im Allgemeinen vorstellen, ans R seien dnreh Projiciren 

nach und nach if, , R^ R, R^ entstanden. Jede 

dieser Reihen liegt gegen jene, deren nnmittelbare Projection sie ist, perspec- 
tivisch, oder kann wenigstens, wenn sie verschoben worden ist, wieder in die 
ursprflngliche perspectivische Lage gebracht werden. Daher ist das Doppelver- 
hitltniss von vier beliebigen Punkten irgend einer Reihe R, gleich dem Doppel- 
verhältnisse der vier entsprechenden Punkte, sowohl der Reihe ,, als aueh 
der Reihe A,.).,, woraus folgt, dass dasselbe bezQglich der Reihen i? und ü , 
stattfindet. Damit ist nun der SaU erwiesen : 

2. Sind zwei Punktreihen projecti visch, so ist das Dop- 
pelvcrbältniss von vier beliebigen Punkten der einen Reibe 
gleich dem Doppelverhältnisse der entsprechenden vier 
Punkte der anderen Reibe. 

Dieser Satz gilt auch, wenn man ihn nmkchrl. Er bezieht sich dann auf 
zwei Punktreihen, bei welchen jedem bestimmten Punkte der einen Reihe ein 
einziger Punkt der anderen ziigcwiesen ist. Je zwei solche Punkte werden, wie 
bereits erklärt wurde — in einer allgemeineren AufTassnng ebenfalls entspre- 
chende Punkte genannt, abgesehen davon, ob die beiden Reihen projectivisch 
verwandt sind oder nicht. Der umgekehrte Satz lautet: 

3. Ist das Doppelverhältniss von vier beliebigen Punkten 
einer Punktreihe gleich dem DoppcIvcrbUltnisse der ent- 
sprechenden vier Punkte einer zweiten Reihe, so sind die 
beiden Reihen projectivisch verwandt. *) 

Um dies nachzuweisen, denken wir uns die beitlen Reiben in solche Lage 
gegen einander gebracht, dass sie irgend einen Punkt entsprechend gemein 
habeti. Die eine Reihe heisse R (Fig. 3), die zweite /?,, vier beliebige Punkte 

von R nennen wir ABCD und die entsprechen- 
den vier der zweiten Reibe A C, D, . 

Der Punkt A sei jener, in welchem beide 
Reihen nach vorgenommener Aendemng ihrer 
gegenseitigen Lage sich schneiden sollen. Unserer 
Voraussetzung gemäss ist dann A zugleich der 
Punkt, welchen R und Jf, entsprechend gemein 
haben. 

Verbindet man die Punkte B und B^, sowie 
die Punkte C und C, durch gerade Linien, deren Schnittpunkt M heissen möge, 
und zieht ferner ans M Gerade gegen A und D, so bilden die vier in M sich 
schneidenden Linien einen StrahlonbnsrJiel, fOr welchen die Gleichuitg besteht: 

{ABCD)=[abcH), 

*) Dieser Satz wird nicht selten als Definition für die projcctivische Verwandt- 
schaft zweier Punktreihen beulttzt. 


(Fig. 3.) 
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wenn man die Strahlen MA, If/?, MC nnd 3f7) beziehungsweise dnrch abcd 
bezeichnet. Nennt man den Punkt, in welchem der Strahl d den Tr&gcrder Reibe 
schneidet, J, so ist 

(An,C,^ = (abcd) , 

also auch 

{ABCD)=^(An^C,.J). 

Da ferner (A HCD) —(AB,C^n,) ist, wie vorausgesetzt wurde, so bat man 

Mß,C,7),) = (.4N,C,.A 

woraus folgt, dass 

A. J _ AD, 

B, J~ B, D, 

sein muss, eine Gleichung, welche nur bestebeu kann, wenn die Punkte D, und 

zi Zusammenfällen. Denn der Werth dee Verhältnisses ^ bestimmt die Lage 

B,J 

von J in der Reibe R, nnzweidentig und da dieser Werth gleich jenem 
AD 

des Verhältnisses ■ ist, so mOssen zJ und D. identisch sein, d. h. der 
B, D, 

Strahl d geht durch den Punkt D, , welcher dem Punkte D entspricht. 

In gleicher Weise lässt sich auch zeigen, dass jede von jlf aus durch irgend 
einen Punkt N der Reihe R gezogene Gerade die Reihe R, in einem entspre- 
chenden Punkte N, schneiden muss, woraus folgt, dass die beiden Reihen in der 
angenommenen Lage Schnitte eines nnd desselben Strahlcnbüschels sind. Jede 
der zwei Reihen kann somit dnrch Projiciren aus der anderen erhalten werden, 
sie sind also projectiviseb. 

Aus dieser Untersuchung geht auch der Satz hervor ; 

4. Zweiprojectivische Punktreihen liegen immer per- 
spectivisch, sobald sie irgend einen Punkt entsprechend 
gemein haben. Daher kann man zwei projectivische Reiben 
immer dadurch in perspectivischc Lage bringen, dass man 
zwei beliebige entsprechende Punkte derselben zur üoin- 
cidenz bringt. 

Der Erklärung zufolge, dass projectivische Strablcnbaschcl Scheine pro- 
jectiviseber Pnnktreiben sind, muss cs, wenn man zwei projectivische Strahlen- 
bttschcl 5 und 8, voraussetzt, immer auch zwei projectivische Punktreiben R 
und R, geben, deren Scheine die Bäscbel beziehungsweise bilden. Nennen wir 
vier beliebige Strahlen des durch 8 bezeiebneten Büschels abcd nnd die ent- 
sprechenden vier Strahlen des zweiten Büschels n, 6, c,rfj, heissen wir ferner 
jene Punkte von R, welche in abcd liegen, beziehungsweise ABCD nnd die in 
a,b,c,d, gelegenen vier Punkte der zweiten Reihe A,B,C,D , , so bestehen die 
Gleichungen : 

Sttndigl: Lehrbach der neueren Geometrie. 2 
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Erster Ahschnttt. Pnuktrethen und StrahieniiÜHchel. 


(ABCD) ={nb('d\ 

( A ^ //, C, /), ) = (rt, »•, fl, ) 

Da nun zufolgu ilor prujcclivisuhcn Vurwandtsubal't von R uml Ä, 
sein muss, so bat man 

(tibcil) = ) , 

woraus wir scblicssun ; 


5. Sind zwei SlralilcnbUscbol projcctiviscb, so ist das 
D oppo I V c r b a 1 1 n i SS von beliebigen vier Strabicu des einen 
BUsebols glcieb dem Doppelverbältnisse der eutspreebenden 
vier Strahle n des anderen. 

Oureb Umkehrung dieses Satzes erhält man den folgenden : 

6. Ist das Doppelvo rbältniss von vier beliebigen Strahlen 
eines StiahlonbUschels gleich dem Doppelverbältnisse 
der e n t sp r ec b cn d c II vier Strahlen eines zweiten Büschels, 
so sind die beiden Büschel projectivisch verwandt. 

Wir denken uns, um dies zu beweisen, die beiden Büschel S und S^ 
(Fig. 4) in eine solche gegenseitige Lage gebracht, dass sie sich in derselben 

Ebene befinden, und irgend einen Strahl a 
entsprechend gemein haben. Die Durebsebnitts- 
puiiktc von zwei beliebig gewählten Paaren bb^ 
und cc, cnt8])recbcndcr Strahlen seien bezic- 
buiigswcise die Punkte H und C, dareb weiche 
wir uns eine Gerade gezogen denkeu. Diese 
Gerade scbncnict die beiden BUsehol in zwei 
Punktreiben. Von den Strahlen des Büschels 
S betraebten wir nur die Strahlen abc und 
einen beliebigen vierten rl; von den Strahlen 
des anderen Büschels S, nur ab^c^ und jenen 
vierten Strahl d^, welcher d entspricht. Die 
Schnittpunkte der Geraden liC mit abcd seien beziehungsweise ABCD und jene 
derselben Geraden mit oi,c,d, neunen wir beziehungsweise ABCJ. 

Unserer Voraussotznug gemäss besteht nun die Gleichung ; 


(Fig- d "! 



da aber 
und 

ist, so muss 

sein, woraus folgt , dass 


(abcd) ~ (ab, c, d , ) ; 

(ABCD) = (abcd) 
(ABC^ = (ab,c,d,) 

(ABCD) = (ABCD) 

AJ)_AJ 

BD~BJ 


Diy; _ . ^ Jäifjlt 
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ist, was nnr daon der Fall sein kann , wenn die Punkte D nnd J coincidiren. 
Es schneiden sich somit die Strahlen d nnd d, in einem Punkte D der Geraden 
BC. Nachdem dieses Strnbicnpaar beliebig gewählt wurde , so lässt sich das- 
selbe io gleicher Weise fOr beliebige andere entsprechende Strahlen zeigen. Die 
beiden B&scbel sind also Scheine ein und derselben Punktreihe, deren Träger 
die Gerade BC ist, nnd mQssen daher ancb projectivisch sein. 

Diese Ergebnisse beweisen aoch folgenden Satz : 

7. Zwei in derselben Ebene befindliche p ro j ec ti vis c h e 
StrablenbOschel liegen immer perspectiviscli, sobald sie 
einen Strahl entsprechend gemein haben. Daher können 
zwei projectivi sch e StrahlenbOscbel immer dadurch in per- 
spectivische Lage gebracht werden, dass man sie in die- 
selbe Ebene bringt und zwei beliebige entsprechende 
Strahlen derselben coincidiren lässt. 

Die Sätze 2, 3, 5, 6 beziehen sich auf zwei gleichartige Gruudgebilde; 
es sollen nnn analoge Sätze anch fOr zwei nngleicbartige Grnudgebilde, nämlich 
für die Punktreihe und den Strahlcnbüschel anfgestellt werden ; 

S. Sind eine Punktreihe nnd ein StrahlenbUschelpro- 
jectiviscb verwandt, so ist das Doppelverbältniss von vier 
beliebigen Punkten der Reibe gleich dem Doppclverhält- 
nisse der entsprechenden vier Strahlen des Bäsch eis. 

Zufolge der Voraussetzung, dass die Reihe mit dem BQschel projectivisch 
verwandt sein soll besteht eine zweite mit der ersteren projectiviscbe Reihe, 
deren Schein der Bäschel ist. Heisst der Bäscbel S, die erste Reihe R, die 
zweite ii, , und nennt man abcd vier beliebige Strahlen von S, ferner ABCD 
die diesen Strahlen entsprechenden Paukte von R und endlich A, B, C, D, die 
in den genannten vier Strahlen gelegenen Punkte der Reibe i2, , so bestehen die 
Gleichnngen : 

{A^B,C\Dj) = (abfd) 

(ABCD) = {A,B,C^D,) 

also ist aoch 

(ABCD) = (abcd), 

wodurch obiger Satz gerechtfertigt erscheint. 

Durch Umkehrung dieses Satzes ergibt sich der folgende; 

9. Ist das Doppelverbältniss von vier beliebigen Punk- 
ten einer Punktreihe gleich dem Doppelverhältnisse der 
diesen Punkten entsprechenden vier Strahlen eines Bü- 
schels, so sind die beiden Grnndgebilde projectivisch. 

Schneidet man den Büschel, den wir S nennen wollen, durch eine Gerade, 
so bilden die entstehenden Schnittpunkte eine Punktreihe i2| , welche mit S 
projectivisch ist, daher mnss das Doppelverbältniss von vier beliebigen Punkten 

2 * 
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also 


der Heihe gl«icb jenem der durch sie gehenden vier Strahlen 
(ibcd sein ; man hat also 

{,A^Ii,C^D^) = (abc<r). 

Sind nun ABCD die den Strahlen abcd entsprechenden Punkte der gege- 
benen Reihe B, so besteht der Voraussetzung zufolge die Gleichung 

(ABCD) = (abcd) 

daher ist (ABCD)==(A,B^C,D,), 

woraus folgt, dass die beiden Puukireihen, also auch der Büschel 8 und die 
Reihe B projectivisch sind. 

10. Haben zwei p roj ect i v i sc b e Pnnktreihen oder zwei 
projectivische Strahle nbOschel drei ihrer Elemente ent- 
sprechend gemein, so haben sie alle ihre Elemente ent- 
sprechend gemein, d. h. sie sind identisch. 

Der Beweis fUr diesen Satz kann wie folgt gegeben werden ; 

Heissen die drei Punkte, welche zwei Pnnktreihen B und i?, entsprechend 
gemein haben, ABC, ist ferner D ein beliebiger vierter Punkt der Reihe B und 
der dem Punkte D entsprechende der Reibe if,, so muss 
(ABCD)^(ABCJ) . 

AD AJ 
BD ■ BJ' 

sein, was nur möglich ist, wenn D und J znsammenfallen. 

Nachdem D und J ein beliebiges Psmr entsprechender Punkte sind, so 
gilt dasselbe fOr irgend zwei andere entsprechende Punkte der beiden Reiben, 
es sind daher die letzteren identisch. 

In ganz analoger Weise lässt sich der obige Salz auch bezOglicb zweier 
StrablenbOschel rechtfertigen. 

11. Will man zwei der in Rede stehenden Grnndgebilde 
projectivisch auf einander beziehen, so kann man in jedem 
derselben drei Elemente beliebig wählen und einander als 
entsprechend zu weisen; jedem vierten Elemente des einen 
Grundgebildes entspricht dann ein durch diese Annahmen 
vollkommen bestimmtes Element des anderen. 

Nehmen wir au, die zwei Grnndgebilde seien Punktreihen B und B^, in 
welchen beziehungsweise und als entsprechende Punkte beliebig 

gewählt wurden, und D heisse irgend ein vierter Punkt der Reihe B. Diesem 
letzteren Punkte entspricht dann ein Punkt D, , dessen Lage unzweideutig 
bestimmt ist, wie aus der Gleichung 

(ABCD)=.(^/?,C,D,) 

AC AD _A^C^ A,D, 

BC ■ BD~ B^C^ ■ B,i>, 

A D 

liervorKehl, in welcher alle Verhiiltnis'ie , ausser ' - bekannt sind. 

B.D. 


oder 
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Um D, constrnctiv za erhalten bringt man R and it, in perspectivische 
Lage, indem man etwa A und Aj coincidircn lässt , sucht den Durchscbnitts- 
pankt M der Geraden BB^ und 6'C, und zieht MD. Letztere Gerade schneidet 
dann den Träger von Rj im gesuchten Punkte D, . 

Setzt man eine Panktreihe R und einen mit ihr projcctivisclien Strahlen- 
bllschel S voraus und nimmt man an, den Punkten ABC in R worden die Strah- 
len abc in S entsprechen, so ist jeder vierte Strahl d von S unzneidcutig 
bestimmt, wenn der ihm entsprechende Punkt D in Ü gewählt ist, denn cs besteht 
die Gleichung 

(ABCD) = (<ibc(l), 

aus welcher sieb der Werth des Verhältnisses ^ -*4 unzweideutig ergibt. 

sm o<l 

Cunstruetiv lässt sieb d wie folgt bestimmen : Man scbucidet iS durch 
irgendeine Gerade, wodurch sich eine Panktreihe R^ ergibt, deren in abc 
gelegene Elemente wir beziehungsweise C, nennen wollen. Die Kciben R 
und Rj sind nun projcctivisch und den Punkten ABC in R entsprechen die 
Punkto AjBjCj in R^, Es lässt sich demnach der Punkt D, in J?,, welcher dem 
Punkte D entspricht coustructiv ermitteln , wie eben erklärt wurde. Uer durch 
Dj gehende Strahl von S ist der gesuchte Strahl d. 

ln allen übrigen Fällen, welche der Satz 11 umfasst, kann der liewois und 
die betreffende Cunstruction auf ganz analoge Weise durebgefuhrt werden. 

12. Sind eine Punktreibo undein StrahlcnbUscliel pro- 
j ce t i v isch ver w an d t und gehen drei Strahlen des Büschels 
ilurch die drei diesen Strahlen entsprechenden Punkte, so 
g c h c n a 1 1 e S t r a h I c n d u r c h d i e i h n c n entsprechenden Punkte. 
Die beiden Grundge bilde liegen demnach pcrspcctiviscb. 

Dieser Satz leuchtet ein, wenn mau berücksichtigt, dass der Träger der 
Punkti'cihe, die wir R nennen wollen, den StrahlenbUschcl in einer Reihe ü, 
schneidet, welche mit R drei Elmentc entsprechend gcineiu hat, woraus nach 
Satz 10 folgt, dass R und ü, indentisch sein müssen . 

13. Haben zweiprojectivi- Haben zwei proj ec tivischo 

sehe Pu II kt reihen eincsolchc Strahle nbUschel eine sulche 
gegenseitigcLage, dassdieVer- gegenseitige Lage, dass die 
biuduugslinicn von drei Pua- Durchschnittspunktevondrei 
reu einander entsprechender Paaren ein audercntsprechc u- 
Punkte sich in ein und dem- der Strahlen sich in ein und 
selben Punkte j|f schneiden, derselben Geraden m befin- 
so gehen diu Verbindungs- den, so schneiden sich alle 
liiiien aller Paare entspre- Paare e n tspre c li c ii d e r S t ra li- 
ebender Pnnklc durch.df, (I. h. len in der Geraden m, d. h. die 
die beiden Reihen liegen per- beiden Büschel liegen per- 
spectiviseb. spectivisch. 
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(Satis lioks.) Sind i2 and die beiden Reiben and 5 jener Strahlenbtischel, 
welcher durch die Verbindungslinien aller Pnnkte von R mit dem Punkte 
M gebildet wird, so liegt nicht nur R sondern auch R^ gegen 8 perspec- 
tiviscb, wie aus dem Satze 12 folgt. Daher sind 8 und 8, Scheine der- 
selben Punktreibe R und liegen perspectivisch. 

(Satz rechts.) Heissen die beiden Strahlenbüschel 8 und 8, und bezeich- 
net R jene Punktreihe, welche durch den Schnitt der Geraden m mit dem 
BOscbel 8 zu Stande kommt, so liegen nicht nur 8 und R, sondern auch 8, 
und R perspectivisch, wie aus dem Satze 12 bervorgelit. Daher sind 8 und 8, 
Scheine derselben Punktreiho R und liegen perspectivisch. 

14. Zn zwei gegebenen projectivisclien Punkte eihcnil 
und i?j liisst sich i in in e r eine dritte Reibe R^ b c s t i in in c n, 
welche gegen R und R^ perspcctiviscli liegt. 

Dieser Satz gilt auch für zwei Punktreihen, durch deren Träger sich keine 
Kbene legen lässt. Der Beweis für denselben ergibt sich ans Folgendem. 

Verbindet man irgend zwei einander cntsjirechcndc Punkte Ä und A^ 
(Fig. 5) der beiden Reihen R nnd i?j, nimmt in einem von A und A^ verschie- 
denen Punkte der Geraden AA^ den Mit- 
telpunkt eines StrahlenbOschels 8 an, der 
gegen R perspectivisch liegt und zieht 
durch A^ in der Ebene des BOschels 8 
eine beliebige Gerade, so ist die Reihe JZ, 
welche sieb als Schnitt dieser Geraden mit 
8 ergibt, gegen R perspectivisch gelegen. 
72, liegt aber auch gegen 72, perspecti- 
visch, da 72, und 72, projectivisch sind 
und den Punkt A^ entsprechend gemein 
haben; demnach liegt 72, sowohl gegen 
72 als auch gegen 72, perspectivisch. 

Ir ei he 72, kann man auch leicht zu irgend 
einem Punkte der einen Reibe 72, den entsprechenden Punkt der zweiten Reihe 
72, bestimmen. 

Sind 8 und 8, irgend zwei Strahlenbüschel und will man zu einem Strahle 
X des Büschels 8 den entsprechenden Strahl x, des Büschels 8, ermitteln, 
so kann dies mit Benützung einer Mittelreihe wie folgt geschehen : Man schneidet 
8 und 8, durch je eine beliebige Gerade, bestimmt zu den sich als Schnitte er- 
gebenden Punktreiben 72 nnd 72, eine Mittelreibe und sucht mit Hilfe dieser 
Reihe den Punkt X, in 72,, welcher dem Strahle x entspricht. Jener Strahl 
von 8,, der durch X, geht, ist dann der gesuchte. 

15. Haben drei projecti- Haben drei proj ectivisch e 

vische Punktreihen 72, 72,, 72, Strahlenbüschel 8,8,, 8, (Fig.6) 
(Fig 6)oinunddensclben Punkt ein und denselben Strahl ent- 


(Fig. 5.) 



Mit Hilfe einer solchen Mitte 
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entsprechend gemein, so lie- 
gen die Mittelpunkte jener 
dreiStrablenbttschel, welche 
erhaltenwerden, wennmandie 
entsprechenden Punkte von R 
und JS,,dann von R nnd R^, end- 
lich von nnd R^ verbindet, 
in ein nndderselbenGeraden. 


sprechend gemein, so schnei- 
den sich d i e drei Geraden , in 
welchen die Dnrcbschnitt s- 
pnnkte der entsprechenden 
Strahlen von 8 and 5,, dann 
von S and S^, endlich von 8^ 
und S, liegen in ein and dem- 
selben Pankte. 


(Fig. e.) 



(Satz links). Die StrahlenbQscbel S und S, , welche beziehungsweise 
dari'h die Verbindungslinien der entsprechenden Pankte von R und R^ und 
der entsprechenden Punkte von R^ und R^ entstehen, liegen perspectivisch, 
da sic Scheine derselben Pnnktreihe R, sind. Sie haben daher einen Strahl, 
nftmlich die Terbindangslinie ihrer MittelpankteJIf und üf, entsprechend gemein 
nnd die Pnnkte £, £j, in welchen die Träger von R und £, beziehungsweise 
durch geschnitten werden, sind einander entsprechende Pnnkte. Der 

in £, gelegene, den Punkten £ und £, entsprechende Punkt E, muss im 
Dnrchschnitte von M^Ei mit dem Träger von R^ gelegen sein, da iü,, als die 
Projection von J2, fär das Projectionscentrum üf, betrachtet werden kann. 
Die drei einander entsprechenden Pnnkte £, £, , £, liegen demnach in 
der Geraden Da endlich die Verbindungslinie der Punkte £ und £, 

ein Strahl des BOschels 8, ist, so liegt üf, in dieser Linie, oder, was dasselbe 
ist, in der Geraden 

(Satz rechts). Nachdem die drei Strahlenbüschel 8, 8,, S, unserer 
Voraussetzung gemäss einen Strahl entsprechend gemein haben sollen, welcher 
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selbBtversländlicb die Verbindongslinie der drei Mittelpunkte M, 3f, , Jlf, ist, 
so liegt jeder Bflscbcl gegen einen anderen derselben perspcctivisch. Der 
Durchschnitt von N und S^ bildet somit eine Punktreihc R, der Durchschnitt 
von S und 5, eine Reihe R, und endlich der Durchschnitt von S, und 5, eine 
Reihe von R^. Da R und Ä, perspcctivisch liegen, indem sie Schnitte desselben 
Büschels S sind , so ist ihr Durchschnittspunkt .4 ein sich selbst ent- 
sprechender Punkt. Jener Punkt der Reihe R ^ , welcher dem Punkte A 
entspricht, muss in dem Strahle gelegen sein, da man R^ als die Projec- 
tion von R^ für das Projectionscentrum ansehen kann. Derselbe Punkt 
der Reihe R,, muss aber auch im Strahle M^A liegen, nachdem ebensowohl 
gestattet ist R^ als die Projeetion von R für das Projectionscentrum 3/, 
aufzufassen. Da nun der dem Punkte A entsprechende Punkt der Reihe 
zugleich in M^A und in gelegen sein soll, so kann er nur der Punkt A 
selbst sein, d. h. die drei Reihen R, R^, schneiden sich in A. 


16. Sind und (Fig.7) 
zwei beliebige Paare ent- 
sprechender Punkte von zwei 
io derselben Ebene befind- 
lichenprojectiviscbenPnnkt- 
reihen, so liegt der Schnitt- 
Punkt dcrVerbinduugslinicn 
AB^ und A^B auf einer be- 
stimmten Geraden. 


, Sind oa, und bb^ (Fig. 8) 
zwei beliebigePaaroentsprc- 
ebender Strahlen vonzwei in 
derselbenEbene befindlichen 
projectivischen StrahlenbU- 
scheln, so geht die Verbin- 
dungslinie der Schnittpunkte 
vonahj und a,h durch einen 
bestimmten Punkt. 


(Fis '■) 



(Satz links.) Die beiden Reiben nennen wir R und iJ, , der Punkt von R. 
welcher im Schnittpunkte der TrSger beider Reihen liegt, sei P, der mit P 
uoincidirende Punkt von Ä, heisse und die den Punkten P und ent- 
sprechenden seien beziehungsweise P, und Q. Verbindet man A mit den Punk- 
ten A^BjPjQi und den Punkt A, mit ABPQ. so erbftit man zwei projectivischo 
Strablenbüschel , mit den Mittelpunkten A und .4,, welche perspectivisch 
liegen, nachdem sie den Strahl AA-^ entsprechend gemein haben. Diese beiden 
Büschel sind daher Scheine derselben Punktreibe, Der Träger der letzteren 
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roasB durch die Punkte P^ und Q geben, denn in P, schneiden sich die entspre- 
chenden Strahlen AP^, il,P, und in § die entsprechenden Strahlen 


demnach enthält die Gerade P, Q die Schnittpunkte aller Paare sich entspre- 
chender Strahlen der beiden Büschel , wie z. B. den Durchschnitt a der Strah- 
len AB^ und A^ B. Aus demUmstande, dass die Lage der Geraden Pj Q von der 
Wahl der Pnnktpaare AA^, BB^ unabhängig ist, folgt nun unmittelbar der 
obige Satz. 

(Satz rechts.) 5 und seien die beiden Strahlenbfischel, deren Mittel- 
punkte wir beziehungsweise P und Q^ nennen wollen, q heisse der Strahl von 
S, welcher durch Q, geht, p^ der Strahl von 5j, welcher mit q coincidirt und 
p, seien die den Strahlen p^ , q entsprechenden. Durch den Schnitt des Strah- 
les a mit den Strahlen a^b^p^q^ entsteht nun eine aus den Punkten ABPQ 
gebildete Reihe R und durch den Schnitt des Strahles a, mit den Strahlen 
abpq eine ans den Punkten AB^P^Q^ bestehende Reihe i?, , welche mit R pro- 
jectivisch ist. Da die Reihen R und R^ den Punkt A cntsprcclicnd gemein haben , 
so liegen sie perspcctivisch , es gehen demnach die Verbindungslinien aller 
Paare entsprechender Punkte dieser Reihen, z. B. die Linien BB^ und PP^, 
durch denselben Pnnkt M. Die Punkte BP, sind aber beziehungsweise die 
Durchschnitte der Strahlen ab, und a,6 und der Punkt M ist der Durch- 
schnitt von PP, und QQ^, woraus mit Rücksicht auf den Umstand, dass aa, 
und 66, zwei beliebige Paare entsprechender Strahlen bilden, von deren Wahl 
die Lage des Punktes M unabhängig ist, der obige Salz folgt. 

Eine wichtige Eigenschaft projectiviseber Punktreiben ergibt sich durch 
die Untersuchung eines Doppelvcrhältnisses , in welchem die Gcgenpunkle und 
die unendlich fernen Punkte Vorkommen. Wird der unendlich ferne Pnnkt einer 
Reihe R, durch U, der ihm entsprechende Gegenpunkt der Reihe B, durch G' 
bezeichnet, nennt man ferner W den unendlich fernen Punkt von B, und G den 
Gegenpunkt der Reihe B, so besteht, wenn AA,, BB, zwei beliebige Paare ent- 
sprechender Punkte von B und B, sind, die Gleichung 
(ABff«7) = (A,B,frG') 

oder 
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AG AU A^ir A^G' 

BG ' BU~ Bjr ■ B]G’ ’ 

AU A U’ 

Nachdem nun sowohl, als anch , wie bereits erklärt wurde, 

DU />i G- 

gleich der Einheit ist, so bat man 

AG . AiG' ^BG . B^G'. 

Hieraus ergibt sich der Satz : 

17. Das Product der Abstände zweier entsprechender 
Punkte A und A, vondenGcgenpniikten dcrprojcctiviscben 
Reihen, in welchen sie liegen, hat stets dieselbe Grösse, 
wie man auch die Punkte A, A, wählen mag. 

Aus diesem Satze kann man schliessen, dass, wenn rin Punkt A der Reibe 
R sich dem Gegcnpunklc G stetig nähert, der dem Punkte A entsprechende A^ 
der Reihe J?, sich von dem Gegenpunktc G' stetig entrernt und umgekehrt. 
Fällt A mit G zusammen so ist der eine Abstand gleich Null, der andere im all- 
gemeinen unendlich gross und das Product beider Abstände muss wieder die 
constante endliche Grösse haben. 

18. In einem jeden von zwei projectiviseben Strahlen- 
bUsclicln, von denen keiner ein Parallcl-StrahlenbUscbcl 
ist, gibt es entweder nur ein Paar, oder unendlich viele 
Paare auf einander senkrecht stehender Strahlen, deren 
entsprechende Strahlen im anderen UOschcl ebenfalls auf 
einander senkrecht stehen. 

Diese Strahlen nennt man die Schenkel der entsprechenden 
rechten Winkel. 

Der Beweis biefOr ergibt sich aus einer einfachen Constmetion, welche 
die in Rede stehenden rechten Winkel liefert. 

Man bringt die beiden Büschel in perspcctiviscbc Lage, indem mau sie in 
dieselbe Ebene legt und ein beliebiges Paar entsprechender Strahlen coincidiren 
lässt. Die Mittelpunkte der Büschel seien M und und den Träger jener 
Reihe, in deren Punkten sich die entsprechenden Strahlen der beiden Bflschel 
schneiden , bezeichnen wir durch t. Wird nun ein Kreis constrnict, der seinen 
Mittelpunkt in t bat und durch M und geht, so schneidet derselbe die Ge- 

rade t in zwei Punkten R und S, welche eine solche Lage haben, das die Win- 
kel RMS und RM^S — als Winkel im Halbkreise — rechte werden. Die Strah- 
len MR, MS, M^R und Af,iS neunen wir beziehungsweise r, s, r,, s,. Dass r 
und r^, sowie s und s, Paare entsprechender Strahlen sind, folgt daraus, dass 
sie sich in Punkten jener Reihe schneiden, deren Scheine die in Rede stehen- 
den Büschel bilden. 

Nachdem es nun im allgemeinen immer möglich ist einen Kreis von 
der bezeiebneten Lage zu constmiren, so gibt es in zwei projectiviseben 
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StrablenbOscbeln im all(;emeiuen auch immer zwei entsprechende rechte 
Winkel. 

Liegt der Mittelpunkt des Kreises in nnendlicber Entfemnng, was dann 
der Fall ist, wenn die Gerade MM^ auf t senkrecht steht, so geht der Kreis in 
die Gerade ilfilf, über und einer der Punkte R oder S liegt in ilOf,. Ein Paar 
entsprechender Schenkel der entsprechenden rechten Winkel ftllt dann offen- 
bar mit JOf, zusammen. Dies findet immer statt, wenn die entsprechenden 
Strahlen, welche, um die beiden Büschel in perspectivischer Lage zu erhalten, 
zur Coincidenz gebracht wurden, zufällig Schenkel der entsprechenden rechten 
Winkel sind. 

Der Mittelpunkt des Kreises kann auch in unendliche Entfernung kommen, 
wenn t unendlich ferne gelegen ist. Letzteres findet jedoch nur statt, wenn alle 
entsprechenden Strahlen zu einander parallel sind. Die Büschel müssen dann, 
vorausgesetzt dass M und J/, in endlicher Ferne liegen, vollkommen gleich sein, 
daher haben in diesem Falle die beiden Büschel nicht bloss ein Paar entspre- 
chender rechter Winkel, sondern unendlich viele. Dasselbe findet statt, wenn t 
auf dem Strahle Afilfj senkrecht steht und von HI und il/, gleich weit entfernt 
sind. Denn es sind dann unendlich viele Kreise möglich, welche durch M und JP, 
geben und ihren Mittelpunkt in t haben. Dass die beiden Büschel auch in die- 
sem Falle vollkommen gleich sein müssen ist selbstverständlich. — Es zeigt sich 
also, dass nur dann, wenn beide Strahlcnböschcl vollkommen gleich sind, unend- 
lich viele Paare entsprechender rechter Winkel in denselben Vorkommen können ; 
in jedem andern F'allc gibt cs nur ein solches Paar , vorausgesetzt, dass keiner 
der Büschel ein Parallelbüschcl ist. 

Sind aUj und bb, zwei beliebige Paare einander entsprechender Strahlen 
so besteht die Gleichung 

(abrs) = (rt, 6, r, s, 1 , 

sin ar sin as sin a.r, sin «,s, 

oder . 

sin or sin os sin b,rj sin b,S| 

woraus sich ergibt; 

sin ar . sin bs sin u, r, . sin6,s, 

sin as . sin br sin a,Sj . sinbj»'|’ 

Da nnn die Winkel ar und as, br und bs , dann o, r, und «,s,, sowie 6,r, 
und bjS, sich zu rechten Wiukeln ergänzen, so hat man 

sin as = cos ar , sin «, r, = cos Oj .s, 

sin bs = cos br , sin b, = cos b, s, , 

welche Wcrlhe in die vorhergehende Gleichung substituirt geben: 
tg ar . tg a,Sj =tg br . tg b,s,. 

Daraas folgt, dass auch 

tg OS . tg o,r, = tg bs . b,r, 
sein muss. Wir können somit behaupten: 
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Erster Abschnitt. Punktreihen und Strahlenbüschel. 


19. Das Prodact dor trigo no metrisch e n Ta n go n ten j en e r 
Winhel, welche zwei heliehige entsprechende Strahlen mit 
den nicht entsprechenden Schenkeln der entsprechenden 
rechten Winkel einschliessen, ist stets dasselbe, wie man 
auch diese Strahlen annehmen mag. 

Hieraus lässt sich scblicsscn, dass, wenn ein Stiahl a des Büschels S sich 
dom Strahle s durch Drehung um den Mittelpunkt von S stetig nähert, der 
Strahl a, des Büschels S, , welcher mit S projectivisch verwandt ist, sich von r, 
auf dieselbe Weise, nämlich durch Drehung um den Mittelpunkt von S, stetig 
entfernt. 

Da zwei Punktreihen, wenn sie irgend einen Punkt entsprechend gemein 
haben, perspectiviscb liegen, so schneiden sich die Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Punkte solcher Reiben stets in ein und demselben Punkte, nämlich 
dem Mittelpunkte des projicireuden Büschels , welche Lage auch die beiden 
Reiben gegen einander haben mOgen. Wir wollen nun untersuchen, welche Linie 
dieser Mittelpunkt beschreibt, wenn eine der Reihen um ihren Dnrchschnitts- 
pnnkt mit der anderen Reibe gedreht wird , während letztere ihre Lage nicht 
ändert. 

R und Rj (Fig. 9) seien die beiden Reihen, welche sich im Punkte A, der 
ihnen entsprechend gemein ist, treffen. M sei der für die angenommene Lage 

von R und ii, sich ergebciido Mittel- 
punkt des projicirenden Büschels. Um 
die Gegenpunktc von R und zu 
erhalten, hat man nur aus üf parallele 
Gerade zu den beiden Reihen zu zie- 
hen. Die Parallele zu R schneidet R^ 
im Gegenpunkte ö' und die Parallclo 
zu if, trifft R im Gogenpnukte G. 
Wären umgekehrt die Gegenpunktc 
bekannt, so hätte mau, um M zu er- 
halten aus G und G' beziehungsweise 
zu R, und R parallele Gerade zu ziehen ; im Durchschnitte dieser Parallelen 
würde sich dann der Mittelpunkt M ergeben. Der letztere Punkt bddet also 
einen Eckpunkt eines Parallelogrammes, dessen andere Ecken G, .<lund G sind, 
daher muss 

G'M=AG 

sein. Da nun die gegenseitige Lage der Punkte von R sowohl, als auch von R, 
sich nicht ändert, wenn R um ^ gedreht wird, so behalten die Strecken AG 
und AG' bei dieser Drehung stets dieselbe Länge, und es muss , wenn R etwa 
in die Lage R' gekommen ist, der Mittelpunkt Jlf des projicirenden Büschels von 
G' ebenfalls die Entfernung AG haben. Daraus folgt, dws der Punkt M bei der 


(Fig. 9.) 
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Drehang von R einen Kreis beschreibt, dessen Mittelpunkt der Oegenpnnkt G' 
und dessen Halbmesser gleich AG ist. 

Es gilt somit der Satz : 

20. Liegen zwei Pnnktreihenperspectiviscb and dreht 
man die eine nm ihren Unrchschnittspunkt mit der ande- 
ren, während letztere ihre Lage nicht ändert, so beschreibt 
der Mittelpunkt des projicirenden Strableuböscbels der 
zwei Reiben einen Kreis, dessen Mittelpunkt sich im Gegen- 
pnnkte der nicht gedrehten Reihe befindet. Der Halb- 
messer dieses Kreises ist gleich dem Abstande des Oegen- 
punktes der anderen Reibe vom Drebnngspunkte. 

Wenn zwei in derselben Ebene befindliche Strahlcnbflscbel einen Strahl 
entsprechend gemein haben, so liegen sie, wie bereiis erklärt wurde, perspec- 
tiviscb und bilden also Scheine derselben Panktreibe. Wird daher der eine von 
den zwei StrablenbOscheln derart in seiner Ebene verschoben, dass der Strahl 
welchen die beiden BQschel entsprechend gemein haben, ihnen stets gemein ist, 
so bleiben die zwei Büschel perspectivisch und schneiden sich immer in einer 
Panktreibe. Es frägt sich non, welche Lagen haben alle jene Pnnklreiben gegen 
einander, in denen sich die beiden Strahlenbflscbel schneiden, wenn der eine in 
der erklärten Weise verschoben wird? 

Um diese Frage zn beantworten, berücksichligen wir, dass während der in 
Rede stehenden Verschiebung jeder Strahl des verschobenen Büschels parallel 
za seiner ursprünglichen Richtung bleibt und dass alle sieb ergebenden Pnnkt- 
reihen gegen beide Büschel perspectivisch liegen. 

Den Büschel, welcher seine Lage ändert, nennen wir S, den in Ruhe blei- 
benden S, und irgend eine als Schnitt von S and S, sich ergebende Pankt- 
reihe B. 

Jene Strahlen u and u, der Büschel S und S,, welche der Reihe R 
parallel laufen, sind entsprechende Strahlen, nachdem sie sich in einem Punkte 
von R, nämlich im nnendlicb fernen Punkte dieser Reibe schneiden. Da w und 
u, während der Verschiebung von S parallel bleiben, so treffen sie sich stets in 
einem unendlich fernen Punkte Gegen diesen Punkt müssen nun alle Punkt- 
reihen, welche sich als perspectivisebe Durchschnitte von S und 5, ergeben, 
convergiren, woraus man schliesscn kann : 

21. Liegen zwei in derselben Ebene befindliche Strah- 
lenbüscbel perspectivisch und verschiebt man einen von, 
ihnen in seiner Ebene derart, dass die beiden Büschel 
stets denselben Strahl entsprechend gemein haben, so 
sind alle Panktreiben, die sich als Schnitte dieser Büsche 
ergeben, zn einander parallel. 
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Erster Abschnitt. Specielle projectivische yerwandtschaft 


b) Mp«clelle proJeetlTische Verwandtschaft vwtscben Panktreiben und Strahlen» 

bdseheln. 


Einen wichtigen besonderen Kall projectiviscber Verwandtschaft zweier 
Pnnktreiben bildet jener, in welchem die unendlich fernen Punkte der beiden 
Reihen einander entsprechen. Bringt man diese Punkte, die wir U und {7, 
nennen wollen, mit beliebigen drei anderen Paaren entsprechender Punkte in 
ein Doppelverbaltniss, so erhält man die Gleichung 
(.lCßf;) = (.-l.C'.ß,f7,) 

oder, was dasselbe ist. 

AE AU_A,h^ A,U, 

CE ■ CU ~ C, ft, C, U, ■ 


AU AU 

Nachdem nun, wie bekannt, die VerhältuiSse .,,, und gleich der Ein- 

CC 

beit sind, so ist 

AE _A,E, 

CE~ i\U,' 

Hätte man statt der Punkte ACE die Punkte ECU gewählt, so wQrde 
man erhalten haben 

CE _ C\ ft, 


CI) 


C. 


oder 


Durch Multiplication dieser Gleichung mit der vorhergehenden ergibt sieb 
AE _A,E, 

. CD~ C\l), 

AE _ CD 
A,E^~ C\l),' 

Da man zwei Pnnktreihen, bei welchen die unendlich fernen Punkte ein- 
ander entsprechen, ähnliche Punktreihen nennt, so folgt ans letzterer 
Gleichung der Satz : 

22. In zwei ähnlichen Punktreiben ist das Verhältniss 
von irgend zwei einander entsprechenden Strecken gleich 
ein und derselben Grösse. 

Man nennt desshalb ähnliche Punktreiben auch proportionale 
Reihen. 


2ä. In zwei ähnlichen Punktreihen liegen die Gegen- 
punkte in u n e n dli c h e r E n tf e r n u n g. 

Der Beweis fUr diese Bebauptang folgt schon aus der Definition des 
Gegenpnnktes. Da nämlich der Gegenpnnkt G- einer Reibe R dem unendlich 
fernen Punkte U' einer zweiten Reibe Ä, entspricht , so muss, wenn R und Ä, 
ähnlich sein sollen, W sowohl dem Punkte G, als auch dem unendlich fernen 
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Pankt U der Reibe R entsprechen, was nnr möglich ist, wenn (i nnd U zu- 
sammenfallen. In ähnlicher Weise lässt sich anch zeigen, dass der in gelegene 
Gegenpnnkt & mit IT coincidiren mnss, es erscheint daher obiger Satz 
gerechtfertigt. 

24. Schneidet man einen Strahlenbüschel dnreb paral- 
lele Gerade, so sind die entstehenden Schnitte ähnliche 
Punktreihen. 

Denn nachdem die Reiben, weiche sich als Schnitte ergeben, perspcctivisch 
liegen, so schneidet jeder Strahl des Büschels dieselben in einem Paare 
entsprechender Punkte, also anch jener Strahl, der zu ihnen parallel gezogen 
werden kann. Da nun dieser Parallelstrahl die Reihen in ihren unendlich fernen 
Punkten schneidet, so müssen letztere Punkte einander entsprechen, woraus 
folgt, dass die in Rede stehenden Punktreihen ähnlich sind. 

25. Schneidet man einen Parallel-Strahlcnbüscbcl nach 
beliebigen Richtungen durch gerade Linien, so sind die 
entstehenden Schnitte ähnliche Punktreihen. 

Da jeder Strahl des Büschels die Reihen in einander entsprechenden 
Punkten schneidet, so entsprechen sich auch die Schnittpunkte eines in unend- 
licher Entfernung gelegenen Strahles. Diese Schnittpunkte liegen aber selbst in 
unendlicher Entfernung, folglich müssen die Reiben ähnlich sein. 

Daraus und mit Rücksicht auf den Satz 13 folgt auch: 

20. Sind die Verbindungslinien von drei Paaren ent- 
sprechender Punkte zweier projcctiviscber Reihen zu 
einander parallel, so müssen die beiden Reihen ähnlich sein. 

27. Haben zwei ähnliche Punktreihen zwei Paare ihrer 
Punkte entsprechend gemein, so coincidiren alle ihre ent- 
sprechenden Punkte, d. h. die beiden Reihen sind identisch. 

Aus der oben für ähnliche Reihen anfgestellten Gleichung 
AB _CD 
Ä,R\-C,D, 

geht dies unmittelbar hervor. Denn wären AA^ und Bß, die zwei Paare ent- 
sprechender Punkto, so folgt aus dieser Gleichung CD= C^D^ ; cs sind somit 
alle entsprechenden Strecken einander gleich. 

Dass man bei der Construction ähnlicher Punktreihen nur zwei nnd nicht 
mehr Paare entsprechender Punkte beliebig wählen darf, ergibt sich schon aus 
dem für projectivische Reihen im allgemeinen anfgestellten Satze 11. Als drittes 
Paar entsprechender Punkte sind nämlich die unendlich fernen zu betrachten, 
somit können nur noch zwei Paare willkührlich angenommen werden. 

Uaben zwei ähnliche Punktreihen einen Punkt entsprechend gemein, so 
liegen sie, wie in diesem Falle projectivische Punktreihen Oberhaupt, i>erspec- 
tivisch. Bomerkenswerth ist jedoch, dass wenn der Punkt, welcher beiden Reihen 
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entsprechend gemein ist, in endlicher Entfernung liegt, der projicirende 
StrahlenbOschel ein ParallelbOschel sein ronss. Sind hingegen die Reiben 
parallel, in welchem Falle sie die anendlich fernen Punkte entsprechend gemein 
haben, so liegt der Mittelpunkt des projirirenden BOschels im allgemeinen in 
endlicher Entfernung. 

Der speciellste Fall projectivischer Verwandtschaft zwischen Pnnktreihen 
ist der, wenn alle entsprechenden Strecken der letzteren gleich sind. Man nennt 
solche Reihen gleiche oder congrnente Reiben. Dass dieselben anch 
ähnlich sind, ist selbstverständlich. 

Schneidet man einen Parallel-StrahlenbUscbel durch parallele Gerade, so 
ergeben sich congruente Pnnktreihen. Ausserdem können im allgemeinen noch 
congrnente Reihen entstehen, wenn ein Parallel-StrahlenbQschel durch Gerade 
geschnitten wird, welche zwar nicht parallel sind, aber gegen die Strahlen des 
Büschels gleiche Winkel einschliessen, oder wenn man einen StrahlenbOschel, 
dessen Mittelpunkt in endlicher Entfernung gelegen ist, durch parallele Gerade 
schneidet, welche sich in gleichen Abständen zu verschiedenen Seiten des Mittel- 
punktes befinden. 

28. Kommen in zwei projectiv ischen Panktreiben 
drei Paare entsprechender Paukte AA, , RR, und 
C(7, vor, weiche so gelegen sind, dass AR = A,R,, 
AC= A^C, und BC= B,C, ist, somOssen diebeidon R eiben 
cougruent sein. 

Denkt man sich nämlich die beiden Panktreiben in solche gegenseitige 
Lage gebracht, dass die drei Paare gleicher Strecken mit ihren einander 
entsprechenden Endpunkteu coincidiren, so haben die zwei Reihen drei 
Punkte entsprechend gemein. Sie müssen daher in dieser Lage alle ihre Punkte 
entsprechend gemein haben (Satz 10), was nur möglich ist, wenn die Reihen 
congment sind. 

29. Kommt in zwei ähnlichen Pnnktreihen ein Paar 
gleicher endlicher Strecken vor, welche sich entsprechen, 
so sind die beiden Reihen congment. 

Dieser Satz kann in. derselben Weise wie der Satz 27 bewiesen werden. 
Ans der fOr ähnliche Reihen geltenden Gleichung 

AR _ CD 
A, R, C, R, 

folgt nämlich, dass wenn AR = A,R, ist, auch CD = C,2), sein muss. Nach- 
dem nun CD und C^D^ beliebige einander entsprechende Strecken sind, so 
mossen alle entsprechenden Strecken einander gleich sein. 

Mit Hilfe der Resultate, zu welchen wir durch die Untersnehnng ähnlicher 
Pnnktreihen gelangt sind, lässt sich anch folgender, für projcctiviscbe Reihen 
im allgemeinen geltender Satz nachweisen : 
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(Fi«. 10.) 



30. Ist eine Punktreihe mit einem Strahlenbttschel, des- 
sen Mittelpnnkt in endlicberEntfernuugliegt.projectiviscb 
verwandt, so lassen sich diese beiden Ornndgebilde stets 
in persp ectivische Lage gegen einander bringen. 

Die Ponktreibe beisse R (Fig. 10), der StrablenbUscbel 8, der Mittelpunkt 
des letzteren M, ferner seien drei beliebige Punkte der Reihe ABC und die 
diesen Punkten entsprechenden Strahlen des 
Bflschels abc. — Wir betrachten nur drei Ele- 
mente der zwei in Rede stehenden Ornndge- 
biide , da, wenn R in eine solche Lage gebracht 
werden kann , dass ABC beziebnngsweisc in die 
Strahlen abc fallen , nach Salz 12 folgt, dass für 
diese Lage alle Strahlen des BOsohels durch die 
ihnen entsprechenden Punkte der Reibe gehen. — 

Ans folgender Constrnction ergibt sich der 
Beweis für obigen Satz. 

Man trägt von M ans anf dem Strahle b, 
der jenem Punkte B entspricht, welcher durch 
die beiden anderen Punkte A und C vom nnend- 
licb fernen Punkte getrennt ist, die Strecken 
AB = aß und AC=ay anf, zieht ans y eine 
Parallele zum Strahle a, welche den Strahl e im Punkte Cj schneidet, und ver- 
bindet Cj mit ß. Die Dnrchscbnittspunkte von C^ß mit a und b nennen wir 
und . Macht man non die Strecke A^m der Geraden A^C^ gleich AB, zieht 
ans m eine Parallele zu a, welche b im Punkte B trifft und schneidet endlich 
den BOschel S durch eine Gerade, welche durch B gebt und parallel zu A^C^ 
ist, so muss der Schnitt eine der Reihe R congruente Ponktreibe bilden. 

Denkt man sich nämlich durch ß eine Parallele zu a gezogen, so bildet 
dieselbe mit den Geraden a und yC^ einen Parallel-Strahlenbflschel, welcher 
durch die beiden Geraden b nnd AjC, geschnitten erscheint; es sind somit die 
Pnnktreihen A^ B, C, nnd aßy ähnlich. Da aber letztere Reihe der gegebenen 
Reihe B congrnent ist, so muss A,B, (7, auch dieser letzteren ähnlich sein. 
Würde demnach der Bflscbel S durch irgend eine zu A, (7, parallele Gerade 
geschnitten, so wäre die entstehende Ponktreibe der Reibe R ähnlich; es ban- 
delt sich also nur mehr darum, jene zu A^ Oj parallele Gerade anfznfinden, deren 
Schnitt mit 8 nicht bloss eine zur Reihe R ähnliche, sondern mit ihr congruente 
Reihe liefert. Der letzteren Bedingnng entspricht nun offenbar die Gerade AC, 
denn die Reihe, in welcher AC den BOscbel schneidet, muss nach Satz 28 mit 
R congment sein. — Wflrde man abc Ober M hinaus verlängern und anf den 
Verlängernngen dieselbe Constrnction durchfahren , welche eben erklärt worden 
ist, so bekäme man eine zweite mit R congruente Reibe als Schnitt des Bascbels 
8, wir können also behaupten, dass die Reihe R sich anf zwei verschiedene 
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Arten gegen S in perepectiviscbe Lage bringen lasst Wie leicbt einsnsehen, 
mQssen die in beiden Fallen sieb ergebenden Reiben zn einander parallel sein. 

Dass die Reibe R und der Bascbel 8 im allgemeinen nnr 
anfzwei verschiedene Arten in perspectivisebe Lage ge- 
bracht werden können, gebt ans folgenden Bet raebtnngen 
hervor. 

Nennen wir die Reihe R, wenn sie mit S in der erklärten Weise auf zwei 
verschiedene Arten in perspectivisebe Lage gebracht wurde, if, and Jf, und ist 
R, noch eine dritte mit R congmente Reihe, welche gegen N perspectiviscb liegt, 
so mOssen die Verbindungslinien von je zwei entsprechenden Punkten der Rei- 
hen R, und R, oder R^ und R, den StrablenbOscbel 8 bilden. Ware R, jene 
Reibe deren Punkte auf denselben Halbstrahlen liegen, wie die Punkte der 
Reibe R,, so lässt sich leicbt zeigen, dass die Verbindungslinien von je zwei ent- 
sprechenden Punkten dieser Reihen zufolge ihrer perspectivischen Lage und da 
sie congruent sein sollen, zn einander parallel worden , was der Voraussetzung, 
dass der Mittelpunkt von 8 in endlicher Entfernung gelegen sei, widerspräche. 
Nimmt man an R^ soll ein Schnitt derselben Ualbstrablen sein , welche H 
schneidet, so gelangt man zn einem analogen Resultate. Da nun weder die Halb- 
strablen in denen R, liegt, noch jene, welche R^ enthalten, durch ausserhalb R^ 
oder R, gelegene Gerade nach Reihen geschnitten werden können, welche mit 
R congruent sind, so gibt es Oberhaupt nnr zwei mit R congmente Schnitte des 
BOschels S. 

Ist 8 ein Parallel-StrablenbOschel, so kann R mit 8, wie leicbt einzusehen, 
nicht immer in perspectivisebe Lage gebracht werden. Nur wenn die geradlini- 
gen Schnitte von 8 Reiben bilden, welche der Reihe R ähnlich sind, ist dies 
möglich. Es gibt dann zwei verschiedene Richtungen, nach welchen 8 in Reihen 
geschnitten werden kann, die mit R congraent sind. Letztere Reihe lasst sich 
daher in diesem Falle anf nncndlich viele verschiedene Arten gegen 8 in per- 
spectivisebe Lage bringen. Dass die beiden erwähnten Richtungen mit den 
Strahlen des BOschels gleiche Winkel bilden, bedarf wohl keines Beweises. — 

Aehnlicbe StrablenbOscbel kann man solche projectivische Ba- 
scbel nennen, deren unendlich entfernt liegende Elemente einander entsprechen. 
Da in einem StrablenbOscbel, dessen Mittelpunkt in endlicher Entfernung gele- 
gen ist, kein unendlich ferner Strahl vorkommt, so können ähnliche Strablen- 
bOscbel nur ParallelbOschel sein. 

31. Schneidet man zwei ähnliche Parallel-Strablen- 
bOschel durch je eine beliebige Gerade, so sinddie dadurch 
entstehenden Punktreihen ähnlich. 

Dieser Satz findet seine BegrOndung darin, dass nachdem die unendlich 
fernen Strahlen der beiden BOschel sich entsprechen , auch die in ihnen gele- 
genen Schnittpunkte enUpreebende Punkte sein mOssen, wodurch eben die 
Aehnlichkeit der zwei Punktreihen bedingt ist. 
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Zwei StrablenbSschel, deren Mittelpunkte in endlicher Entfernung liegen, 
werden gleiche oder congrnentc BOscbel genannt, wenn je zwei einander 
entsprechende Winkel derselben gleich sind. Zwei Parallelstrahlenbaschel nennt 
man congment, wenn der Abstand von je zwei Strahlen des einen BOschels dem 
Abstande der entsprechenden Strahlen des andern Büschels gleich ist. Dass zwei 
congmente Büschel immer ancb projectivisch verwandt sein müssen, ist selbst- 
verst&ndlich. 

Liegen zwei congmente Strahlenbüschel, welche keine ParallelbOschel sind, 
perspectivisch, so lassen sich zwei Fälle nntersrheiden. Entweder sind je zwei 
entsprechende Strahlen zn einander parallel, oder sie schneiden sich in eigent- 
lichen Punkten. Im ersteren Falle liegt der Durchschnitt, beider Reihen io unend- 
licher Entfernung, im letzteren ist er eine Pnnktreihe, deren Träger anf dem 
gemeinsamen Strahle beider BOscbel senkrecht steht und von den Mittelpunkten 
gleiche Abstände besitzt (Fig. 11). Diese beiden Fälle sind wesentlich dadurch 
von einander verschieden, dass in 
jenem , wo der Schnitt sich in unend- 
licher Entfernung ergibt, die Strah- 
len des einen Büschels in demselben 
Sinne aufeinander folgen, wie die 
entsprechenden Strahlen des anderen, 
während in dem Falle, wo der Schnitt 
eine in endlicher Entfernung gelegene 
Reihe ist, diese Aufeinanderfolge im 
entgegengesetzten Sinne stattfindet. 

32. Kommen in zwei 
proj ecti vischen Strahlen- 
büBcheln drei Paare entspre- 
chender Strahlen aa,, bb^ uiidcc, vor, welche so gelegen sind, 
dass oi = o,6,, ac = «,c, und 6c = h,fi ist, so müssen die 
beiden Büschel congment sein. 

Denn sind S und S, die beiden Büschel und bringt man den Büschel S, in 
solche Lage, dass a^b^c.^ mit abc zusammenlallen, so haben S und >S, drei 
entsprechende Elemente, folglich nach Satz 10 alle ihre entsprechenden Elemente 
gemein. Nachdem es non möglich ist, die Büschel S und in solche Lage zu 
bringen, dass alle entsprechenden Strahlen derselben coincidiren, so müssen sie 
congment sein. 



e) Harmonisebe Punktreiben und StrahlenbBsehel. 

Eine ans vier Punkten bestehende Pnnktreihe, bei welcher das Doppel- 
verhältniss dieser vier Punkte gleich der negativen Einheit ist, wird eine harmo- 
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nische Puoktreihe genannt. Sind also il£CD die Punkte einer solchen 
Reihe, so besteht die Gleichnng 

(ABCD) = —l 

oder 

AC ad 

BC ' BD~ ^ ’ 

welches Doppelverbältniss aocb ein barmoniscbes genannt wird. *) 

Denkt man sieb A und B als Fixpnnkte, dnreb deren Abstände von C und 
D diese letzteren Punkte auf der Geraden AB bestimmt erscheinen, so ist 
leicht einzuseben, dass C und D weder zugleich innerhalb, noch zugleich ausser- 
halb der Strecke AB liegen können, denn in beiden Fällen wären die Verhält- 
nisse und gleich bezeichnet, und das Doppelverbältniss müsste daher 
B(J Bl) 

positiv sein. Daraus folgt, dass wenn C zwischen A und B gelegen ist, D sich 
ausserhalb dieser zwei Punkte befindet und wenn C ausserhalb liegt, D zwischen 
A und B gelegen sein muss. Fs worden demnach die Punkte A und B in jedem 
Falle durch C und D getrennt. Ans diesem Grunde und mit Kücksicht auf das 
harmonische Doppelverbältniss sagt man A nnd B seien durch C und D 
harmonisch getrennt. 

Die Punkte A nnd B, sowie C und D werden einander harmonisch 
zugeordnete oder harmonisch conjugirte Punkte genannt. 

Obige Gleichung lässt sich auch schreiben 

AC ■ CB = AD : BD , 

ans weicher Proportion zu ersehen ist, dass der Punkt C die Strecke AR in dem- 
selben Verhältnisse tbeilt, wie sie vom Punkte D getheilt wird. Wenn auch C 
oder D ausserhalb der Strecke AB liegt , so kann man doch von einer Thei- 
Inng dieser Strecke durch den ausserhalb befindlichen Punkt sprechen, wenn 
man Theile einer Strecke im allgemeinen die Abstände des tbeilenden 
Punktes von den Endpunkten der getbeilten Strecke nennt. Man sagt daher auch 
bezOgiieh einer ans den Punkten ACBD bestehenden harmonischen Reihe, bei 
welcher diese Punkte in derselben Ordnung anfeinanderfolgen, wie sie eben 
angeföbrt worden sind, dass die Strecke AB durch die Punkte C nnd Z> 
harmonisch getheilt ist Da sich ans obiger Proportion folgende ergibt: 
AC : AD = CB : BD, 

welche zeigt, dass die Strecke CD durch die Punkte A nnd B ebenfalls in glei- 
chem Verhältnisse getheilt wird, so kann man sagen; Die Strecke A.B 


•) Wordedas Doppelverbältniss 1 angenommen, so wäre BD' 

woraus folgen würde, dass die Punkte C und D zusammenfallen; man hätte also 
eigentlich nur drei Punkte, welche Anzahl im allgemeinen nur zur Bildung eines 
einfachen Verhältnisses hinreicht 
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wird durch die Punkte C, Dund die Strecke CD durch die 
Punkte A, B harmonisch getbeiit. 

Werden die Punkte ABCD einer harmouiscliun Reibe mit irgend einem 
ausserhalb des Trägers der letzteren befindliclien Punkte verbunden, so bilden 
diese vier Verliindnngslinien abcd einen harmnnisclien StrahlenbQ- 
si'hel, fUr welchen, da 

{AHCD) = (ttbal) 
ist, das Dopiielverhältniss besteht ; 

sin ac sin ad ^ 

sin bc ' sin bd 

Demzufolge ist jeder projicirende Rflscbel einer harmonischen Punktreihe 
ebenfalls harmonisch. 

Wie leicht einzuseben, sind die Strahlen ab durch die Strahlen cd getrennt 
and umgekehrt, nachdem auch, wie bereits gezeigt wurde, die Punkte AB durch 
CD sowie CD durch AB getrennt werden ; man sagt daher mit Rücksicht auf 
das harmonische Doppelverbältniss : die Strahlen a, b sind durch diu Strahlen 
c, d, sowie auch die Strahlen c, d durch a, 6 harmonisch getrennt. 

Die Strahlen a und 6, sowie c und d werden einander harmonisch 
zugeordnete oder harmonisch conjugirto Strahlen genannt. 

Zwei gleichartige oder ungleichartige der in Rede stehenden beiden Grund- 
gebilde sind immer projecti viscb verwandt, wenn sie harmo* 
nisuh sind, nachdem die Doppelverhältnisse der Elemente, aus welchen 
solche Gebilde bestehen, alle gleich der negativen Einheit, also auch unter sich 
gleich sein müssen. Es gelten somit für harmonische Punktreihen und Strahlen- 
bUschcl alle jene Sätze, welche für projectivische Grundgebilde im allgemeinen 
bisher anfgestellt wurden. *) 

Wir wollen nun untersuchen, welche Lagen der Punkt D erhalten kann, 
wenn man A und B als unveränderlich annimmt, während C sich vom Punkte A 
gegen B hin bewegt. Die Gleichung 

^ _ AD 

CB~~BD " 

gibt hierüber Aufschluss. 

Der Punkt D ist seiner Lage nach durch die Punkte ABC vollkotnmen 

AC 

bestimmt. Denn der Werth des Verhältnisses erscheint gegeben, sobald die 

GB 

Punkte ABC ihrer Lage nach fixirt sind, es ist somit auch der Werth des den 


*1 Hat der Werth eines Doppelverhältnisses irgend eine beliebige Grösse, so 
nennt man dieses Verhältniss im allgemeinen (nach Chasles) auch ein an har- 
monisches. Die Ausdrücke «Doppelverhältniss“ und ,anharmoniacbes Verhältniss“ 
sind demnach im allgemeinen gleichbedeutend. 
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Punkt D unzweideutig bestimmenden Veibkitnisses bekannt, nachdem letzte- 
re 

res dem Yerbältnisse gleich sein muss 
La 

Fällt C mit dem Punkte A zusammen, so wird AC, also auch AD gleich 
Null; der Punkt D coincidirt daher mit den Punkten ^4 und C. 

33. Befindet sich C iin Halbiruugs punkte der Strecke 
AB, so liegt der dem Punkte C haruiouisch zugeordnete 
Punkt D in unendlicher Entfernung und umgekehrt, wenn 
D unendlich ferne liegt, so hulbirt C die Strecke AB. Es ist 
nämlich dann v1C'=Cä also auch AD = BD, welch letztere Gleichung nur 
erfüllt werden kann, wenn D mit dem unendlich fernen Punkte zusammenfällt; 
denn fUr jeden in endlicher Entfernung gelegenen Punkt D wQrde AD grösser 
oder kleiner als BD. 

Der Punkt D rückt also von A auf der Ober letzteren Punkt hinauBreichen- 
den Verlängerung der Strecke AB gegen den unendlich fernen Punkt hin, wäh- 
rend sich C vom Punkte A gegen den Ualbirungspunkt von AB bewegt. 

Hat C den genannten Halbirungspunkt überschritten, so wird AC grösser 
als CB\ es muss also auch AD immer grösser als BD werden, d. h. der Punkt 
D befindet sich dann stets auf der Ober B binausreichenden Verlängerung der 
Strecke AB. 

Je näher C an H gelegen ist, desto kleiner wird auch der Abstand des 
Punktes D von B, bis endlich, wenn C mit B coincidirt , auch D mit B zs- 
sammenfällt. 

Bezeichnet man den Halbirungspunkt der Strecke Zf durch Af, so folgt 
aus der Gleichung a, da A < 7 = AJ/ MC, CB = MB — MC, AD=AM-\- 
A- MD und BD = MD — MB ist : 

AM +JUC _ .1 A/ + MD 
mb — M C ~ M n — MB' 

Durch Reduction dieser Gleichung und wenn man statt MB den gleichen 
Werth AM setzt, ergibt sich 

AM- = MC .MD ß. 

Es ist somit AM die mittlere geometrische Proportionale 
zwischen MC und M !>. 

Eine andere bcmerkciiswcrthe Beziehung zwischen den auf harmonischen 
Punktreihen sich ergebenden Strecken kann aus der Gleichung a naebge- 
wiesen werden, wenn man CB — AB — AC und BD—AD — AB setzt. 
Es ist dann 

AB— AC _ AD— AB 
ÄC ~ AD 

oder 
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woraas folgt : 


^ ÄC AD 


AB 



•V 


AS heisst dieser besondero Beziebaog wegen das harmonische Mittel der 
Strecken AC nnd AD. 

BezOglich harmonischer StrablenbOscbel lassen sich Gleichungen ableiten , 
welche den fdr harmonische Pnnktreihen anfgestcllten a, ß, y analog sind. 

Dass für jeden harmonischen Bascbel 
sin ac sin ad 

sin ch sin ' ' ' * 

ist, wenn durch abcd dessen Strahlen bezeichnet werden, folgt unmittelbar ans 
der Definition solcher BQschel. Die genannten Strahlen folgen in der Ordnung 
achd aufeinander. 

Ist »jener Strahl, welcher den Winkel ah balbirt, so hat man ac = am -|- 
-|-mc, ch = mb — »c, ad = nm -{■ md ^ bd= md~ mb. Werden diese Werthe 
in die Gleichung a, gesetzt, so ergibt sich nach einigen Rednctionen : 
tg. om* = tg. »c . tg. wd . . . . /?, 

Da ferner cb = — {ab — ac) und bd=-ad — ab ist, so erhftit man ans a: 
sin (oh — ac) sin {ad — ab) 
sin ac sin ad 


and durch Rednction dieser Gleichung: 

2 1,1 

tg oh tg ac tg 0 (i ' ‘ ‘ ' ' 

Mit Hilfe des Satzes 33 lässt sich der folgende leicht begrflnden ; 

34. Halbirt man in einem beliebigen Dreiecke ABS 
(Fig. 12a.) eine Seite AB im Punkte C, verbindet S mit Cund 
zieht ans S eine Paral- 
lele zur Seite A.B, so bil- 
den die vier im Punkte 
S sich schneidenden Ge- 
raden , welche durch 
dieseConstruction erhal- 
ten werden, einen harmo- 
nischenStrahlenbUscbel* 

Die Punkte ACB und der 
unendlich entfernte Punkt der 
Geraden AB bilden nämlich 
eine harmonische Punktreihe. 


(Fig. 12 a.) 
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Nachdem nun die vier in S sich scbneideoden Geraden ÄS, CS, BS nnd die 
zn AB gezogene Parallele durch die genannten vier Punkte gehen, so mOssen 
diese vier Geraden, welche wir beziehungsweise a, c, b, d nennen wollen, einen 
ebenfalls harmonischen StrablenbDschel bilden. 

Ist das Dreieck ein gleichscbenkcliges, bei welchem die Seiten .45 und BS 
gleich sind (Fig, 12 b.), so steht die Gerade CS auf der Grundlinie AB des 
Dreieckes senkrecht und halbirt den Winkel ASB. Die Strahlen c nnd d bilden 
somit in diesem Falle einen rechten Winkel und wie leicht einzusebeo, halbirt 
jeder derselben den Winkel jener Strahlen (a nnd 6), durch welche er vom 
andern getrennt ist. Wir scbliessen daraus, nachdem die Winkel an der Spitze 
des gleicbscbenkeligen Dreieckes jede beliebige Grösse haben kann ; 

3Ö. Die Hulbirungslinien zweier Nebenwinkel werden 
durch die Schenkel dieser Winkel harmonisch getrennt. 

Dass die Halbirungslinien auf einander senkrecht stehen, ist bekannt. 

Zieht man in Fignr 12 a. durch den Punkt A eine Parallele zn BS und 
durch B eine Parallele zu AS, nnd nennt man den Dnrehsebnittspunkt dieser 
beiden Parallelen S" , so ist die Figur ASBS’ ein Parallelogramm, dessen Diago- 
nalen AB and SS" sich im Punkte C halbiren. Der Strablenbllschel aebd steht 
nun in folgender Boziebnng zu diesem Parallelogramme. Zwei Strahlen a und b 
des Bflscbels werden durch die in S sich schneidenden Seiten gebildet, ein 
dritter Strahl c ist die von S ausgehende Diagonale und der vierte Strahl d ist 
parallel zur zweiten Diagonale AB. Da nun die Massverhältnisse des Parallelo- 
grammes ganz beliebige sind, insoferno als auch das Dreieck ASB willkOrlich 
gewählt werden konnte, so folgt, dass wenn man von einem Eckpunkte S eines 
beliebigen Parallelogrammes zu jener Disigonale, welche nicht durch S geht, 
eine Parallele zieht, diese Parallele, die in S sich schneidenden Seiten des 
Parallelogrammes und die durch N gehende Diagonale einen harmonischen Strah- 
lenbüscbel bilden. 

Aus den vorhergehenden Untersuchungen ergibt sich nun auch folgen- 
der Satz : 

36. Wird ein harmonischer Strahlenbtlscb el durch eine 
Gerade geschnitten, welche parallel zu einem der Strahlen 
dieses Büschels ist, so sind die in den drei Übrigen Strahlen 
befindlichen Schnittpunkte von einander gleich weit entfernt. 

Um zu drei gegebenen Punkten einen vierten zn finden, welcher mit den 
drei ersteren eine harmonische Pnnktreihe bildet, können verschiedene mehr 
oder weniger einfache Constrnctionen angewendet werden. 

Sind bloss drei Punkte ohne weitere Angabe gegeben, so entsprechen drei 
Punkte der gestellten Anforderung, denn der gesuchte Punkt kann einem jeden 
der drei Punkte harmonisch zugeordnet sein. 

Um jeder Unbestimmtheit vorzubeugen nehmen wir an, die Aufeinander- 
folge aller vier Punkte der zu coustruirenden Reihe sei stets ACBD. 
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Sind AGB (Fig. 13.) gegeben and wftre D conetrnctiv zn bestimmen, so 
kann man in folgender Weise verfahren. Man zieht darcb Ä eine beliebige 
Gerade g , wählt in derselben zwei Punkte 
C, and fi| , welche so liegen , dass 
AC^ =C,Ä, 

wird, verbindet 0 mit (7, , B mit und 
zieht ans dem Schnittpunkte M der Ver- 
bindungslinien CC^, eine parallele Ge- 
rade zu g. Der Durcbschnittspunkt dieser 
Parallelen mit AB ist dann der gesuchte 
Punkt D. — Die Geraden Üf.i4, MC, MB , MD bilden nämlich einen harmoni- 
schen StrahlenbQschel , denn dieser BQschel ist der Schein jener harmonischen 
Punktreihe, welche ans den Punkten .4C,D, und dem unendlich fernen Punkte 
von g besteht (Satz 33) ; daher schneidet die Gerade AB den genannten Büschel 
in einer harmonischen Reihe ACBD. 

Soll etwa B ermittelt werden , vorausgesetz, dass ACD gegeben sind, so 
zieht man durch D eine Parallele zn g, nimmt in g zwei Punkte Cj und B, an, 
welche so liegen, dass AC^ = C^B^ wird nnd verbindet den Schnittpunkt M der 
Geraden GCi und der ans D gezogenen Parallelen mit dem Punkte Der 
Durcbschnittspunkt von üfB, mit AD ist dann, wie leicht einzusehen, der ge- 
suchte Punkt B. 

Sind andere drei Punkte gegeben, so kann der vierte Punkt auf analoge 
Weise gefunden werden. Es dürfte daher nicht nothwendig erscheinen weiteres 
darüber zn bemerken. 

Eine andere, sehr einfache Lösung der Aufgabe, zu drei gegebenen Punk- 
ten etwa ABD einer harmonischen Reihe den vierten Punkt zu finden, ist 
folgende : 

Man beschreibt über die Punkte AB (Fig. 14.) einen Halbkreis, verbindet 
B und D mit einem beliebigen Punkte 8 der Peripherie dieses Halbkreises und 
eonstrnirt eine durch S gehende Ge- 
rade CS, welche mit BS den gleichen 
Winkel einschliesst, den DS mit BS 
bildet. Der Durcbschnittspankl von 
CS mit AD ist dann der gesuchte 
Punkt. 

Um dies nachzuweisen, haben 
wir nur zu zeigen , dass die vier in 
8 sich schneidenden Geraden A8, 

CS, BS nnd DS einen harmonischen Strahlenbüschel bilden. Nach Satz 35 muss 
letzteres der Fall sein, den BS balbirt den Winkel CSD nnd die auf BS senk- 
recht stehende Gerade ilS balbirt den Nebenwinkel von CSD. Da nun die Reihe 


(Fig. 14.) 



(Fig. 13) 
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ACBD ein Schnitt det hannoDischeD BOscbels ist, so mass sie selbst harmo- 
nisch sein. 

Wären die Punkte ACB gegeben, so kann man snr Bestimmnug des vier- 
ten Punktes 1) fast ganz dieselbe Conslmction anwenden. Man beschreibt näm- 
lich nieder Ober AB (Fig. 14) einen Halbkreis, verbindet B und C mit einem 
beliebigen Punkte S der Peripherie dieses Halbkreises und construirt eine Ge- 
rade DS, welche den gleichen Winkel mit BS einscbliesst, den die Geraden CS 
und BS bilden. Der Dnrcbschnittspnokt von DS mit der verlängerten AB ist 
dann der gesuchte Punkt, wie sieb mit Hilfe des Satzes ,35 leicht beweisen lässt. 

Sind etwa die Punkte ACD gegeben, so kann B durch dieselbe Constrno 
tion ermittelt werden, welche in dem Falle, wenn ABD gegeben waren, zum Ziele 
führte. Der Halbkreis ist dann selbstverständlich Ober BD zu beschreiben. — 

Wird in dem Falle wenn ACB gegeben sind, im Punkte Ceine Senkrechte 
auf AB errichtet und im Dnrebsebnittspunkte S^ dieser Senkrechten mit dem 
Halbkreise eine Tangente DSi an den letzteren gezogen, so schneidet DS, die 
Verlängerung von AB im gesuchten Punkte D. Es lässt sich nämlich zeigen, 
dass der Winkel, den die Tangente mit der Geraden DS, bildet, gleich jenem 
sein moss, welcher von DS und der Senkrechten CS eingeschlossen wird. Daraus 
folgt dann, dass ACBD eine harmonische Pnnktreihe ist. Der Beweis für die 
Gleichheit der genannten zwei Winkel kann in nachstehender Weise gegeben 
werden. Den Mittelpunkt des Halbkreises nennen wir M und denken uns den- 
selben mit S, verbunden. Die Winkel .4S, B und üfS, D sind einander gleich, 
weil sie beide rechte sind; zieht man von jedem derselben den Winkel 3fS, D 
ab, so bleibt AS^M= BS^D. Nachdem non AS^M= MAS^ =BS^C ist, so hat 
man BS,C= BS^D. 

Ans dieser Constmetion des Punktes D ergibt sich auch, dass wenn AB 
und D gegeben sind, der Punkt C erhalten werden kann, indem man aus D an 
den Ober AB beschriebenen Halbkreis eine Tangente zieht und vom Bertlhmngs- 
punkte der letzteren eine Senkrechte auf AD fällt. Der Fosspunkt dieser Senk- 
rechten ist dann der gesuchte Punkt C. 

Ein Vergleich der Formel ß mit Figur 14 zeigt, dass erstere auch mit 
Zuhilfenalimc dieser Figur hätte abgeleitet werden können. 

Der vierte Punkt einer harmonischen Reihe lässt sich auch auf folgende 
Weise durch alleinige Benützung des Lineales bestimmen. 

Sind ACB (Fig. 15) gegeben, so zieht man aus A zwei beliebige von AB 
verschiedene Gerade, schneidet dieselben durch eine aus C willkflrlich gezogene 
dritte Gerade und verbindet die erhaltenen Schnittpunkte D und G mit D. Der 
Schnittpunkt F der Linie BE mit A(i und jener II der Idnie BG mit AE 
werden endlich durch eine Gerade verbunden. Letztere Gerade schneidet 
dann AD in dem gesuchten Punkte D. Die Punktreihon ACBD und HJFD, 
wenn J den Schnittpunkt von EG und IlF bezeichnet , können nämlich als 
Schnitte des Strablcnbüschels betrachtet werden, dessen Mittelpunkt E ist. 
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daher hat man 

(ACBD)=~(HJFD). 

Dieselben Pnnktreihen kann man 
aber auch als Schnitte jenes Bflscbels 
anseben, der seinen MiUelpuiikt in 
G bat, folglich ist 

(HJFD)={BCAD). 
woraus sich mit Rücksicht auf die 
TOrhergehende Gleichung ergibt ; 

(ACBD) = (BCAD) 

AB AD BA BD 

CB ' CD~ CA CD' 

Setzt man BA — — Ali und 
redncirt letzteren Ausdruck, so wird 

AC ^ 

BC ■ BD~ ' 

somit ist die Reihe ACBD eine harmonische. 

Wie man den vierten Punkt nach der letzteren Methode bestimmt, wenn 
etwa A, B, D gegeben wären, bedarf wohl keiner weiteren Erklärung. Dieselbe 
Anordnung von Linien, welche benutzt wurden, nm D zu ermitteln, fuhrt in diesem 
Falle anch znm Ziele. 

Ans der zuletzt erklärten Constmction lässt aicb nun ein wichtiger Satz 
folgern. 

Die Fignr EFGH ist ein Viereck, welches wir ans ganz beliebig gewählt 
denken können, ln demselben sind die Diagonalen EG und FH gezogen und die 
Dnrchschnittspunkte A und B von je zwei gegenüberliegenden Seiten erscheinen 
durch eine Gerade verbanden. Die Durcbschnittspunkte C und D der genannten 
Diagonalen mit letzterer Verbindungslinie bilden mit A und B eine harmonische 
Pnnktreihe und der Schnittpunkt J der beiden Diagonalen ist so gelegen, dass 
die Reihen HJFD und EJGC harmonisch sind. Dass auch letztere Reibe eine 
harmonische sein muss, folgt daraus, weil sie ein Schnitt des harmonischen 
StrablenbUschels AH, AJ, AF, AD ist. 

Bevor wir den hierauf bezüglichen Satz aufstelleu, ist cs nothwendig einige 
Erklärungen vorauszuschicken. » 

Vier in derselben Ebene liegende Gerade, von denen keine drei durch den- 
selben Punkt geben , bilden der Auffassung der neueren Geometrie gemäss 
Seiten eines vollständigen Vierscits, wenn alle sechs Durchsebnitts- 
pnnkte dieser vier Seiten als Ecken des Vierseits betrachtet werden. Drei Paare 
von Ecken heissen gegen ii be rl i e gendo Ec ken, nämlich je zwei, welche 
nicht in ein und derselben Seite liegen, und jede Verbindungslinie zweier gegen- 
überliegender Ecken heisst eine Diagonale. Ein vollständiges Vierseit hat 
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also drei Diagonalen. — In Fig. 15 sind EG, HF, nnd AB die drei Paare 
gegenaherliegender Ecken des vollstftndigen Vierseits, dessen Ecken die Pnnkte 
EFGHAB bilden, und EG, HF, AB sind die drei Diagonalen. — Jedes vollst&D- 
digc Vierseit umfasst drei einfache Vterseite. Ein einfaches Vierseit hat 
nämlich nur vier Eckpunkte nnd ist gleicbbedentend mit einem einfache n 
Vierecke. Das vollständige Vierseit der Fig. 15 enthält z. B. die einfachen 
Vierecke i’F’G//, AEBG, und AHBf\ 

Vier in derselben Ebene liegende Pnnkte, von denen keine drei derselben 
Geraden nngchöreii, bilden die Ecken eines vollständigen Viereckes, 
nenn alle sechs Verbindungslinien dieser vier Punkte als Sei ten des Viereckes 
betrachtet werden. Drei Paare von Seiten heissen gegenttburlicgende Seiten, 
nämlich je zwei, welche nicht durch ein und denselben Eckpunkt gehen, and 
jeder Durchschnittspunkt zweier gegenüberliegender Seiten heisst ein Diago nal- 
punkl. Ein vollständiges Viereck hat also drei Diaganalpiinkte. — In Fig. 15 
sind yl, B nnd J die drei Diagonalpnnkte des vollständigen Viere<'kes EFGH. — 
Jedes vollständige Viereck umfasst drei einfache Vierecke ; so z. B. enthält das 
vollsl.ändigc Viereck EFGH der Fig. 15 die ein achen Vierecke EFGH, AEBG 
nnd AHBF. 

Mit Rücksicht auf diese Erklärungen können wir nun behaupten ; 

37. Jede Diagonale eines vollständigen Vierseits wird durch 
die beiden anderen Diagonalen harmonisch getheilt. 

Die Diagonale AB wird nämlich durch die Punkte C und D, die Diagonale 
FH durch J und D und endlich die Diagonale £G durch C und J harmonisch 
getheilt. 

Um zu drei gegebenen Strahlen ad> eines harmonischen Büschels den 
vierten zu finden, könnte man irgend eine Gerade ziehen, welche acb in den 
Punkten ACB schneidet ; zu diesen Punkten wäre dann der Punkt D zu bestimmen, 
welcher mit .4 CR eine harmonische Punktreihe bildet, und endlich hätte man D mit 
dem Mittelpunkte des zu construirenden Büschels zu verbinden. Letztere Verbin- 
dungslinie wäre offenbar der gesuchte Strahl. Indess kann d auf einfachere Weise 
mit Hilfd eines Parallelogrammes wie folgt ermittelt werden. 

Man wählt im Strahle c, welcher dem zu suchenden Strahle harmonisch 
zugeordnet ist, einen beliebigen Punkt Sf (Fig. 12. a), zieht aus H eine Paral- 
lele zu a und eine Parallele zu b, welche beziehungsweise b und a in den Punkten 
B und A schneiden und zieht endlich aas dem Mittelpunkte S des Büschels eine 
Parallele d zur Verbindungslinie der Pnnkte A nnd B. 

Der Beweis für diese Cunstrnction folgt aus dem Umstande, dass die 
Gerade AB vom Strahle c im Punkte C halbirl wird. Die Punkte ACB und der 
unendlich ferne Punkt in AB bilden aus diesem Grunde eine harmonische Reihe, 
gegen welche der gewünschte SirahlcnbUschel pcrspectivisch liegt. 

Wären die Strahlen abd gegeben, so müsste in d, also wieder in jenem 
Strahle angenommen werden, der dem zu bestimmenden harmonisch zngeordnet 
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ist. — Die weitere Constroction fttr diesen Fall ist decjenigen des vorherge- 
henden Falles vollkommen analog. 

d) Conjeetlvisehe Pnnktrelhaa und eoaeentrisehe StrahlenbUsehel. 

Liegen zwei projectivische Punktreibeo anf ein and derselben Geraden, so 
nennt inan sie couj eclivisch liegende oder kurz co iij e ctivische Punkt- 
reiben. Die conjectivischc Lage ist demnach ein specieller Fall der schiefen. 
Solche Reiben können z. B. dadurch erhalten werden, dass man zwei projerti- 
vische Strablenbüscbel, welche sich in derselben Ebene befinden, durch ein uud 
dieselbe beliebige Gerade schneidet. Denn die zwei sich als Schnitte ergebenden 
Pnoktreihen sind, der projectivischen Verwandtschaft der Büschel wegen, selbst 
projecliviscb und da sie sich auf derselben Geraden befinden, so liegen sie 
conjectivisch. 

Sind B und J2, zwei beliebige projectivische Punkt reihen und bewegt sich 
ein Punkt A stetig so fort, dass er allmälig mit allen Punkten von B zusammeu- 
fallt, so kann man sich vorstellen, dass Jene Punkte in B^, welche dein Punkte 
A bei seinen verschiedenen Lagen entsprechen, einzelne Lagen eiues sich eben- 
falls stetig fortbewegeuden Punktes A^ bilden. Wir haben dies bereits ans dem 
Satze 17 gefolgert. Um sich noch in anderer Weise zu hberzeugen, dass die 
Bewegung von .4, auch eine stetige ist, braucht man nur daran zu denken, dass 
B nnd B^ sich immer in perspectivische Lage bringen lassen and dass fOr diese 
Lage beide Reihen Schnitte desselben StrablenbOschels sind. Wird ein Strahl a 
dieses Boschels um den Mittelpunkt des letzteren gedreht, so schneidet er in 
Jeder seiner Lagen die Trftger von B and i?, in einem Paare entsprechender 
Punkte. Die in B gelegenen Sebnittpaukte können als einzelne Lagen des Punktes 
A, die in B^ befindlichen als einzelne Lagen des Punktes ^4, angesehen werden. 
Ist die Bewegung des Strahles a eine stetige, so ist auch die Bewegung des 
Punktes A, und, wie nun leicht eintusehen, jene von A^ ebenfalls stetig. — 

Liegen B und ü, coqjectivisch, so gilt offenbar dasselbe. 

Ffir coujectivisebe Leihen kann man bezOglicb der Bewegung der beiden 
sich entsprechenden Punkte A nnd A, zwei Falle unterscheiden. Entweder 
bewegen sich beide Punkte in demselben Sinne (etwa von rechts nach links) oder 
sie bewegen sich in entgegengesetztem Sinne (der eine nach rechts, der andere 
nach links). 

Im ersteren Falle werden die beiden Reihen einstimmig verlaufende 
im zweiten entgegengesetzt verlaufende conjectivische Reihen genannt. *) 

Wenn ein Punkt der Geraden, auf welcher sich zwei conjectivische Reihen 
befinden, zwei einander entsprechende Punkte in sich vereinigt, so heisst er ein 


*)Steiner und A. gebrauchen die Ausdrficke «gleichliegend“ und 
«ungleich liegend.“ 
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Doppelpunkt oder Haupt ponkt oder aueh Ordnungepunkt. Solche Punkte 
liegen demnach so, dass die zwei conjectivischeu Beihen dieselben entsprechend 
gemein haben. Stellt man sich die Punkte beider Reihen als einzelne Positionen 
sich bewegender entsprechender Punkte A und A, vor, so kann man auch sagen : 
Doppelpunkte sind jene, in welchem A’und Zusammentreffen. Ob es Überhaupt 
solche Punkte gibt, wie viele unter gewissen Voraussetzungen in zwei conjecti- 
vischen Reihen enthalten sind und wie dieselben bestimmt werden können, wollen 
wir nnn untersuchen. 

Dass im allgemeinen nicht mehr als zwei Doppelpunkte vorhanden sein 
können, es mögen die coiyectiviscben Reihen einstimmig oder entgegengesetzt 
verlaufen, ist klar. Denn worden solche Reihen drei Paare von Punkten ent- 
sprechend gemein haben, was dann der Fall wäre, wenn in ihnen drei Doppel- 
punkte vorkftmen, so mOssten sie alle ihre Punkte entsprechend gemein haben 
(Satz 10). Man hätte also unter der gemachten Voraussetzung nicht nur drei, 
sondern nnendlicb viele Doppelpunkte ; die beiden Reihen wären congrnent und 
alle einander entsprechenden Funkle derselben worden coiucidireii. 

Wir wollen nnn zuerst entgegengesetzt verlaufende conjectivische Reihen 
bezflglich des Vorhandenseins von Doppelpunkten in Betracht ziehen. 

Zwei conjectivische Reibun R und il, werden im allgemeinen durch fol- 
gendes Schema repräsentirt : 

U & O' U' 

In demselben bedeuten ü und U' den unendlich entfernten Punkt des 
Trägers beider Reihen und O, O' die beziehungsweise in B und Ä, gelegenen 
Gegenpunkte. Stellen wir uns nnn vor, ein Punkt A bewege sich auf der Reihe R 
stetig fort, während der ihm entsprechende A^, in entgegengesetztem Sinne sich 
bewegend auf der Reihe R^ fortschreitet. Nimmt man an, der Punkt A befinde 
sich in 6, so fällt, der Definition des Gegonpiinktcs zufolge, A^ mit U oder tT, 
zusammen. Bewegt sich nun A von O aus gegen U hin, so kommt der Punkt A^ 
demselben von U ans entgegen. Die beiden Punkte mOssen sich also irgendwo 
zwischen U und <1. etwa im Punkt I) begegnen. Es liegt demnach jedenfalls 
auf der Strecke GU ein Doppelpunkt i). — Durch folgendes Schema mögen 
diese und die noch zu erklärenden Beziehungen veranschaulicht werden ; 

A^ D A 

u o G' ir 

A, D' A. 

Ist A in 17, oder was dasselbe ist, in 17' angelaugt, so befindet sich j 4, im 
Gegenpnnkte O', da G' dem Punkte U' entspricht. Bei fortgesetzter Bewegung 
der beiden Punkte in entgegengesetztem Sinne mflssen sich nnn dieselben noch- 
mals, und zwar zwischen G' und U’ begegnen. Es zeigt sich also, dass auch auf 
der Strecke G'U' ein Doppelpunkt D' vorhanden sein muss. 

Würde man sich A in anderem Sinne bewegt denken, so käme man zu 
demselben Resultate. Schreitet nämlich A gegen TT hin-fort, so bewegt sich j4, 
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voD U' aus den Punkte A eulgegeu und muss deusetbeo irgendwo zwischen G' 
und If treffen. 

Innerhalb der endlwhen Strecke GG' kann dieses Zusammentreffen nicht 
stattfindea, denn sobald in G' angelangt ist, befindet sich A schon im unend- 
lich fernen Punkte U' und schreitet während Af gegen G hin rttckt, von U 
gegen G hin fort. Ist A in Gl angelangt, so hat A, bereits den Punkt U erreicht ; 
es ist also nicht mOglitdi, dass A nnd A, anf der endlichen Strecke GG ’ sich 
begegnen. 

Wir schliessen ans dieser Betrachtung, dass in zwei entgegengesetzt ver- 
laofenden coqjectivischen Pnnktreihen stets zwei ausserhalb der endlichen 
Strecke GG' befindliche Doppelpnnkte vorhanden sein mOssen. 

Da bekanntlich das Prodnct der Abstände zweier , sich entsprechender 
Punkte von den Gegenpnnkten der Reihe, in welcher sie liegen für alle einander 
entsprechenden Punkte constant ist (Satz 17), so bat man: 

DG . DG' =D’G . D'G’. 

Ans dieser Gleichung kann man schliessen, dass D' von G' eben so weit 
entfernt ist, als D von G. Denn wäre D'G' grosser als DG, so mOsste, weil D' 
ansserbalb der Strecke GG' liegt, auch D'G grösser als DG' sein, was der 
obigen Gleichung widerspricht. Eben so wenig könnte angenommen werden, 
D'G' sei kleiner als DG. Wir können also folgenden Satz anfstellen; 

38. In zwei entgegengesetzt verlaufenden, conjectivischen 
Pnnktreihen gibt es immer zwei Doppelpunkte. Dieselben liegen 
ausserhalb der von den Gegenpnnkten begrenzten endlichen 
Strecke nnd sind vom Ualbirun gsp unkte dieser Strecke gleich 
weit entfernt. 

Der specielle Fall, in welchem die beiden Gegenpunkte coincidiren, wird 
weiter unten besonders behandelt werden. 

Wir geben non znr Betrachtung der einstimmig verlanfenden Reiben Ober. 

Znr UnterstOtznng der Vorstellnng diene folgendes Schema : 

A, AD 

U G O G' U' 

D' A, A. 

Fällt A mit dem Punkte G zusammen, so befindet sich A, in unendlicher 

Entfernung — wir wollen voranssetzen in U. Bewegen sich nnn sowohl A als A, 

gegen {/' bin , so können sie nnr zwischen G nnd G', etwa im Punkte D Zusam- 
mentreffen. Denn sobald A, mit G' coincidirt, liegt A schon in unendlicher Ent- 
fernung und während A, Uber G' hinaus weiter fortschreitet, bewegt sich A von 
U ausgehend gegen G hin. — Nimmt man an, der Punkt A bewege sich von G 
aus gegen U hin, für welche Annahme A, von U' ausgehend gedacht werden 
muss, so können A nnd A, ebenfalls nur zwischen G und G ' Zusammentreffen ; 
denn sobald A^ in G ' augelangt ist, fällt A bereits mit dem Punkte U zusammen 
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nnd erst nacbdem A, den Pnnkt G' aberechritteo hat, rQckt A von U' ansge- 
bend gegen O fort, während welcher Periode der Bewegung beider Punkte ein 
Znsammentreffen möglich ist, doch nnr so lange, al» A den Pnnkt Q noch nicht 
erreicht hat. Ist letzteres eingetreten, so - befindet eich .4, schon in XT' and wir 
haben dann wieder jene Stellung beider Punkte, von welcher wir ausgegangen 
sind. Aus diesen Betrachtungen folgt also, dass wenn in zwei einstimmig verlau- 
fenden, conjectivischeu Reihen Doppeipnnkte Vorkommen, dieselben nnr inner- 
halb der von den Gegenpunkten begrenzten endlichen Strecke liegen können. 

Wird der Halbimngspnnkt der endlichen Strecke GG' durch 0 bezeichnet 
nnd ist ein Doppelpunkt D auf der endlichen Strecke OG vorhanden, so muss 
auch auf der endlichen Strecke OG’ ein Doppelpunkt D' liegen, welcher von 0 
ebenso weit entfernt ist als der Pnnkt D. Denn für einen Pnnkt D', der die 
bezeichnete Lage hat, besteht die Gleichung 

DG . DG'^D’G . D'G’. 

woraus folgt, dass D’ ebenfalls eiu Doppelpunkt sein mnss. Wäre nämlich D' 
kein Doppelpunkt, würde also demselben irgend ein von D' verstiiiedener Punkt 
D^' entsprechen, so hätte man nach Satz 17 

DG. DG' ^ D'G . D,'G' 

welche Gleichung in Verbindung mit der vorhergehenden zeigt, dass 

D'G'=D,’G’ 

ist, was mit Rücksicht auf das gleiche Vorzeichen dieser zwei Strecken nur dann 
möglich sein kann, wenn D' mit D^' znsammenfällt. 

In dem speciellen Falle, wenn der eine Doppelpunkt mit 0 coincidirt, mnss 
auch der andere in 0 liegen, es gibt also dann nnr einen Doppelpunkt, oder es 
coincidiren vielmehr die beiden Doppeipnnkte in diesem Falle mit 0. 

Dass bei einstimmig verlaufenden, conjectivischen Pnnktreihen nicht immer 
Doppeipnnkte vorhanden sein müssen, geht aus folgenden Betrachtungen hervor : 

Denken wir uns wieder, der Pnnkt A bewege sich von G ans gegen XTbin, 
während A^ von V gegen G' fortrflekt. Ein Zusammentreffen von A mit A, 
kann, wie bereits erklärt wurde, unter diesen Voranssetznngen nnr innerhalb der 
endlichen Strecke GG' erfolgen; hat jedoch .4 bereits den Punkt G ' überschrit- 
ten, bevor noch 4, in G angelangt ist, so können die beiden Punkte an keiner 
Stelle Zusammentreffen und es gibt dann auch keine Doppelpunkte. Zu demselben 
Resnltate würde man gelangen, wenn A (also auch A^) im entgegengesetzten 
Sinne sieb bewegend gedacht wird und wenn man anuimmt, dass 4, den 
Punkt G bereits überschritten habe, sobald 4 mit G' zusammenfUlt. Es lässt 
sich somit behaupten : 

39. In zwei einstimmig verlaufenden conjectivischen Punkt- 
reiben gibt es entweder zwei Doppelpunkte, welche stets auf der 
von den Gegenpnnkten begrenzten endlichen Strecke in gleichem 
Abstande vom Halbirungspnnkte dieser Strecke gelegen sind. 
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oder es ist nur ein Doppelponkt vorhanden, welcher dann i mmer 
mit dem genannten Ilalbirnngspnnkte znsammenfällt, oder es 
kommen gar keine (reellen) Doppelpunkte vor. 

Der Fall, in welchem die beiden conjectivischen Pnnktreihen ähnlich oder 
congrnent sind, verdient besonders betrachtet zu werden. Aehnlicbe Reihen 
kann man sich immer dadurch entstanden denken, dass man ein und denselben 
Strahlenbaschel durch zwei parallele Gerade schneidet. Liegen je zwei einander 
entsprechende Punkte der so entstandenen Reihen in demselben Halbstrahle, so 
verlaufen die beiden Reihen offenbar einstimmig, liegen aber je zwei entspre- 
chende Punkte anf verschiedenen Ilalbstrahlen, also auf verschiedenen Seiten 
vom Mittelpunkte des Bflschels ans betrachtet, so verlaufen die Reihen in ent- 
gegengesetzter Richtung. — Man kann hier eine gleiche nnd entgegengesetzte 
Richtung des Verlaufens nntersebeiden, wenn auch die beiden Reihen nicht con- 
jectivisch liegen, da ihre Träger parallel sind. — Denkt man sich nun eine der 
Reihen nach irgend einer Richtung parallel zu sich selbst verschoben, bis ihr 
Träger mit jenem der andern znsammenfällt, so ergeben sich schliesslich zwei 
conjectivisebe, ähnliche Pnnktreiben. Nehmen wir an, die Richtung, in welcher 
diese Verschiebung erfolgt, sei parallel znm Strahle d, so mässen die in d gele- 
genen, einander entsprechenden Punkte DD^ nach vollendeter Verschiebung Zu- 
sammenfällen und einen Doppelpunkt bilden. Der Strahl d kann nicht parallel 
zu den Trägern der beiden Reihen sein, sonst wäre es nicht möglich, die letzteren 
durch Verschiebung in conjectivisebe Lage zu bringen, es schneidet also d die 
beiden Reihen in zwei eigentlichen Punkten, woraus folgt, dass der Doppelpunkt, 
welcher durch die Vereinigung dieser Schnittpunkte entsteht, ebenfalls ein eigent- 
licher Punkt sein muss. Wie man also auch die eine Reibe verschieben mag, nro 
sie mit der andern in conjectivisebe Lage zu bringen, stets ergibt sieb ein eigent- 
licher Doppelpunkt, da der Strahl d jede beliebige Richtung haben kann, mit 
Ausnahme deijenigen, welche die Träger der beiden Reiben haben. 

Der unendlich ferne Punkt muss auch ein Doppelpunkt sein. Es fallen näm- 
lich, wie bereits bekannt, bei ähnlichen Pnnktreiben die Gegenpnnkte in nnend- 
liehe Entfernung ; ist also U der unendlich ferne Punkt der einen Reihe R nnd 
6f’ der in J3, gelegene Gegenpnnkt, so fällt G' ebenfalls in nnendliche Entfer- 
nung nnd coincidirt daher mit U. 

Diese Betrachtungen über die Doppelpunkte von ähnlichen copjectivischen 
Reihen gelten sowohl für einstimmig, als auch für entgegengesetzt verlaufende. 
Wir können daher folgenden Satz anfstellen : 

40. Z wei ähnliche conjectivische Pnnktreihen, ob sie non 
einstimmig oder entgegengesetzt verlaufen, haben stets zwei 
Doppelpunkte, wovon einer der unendlich entfernte Punkt ist. 

Befinden sich zwei congmente Reihen in eopjectivischer Lage und verlaufen 
sie entgegengesetzt, so kann man sich immer verstellen, dieselben seien entstan- 
den, indem ein Strahlenbüschel durch zwei von seinem Mittelpunkte gleich weit 

StaadiKl: Lehrbacb der neaereo Oeometrie. 4 
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eotfernte Gerade gescbnitten and eine so erhaltene Reihe durch paralleles Ver- 
schieben mit der andern in conjectivische Lage gebracht wurde. Nachdem die 
Verschiebung nach allen Richtungen, nur nicht parallel zur Richtung der Träger 
vorgenommen werden kann, wenn schliesslich ein Zusammenfällen der Träger 
beider Reiben erfolgen soll, so muss cs in den conjectivisch gelegenen Reihen 
immer einen in endlicher Eutfernnng gelegenen Doppelpunkt geben. Derselbe 
kommt durch die Coincidenz zweier entsprechender Punkte zn Stande, welche 
sich in jenem Strahle befinden, der zur Richtung der Verschiebung parallel ist. 

Sind zwei congrnente, conjectivische Pucktreihen einstimmig verlaufend, so 
kann man sieb dieselben immer dadurch entstanden denken, dass ein Parallel- 
StrablenbUscliel durch zwei parallele Gerade geschnitten und die eine der beiden 
so erhaltenen Reiben parallel zu sieb selbst verschoben wurde, bis sie mit der 
andern zusammeobel. Diese Verschiebung kann nun entweder in der Riebtong 
der Strahlen des ParallelbOscbels erfolgen, dann fallen alle entsprechenden 
Punkte der conjectivischen Reihen zusammen, oder die Richtung der Verschie- 
bung weicht von jener der Strahlen ab, io welchem Falle selbsverständlicb kein 
Paar sieb entsprechender eigentlicher Punkte der conjectivischen Reihen coinci- 
diren können. Nachdem die unendlich fernen Punkte ans demselben Grunde, 
welcher ffir die entgegengesetzt verlaufenden congrnenten Reiben angeführt 
wurde, immer zusammenfnllen müssen, so folgt, dass die io Rede stehenden 
Reiben nur einen in unendlicher Entfernung gelegenen Doppelpunkt haben, wenn 
nicht alle ihre entsprechenden Elemente coiocidiren. Aus diesen Uotersucfaungeu 
schiiessen wir: 

41, Sind zwei congrnente CO njectivische Punktreihen ent- 
gegengesetzt verlaufend, so haben sie immer zwei Doppel- 
punkte, wovon einer in unendlicher Entfernung liegt; sind sie 
aBer einstimmig verlaufend, so ist entweder nur ein in unend- 
licher Entfernung gelegener Doppelpunkt vorhanden, oder die 
beiden Reiben haben alle ihre Punkte entsprechend gemein. 

Wie aus dem Satze 17 folgt, nähert sich ein Punkt A dem Gegenpaukte G 
der Reihe R, welcher er angehört, wenn der ihm entsprechende A^ einer zweiten 
mit R projectivisch verwandten Reibe sich von dem in ü, gelegenen Gegen- 
punkte entfernt. — Das Schema der beiden Reiben 

1. V M G N ü' 

U Jlf, G’ JV, U' 

diene den folgenden Erklärungen zur Unterstützung. — Nehmen wir an, der 
Punkt A bewege sich vom unendlich entfernten Punkte U gegen G hin, so kann 
A, von G’ ausgehend nach der einen oder anderen Seite fortsebreiten. Bewegt 
sich A, gegen G hin, so muss cs offenbar einen Moment geben, in welchem die 
Entfernung des Punktes A von G ebenso gross ist, als die Entfernnng der Punkte 
A, und G'. Bedndet sich A in diesem Momente in M und A, ia M,, so wird 
demnach 
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Bei fortgesetzter Bewegung von A Uber fr hinaus gegen ZT hin nähert sich 
j 4, von U' ausgehend dem Gegenpunkte f/'; es muss daher nochmals ein Moment 
eintreten, in welchem die Entfernungen der Punktet und von den betreffenden 
Gegenpunkten gleich gross werden. Man hat also 

NG = N/y, 

wenn N und jene Pnukte sind, mit welchen A und A^ in diesem Momente 
beziehnngsweise coincidiren. 

Wäre angenommen worden, dass^d, sich gegen f/'hin bewege, wenn A von 
U uus gegen G fortrUckt, so wurde man gefnnden haben, dass cs ebenfalls zwei 
Paare gleicbweit von den Gegenpunkten entfernter, sich entsprechender Punkte 
geben mUsse. Ein Unterschied bezüglich der Lage dieser Punkte zeigt sich nur 
darin, dass M, und iV, bezüglich des Punktes G' eine andere Lage haben als im 
früheren Falle, wie das folgende Schema zeigt : 

2 U M G N U' 

U iV, G’ Jlf, U' 

Zwei solche Punktpaare 30/, und NN, sind in zwei projectivischen Reihen 
stets vorhanden, aber auch nicht mehr. Denn wie ans den vorhergehenden 
Betrachtungen folgt, befindet sich auf der Strecke Gü nur ein Punkt M, fOr 
welchen MG = 3/, G' sein kann and auf der Strecke GU' ebenfalls nur ein 
Punkt N, der so gelegen ist, dass NG — N^ G' wird. 

Die endlichen Strecken MN und 3/, 3f, werden immer bezie* 
hungswcisc von den Gegenpunkten G und G' balbirt. 

Denn nach Satz 17 ist 

MG . M^G’=NG . N^G'. 

Da nun MG — M, G' und NG = N, G' sein soll, so ist MG = NG und 
M^ G' = N^ G’ , wodurch obige Behauptung gerechtfertigt erscheint. Es ist 
somit auch MN = 3f, 37, . 

Wir wollen nun uiinehmen, dnreh das Schema 1 seien zwei entgegengesetzt 
vcrlanfendc, durch das Schema 2 ein Paar einstimmig verlanfende conjectivische 
Reihen repräsentirt. Diese Annahme ist offenbar gestattet ; man branebt sich ja 
nur vorznstellcn, die zwei Reiben wären ursprünglich parallel gewesen nnd seien 
parallel zn sich selbst bis in die conjectivische Lage verschoben worden. Es 
stimmt dann auch die Lage der Punkte MM^ und NN^ mit der Annahme Aber- 
ein, dass die Reihen in 1 entgegengesetzt nnd in 2 einstimmig verlanfen, nach- 
dem wir ja, nm die Lage dieser Punkte angeben zu können fOr das Schema 1 
voraasgesetzt haben, dass diu Punkte AA, sich in entgegengesetztem Sinne, fOr 
das Schema 2, dass sie sich in demselben Sinne bewegen wurden. 

Aus dem Schema 1 ist nnn ersichtlich, dass in entgegengesetzt verlaofenden 
conjectivischen Reihen die Punkte M nnd 3f, auf derselben Seite der Gegen- 
punkte, also beide entweder rechts oder links von G und Q' liegen. Dasselbe gilt 

4* 
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auch bezüglich der Pnokte ^ nnd . Bei einstimmig verlaafenden conjectivi- 
sehen Reihen ist, wie das Schema 2 zeigt, das umgekehrte der Fall ; hier behn- 
den sich die Punkte M und 3/,, sowie die Punkte N und N^ zu verscJiiedenen 
Seiten der Gegenpunkte. P'llr entgegengesetzt verlaufende Reihen sind demnach 
die Absiunde MO und ilf, O' , sowie NO nud N^ O' immer gle ich bezeich- 
net, während bei einstimmig verlaafenden diese Abstände verschieden 
bezeichnet werden niQssen. 

Ist D ein Doppelpunkt zweier conjectivischer Reihen, so muss 
DG . DG'^MG . M^G’ 

seiu. Verlaufen die beiden Reiben entgegengesetzt, so ist MG — G' daher 

DG . DG'^MG*. 

FOr einstimmig verlaufende Reihen aber muss, obigen Erklärungen zu- 
folge MG — — M^G' gesetzt werden und dann bat man 
DG DG'= — MG*. 


Für conjectivische Reihen im allgemeinen besteht somit die Gleichung 

DG . DG'^zkMG* a 

Setzt man 

DG' = GG’ -\- DG , 


welche Gleichung sowohl für entgegenge.setzt, alsahch für einstimmig verlaufende 
Reiben gilt, weun mau berücksichtigt, dass DG= — GDist, so ergibt sich: 


oder 


—GG'±:^GG'*-i-_{2MGf 






— ÖG' dt V ßü'* dz A/iV* 
2 


ß 


nachdem 2AfG immer gleich MN sein muss. 

Aus der Gleichung ß, in welcher das obere Zeichen von MN^ für ent- 
gegengesetzt, das untere für einstimmig verlaufende Reihen gilt, kann ersehen 
werden, dass es in entgegengesetzt verlaufenden Reihen immer zwei reelle 
Doppelpunkte gibt, während iu einstimmig verlaafenden nur dann reelle Doppel- 
punkte vorhanden sein können, wenn GG' grösser als MN ist. Es lässt sich nun 
folgender Satz aufstellen : 

42. In zwei einstimmig verlaufenden conj ectivischen 
Punktreiben sind entweder zwei reelle gesonderte, oder 
zwei reelle coincidiren de oder zwei imaginäre Doppel- 
punkte vorhanden, je nachdem der Abstand der Gegenpunkte 
grösser, gleich oder kleiner als MN ist 

Wie leicht einzusehen vereinigen sich im zweiten Falle ein Paar gleich weit 
von den Gegenpunkten abstehender Punkte mit dem Doppelpunkte. 

Nachdem die endlichen Strecken MN und M^N, gleich gross sind und 
beziehungsweise durch G und G' halbirt werden, so muss offenbar wenn 
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G(t~> MN ist, jede der beiden Strecken MN and 3f, N, ganz ausserhalb der 
anderen hegen. Ist jedoch GO' <iMN, so Qbcrgreifen sich diese zwei Strecken. 

lierücksichtigt man auch imaginäre Punkte, so kann mau dem vorher- 
gehenden und dem Satze SB zufolge behaupten , dass in zwei conjectivi- 
Bchen Reihen stets zwei Doppelpunkte vnrbnndon sind. 

Die constructive Bestimmung der Doppelpunkte, selbstverständlich nur 
der reellen, von zwei einstimmig verlaufenden coiijectivischen Reiben Jt und 
kann in folgender Weise geschehen. 

Sind ABC Punkte der Reihe R und A, B, C, die entsprechenden der Reihe 
Ä, , so bestimmt man zuerst die Oegenpuiikte GG' , indem man R und R^ in 
perspectivische Dage bringt und die zu R und R^ parallelen Strahlen des fOr die 
beiden Reihen projicirenden Büschels zieht. Die Dundiscbuitte dieser parallelen 
Strahlen mit den zwei Reihen sind dann die (iegenpunkte. Nachdem A^G' = 

= DG . DG'=A-MG* ist, so hat man nur die Länge MG der Seite eines 
Quadrates zu construiren, welches denselben Flächeninhalt hat, wie das Recht- 
eck, dessen Seiten AG und .d,tr' sind, um den Punkt M , also auch die Punkte 
M^, N und N^ angeben zu können. Beschreibt man ferner Uber die Gegen- 
punkte einen Halbkreis, zieht im Abstande ilfG von der Geraden GG' eine paral- 
lele p zu GG', welche, wie wir voraussetzen wollen, dun Halbkreis in Q schneidet, 
und mit aus Q eine Senkrechte auf GG', so hat der Fusspunkt D dieser Senk- 
rechten eine solche Lage, dass 

DG . DG' = D(J'‘ = MG* 
ist, woraus folgt, dass D ein Doppelpunkt sein muss. 

Auch diese Constructioii zeigt, dass keine reellen Doppelpunkte vorhanden 
sind, sobald '2MG grösser als GG' ist, denn für diesen Fall wurde die Parallele 
jj den Halbkreis nicht schneiden, yf&m 2MG — GG', so müsste p den Halb- 
kreis berühren uud daun würde sich D ini Ualhirungspunkte der Strecke GG' 
ergeben, ein Resultat, welches ebenfalls mit obigen Untersuchungen überein - 
stimmt. 

Um die Doppelpunkte entgegengesetzt verlaufender Reihen zu bestim- 
men, kann mau die iJinge der Strecke DG mit Benützung der obigen Formel 
conslructiv ermitteln. Der Werth des Ausdruckes V GG'^ -J- entspricht der 
Länge der Hypotheuuse eines rcchtwinkeligeii Dreieckes , in welchem GG' und 
2MG Katheten sind. Dieser Werth lässt sich daher sehr leicht construiren, 
sowie auch die Grösse der Strecke DG. 

Wenn ein StrahlenbOschel 8 und eine mit ihm projectivisch verwandle 
Punktreihe ü io derselben Ebene gelegen siud, so können diese beiden Grund- 
gebildo entweder entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen. Erstcres ist dann 
der Fall, wenn die Punktreihe B und jene R^, welche als Schnitt des Trägers 
der Reihe B mit dem Büschel S zu Stande kommt , entgegengesetzt verlaufen, 
letzteres findet statt, wenn jS und B^ einstimmig verlaufende Reihen sind. — 
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Dass eine Ponktreibe und ein Strahlenbaschel, welche perspectiviscb liegen 
stets einstimmig verlaafen, ist selbstverständlicb. — Setzt man nnn einen Strab- 
lenbflscbel 8 und eine in der Ebene desselben befindliche projeclivische Pankt- 
reibe R als gegeben vorans, so kann die Frage gestellt werden : Wie viele 
Strahlen des Büschels geben darch die ihnen entsprechenden Punkte der Reihe, 
wenn letztere gegen den Büschel schief gelegen ist? 

Mit Rücksicht anf obige, die Doppelpunkte betreffende Sittze Ifisst sich 
diese Frage sehr einfach entscheiden. Nennt man die Reibe, welche durch den 
Schnitt des Trägers der Reibe R mit dem Strablenbflschel entsteht, ü, und DD' 
die in R und R, vorhandenen Doppelpunkte, so müssen jene Strahlen dd’, 
welche durch die genannten zwei Doppelpunkte geben, offenbar Strahlen sein, 
die der aufgestellten Bedingung entsprechen. Solche Strahlen können höchstens 
zwei, nämlich ebenso viele als es in R und R^ Doppelpunkte gibt , vorhamdcu 
sein ; die Möglichkeit ihres Vorkommens ist also davon abhängig, ob in den ge- 
nannten zwei Reihen Doppelpunkte existiren oder nicht. 

Diese Betrachtungen dürften folgenden Satz genügend rechtfertigen : 

43. Wenn ein Strablenbüschel S und eino mit ihm pro- 
jectivisch verwandte Punktreihe R sich inderseiben Ebene 
in schiefer Lage gegen einander befinden, so gibt es immer 
zwei reelle Strahlen von 8, welche durch die ihnen entspre- 
chenden Punkte von R gehen, sobald 8 und R entgegenge- 
setzt verlaufen. Wenn 8 und R hingegen einstimmig verlau- 
fen, so sind im allgemeinen entweder zwei reelle oder zwei 
imaginäre Strahlen vorhanden, welche die ihnen entspre- 
chenden Punkte ent halten. 

Der Fall, in welchem nur ein reeller Strahl von 8 vorhanden ist, der die 
angegebene Bedingung erfüllt, muss als ein besonderer betrachtet werden. Er 
entspricht jenem Falle, wo zwei reelle Doppelpunkte coincidiren. 

Unter imaginären Strahlen sind in obigem Satze jene Strahlen zu 
verstehen, welche je einen imaginären Doppelpunkt in sich enthalten. Wir sehen 
daraus, dass in einer imaginären geraden Linie auch ein reel- 
ler Punkt vorko m men kann, nachdem jeder Strahl des Büschels S, also 
auch ein imaginärer, durch den Mittelpunkt des Büschels gehen muss. 

Wir wollen nun zwei Strnhlenbüschel betrachten, welche in derselben 
Ebene liegen und deren Mittelpunkte coincidiren. Man sagt von zwei solchen 
Büscheln, dass sie c o n cc n t ri s c h liegen, oder einfach, dass sie conceutriscb 
sind. Uebrigens werden auch häufig Büschel, deren Mittelpunkte coincidiren, 
wenn erstere auch nicht in derselben Ebene liegen, concentrisch genannt. 

Sowie in conjcctivischen Punktreihen Doppelpunkte vorhanden sein kön- 
nen, ebenso gibt es auch unter Umständen in zwei projcctivischon, concentri- 
schen Strahlenbüschcln Doppelstrahlcn, auch Haupt- oder Ordnungs- 
strahlen genannt. — Es sind dies solche, in welchen zwei einander entspre- 
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cbendo Strahlen der zwei BQschcl zusammenfalleii. — Um dies cinzuseheii, 
denke man sieb diese Bdscbel S und durch eine beliebige, nicht durch den 
Mittelpunkt gebende Gerade geschnitten. Wenn die zwei auf der schneidenden 
Geraden sich ergebenden conjcctivischen Reihen It und/j, Doppelpunkte hab>-n, 
so sind in S und offenbar auch Doppelstrablen vorhanden. Je nachdem H 
und üj entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen , kann man die Strahlenbü- 
scbel entgegengesetzt oder einstimmig verlaufend uennen. Das Vorhandeusein 
von Doppelstrablen ist in analoger Weise von dem Umstande abhängig, ob S 
und 5, entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen, wie das Vorkommen von 
Doppelpunkten durch die Richtungen des Verlaufens der zwei conjectiviseben 
Punktreihen bedingt wird. 

Zur Unterscheidung des Verlaufens von zwei projectivischen, concentri- 
schen Strahlenbüscbeln bedarf man Obrigens nicht zweier conjectiviseber Reiben. 
Denkt man sich nämlich, ein Strahl a des Büschels S drehe sich stetig in einem 
bestimmten Sinne um den Mittelpunkt, so wird auch der ihm entsprechende 
Strahl a^ des Büschels S, sich stetig um seinen Mittelpunkt drehen. Erfolgt nun 
die Drehung beider Strahlen a und a, in entgegengesetztem Sinne, so sind S 
und S^ entgegengesetzt verlaufend, erfolgt die Drehung iu gleichem Sinne, so 
verlaufen beide Büschel einstimmig. 

Bezeichnet man durch r und s zwei Strahlen irgend eines Büschels S. 
welche den Strahlen r^ und Sj eines projectivisch verwandten Büschels ent- 
sprechen, und sind diese Strahlen zugleich die Schenkel der eutspreebenden 
rechten Winkel (Satz 18), so ist bekanntlich das Product 
tg ar . tg a,s, oder auch tg os . tg a,r, 

für zwei beliebige einander entsprechende Strahlen a und a^ constaut. (Satz 111). 
Daraus haben wir geschlossen , dass wenn der Strahl a durch Drehung um den 
Mittelpunkt des Büschels S sich dem Strahle r nähert, also von s entfernt, der 
Strahl Oj sich vom Strahle s, durch Drehung um den Mittelpunkt des Büschels 
S^ entfernt und dem Strahle r, nähert , oder umgekehrt. Dasselbe muss nun 
sclbstverstäudlicb auch bei cunccntriscbcu projectivischen Strahlenbüscbeln der 
Fall sein. Dieser Umstand gibt uns das Mittel an die Hand über die Lage der 
Doppelstrablen einiges festzustellen. (Fig. 16.j 

Um die folgenden Erklärungen zu ver- 
einfachen, setzen wir voraus , die concen- 
Irischen Büschel S und S^ bestünden nur 
ans Ilalbstrablen und wollen uns unter den 
Halhstrahlen r und s, (Fig. 16) diejenigen 
einander nicht entsprechenden Schenkel 
der rechten Winkel denken , welche einen 
spitzen oder höchstens einen rechten Win- 
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kel bilden. Die Schenkel s und r, schliessen dann einen stampfen oder eben- 
falls einen rechten Winkel ein. 

Stellen wir aus nun vor, in zwei concentrischen entgegengesetzt verlau- 
fenden Strahlenbüschelu fiele der Strahl a mit r zusammen, so muss n, mit r, 
coincidiren und bei der entgegengesetzten Bewegung von a und a, werden diese 
Strahlen an irgend einer ausserhalb des spitzen Winkels t.s, befindlichen Stelle, 
die wir durch den Strahl d bezeichnen wollen, sich vereinigen und einen Doppel- 
strahl d bilden. Dass diese Vereinigung ausserhalb des genannten spitzen Win- 
kels erfolgen muss, ist leicht einznsehen. Denkt man sich nämlich » und o, wür- 
den innerhalb des spitzen Winkels rr, einander entgegenkommen, so müssen sic 
auch innerhalb rr, Zusammentreffen ; setzt man aber voraus, ihre Bewegung er- 
folge innerhalb des stumpfen Winkels so können sie sich ebenfalls nur 
ausserhalb des spitzen Winkels rs^ begegnen, da, wenn u, den Strahl s, erreicht 
hat, a bereits mit s coincidirt. — Für den Strahl d besteht die Gleichung 
tg dl- . tg du, =tgar . tg a,,s,. 

Bezeichnet man den Strahl, welcher den spitzen Winkel rs, halbirt durch 
o und zieht einen Strahl rf, der mit o einen ebenso grossen Winkel bildet, als 
d mit fl , so lässt sich leicht nachweisen, dass rf ebenfalls ein Doppcistrabl sein 
muss, nachdem tg d'r . tg d"s offenbar anch gleich tg ar . tg u,s, ist. 

Wir können somit den Satz aufstellen ; 

44. In zwei concentrischen, projectivischen Strahle n- 
büscheln, welche entgegengesetzt verlaufen, gibt cs immer 
zwei reelle Doppcistrahlen. Dieselben liegen ausserhalb 
des spitzen Winkels, der von den sich nicht entsprechen- 
den Schenkeln r nud s, der entsprechenden rechten Winkel 
gebildet wird und schliessen mit der Halbirungslinie o des 
Winkel s rs, gleiche Winkel ein. 

Ist rs, auch ein rechter Winkel, so fallen die Schenkel der entsprechen- 
den rechten Winkel zusammen und bilden selbst Doppelstrablen. 

Um über die Lage der Doppelstrablen einstimmig verlaufender 
Punktreihen Aufschluss zu erhalten , nehmen wir an, der Strahl a drehe sich 
vom Strahle r aus gegen s hin, während der Strahl a, in demselben Sinne 
sich drehend von der Lage r, in die Lage s, übergeht. Wie leicht einzusehen, 
können sich a und a, nur in irgend einem innerhalb des spitzen Winkels rs, 
(Fig. 16) befindlichen Strahle d begegnen. Denn ist a, in s, angelangt, so befin- 
det sich a bereits in s, folglich kann ein Zusammentreffen nnr zwischen den 
Halbstrahlen r und s, stattfinden, von welchen wir vorausgesetzt haben, dass 
sie einen spitzen Winkel bilden. — Nachdem die Untersuchung über Doppel- 
punkte einstimmig verlaufender Reihen der hier vorzunehmenden ganz analog 
ist, so beschränken wir uns auf diese Andeutungen. — Kommt in dem spitzen 
Winkel rs, ein Doppelstrabl d vor, so muss immer noch ein zweiter tF vorhanden 
sein, welcher mit der Halbirungslinie o des Winkels rs, einen ebenso grossen 
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Winkel bildet, alg der Doppelstrahl d, wie ans der Gleichnng 
tg f/r . tg rfs, = tg . tg ^, 1 , 

and ans dem Satze 19 folgt Wurde demnach d mit o coineidiren , so musste 
anch (V mit o zasammeiifalleii und dann wären nicht zwei getrennte, sondern 
zwei in der Halbirungslinie o vereinigte Doppelstrahleu vorhanden. Es ist Übri- 
gens aueh möglich, dass keine reellen Doppelstrablen Vorkommen. Hat nämlich 
der Strahl o, von r, aasgebend den Strahl r noch nicht erreicht, wenno ans der 
Lage r bereits in die Lage Obergegangen ist, so können sich offenbar o nnd a, 
weder innerhalb, noch ausserhalb des spitzen Winkels rs, treffen. Wir können 
somit folgenden Satz aufstellen; 

In zwei concentrischen, p roj ec ti v i sch en Strablen- 
bOscheln, welche einstimmig verlaufen, gibt es entweder 
zwei gesonderte, innerhalb jenes spitzen Winkels gelegene 
Doppelstrahleu, der von den sich nicht entsprechenden 
Schenkeln r und s, der entsprechenden rechten Winkel 
gebildet wird, oder zwei in der Halbirnngslinie dieses 
spitzen Winkels coincidirende, oder keinereellen Doppel- 
strablen. Die zwei gesoudertcu Doppelstrahleu scbliessen 
mit der genannten Halbirungslinie immer gleiche Win- 
kelein. 

Siud zwei coucentrische lluschel congrueiit und verlaufen sie entgegen- 
gesetzt, BO haben sie dem Satze 44 zufolge immer zwei Doppelstrahlen. Diese 
letzteren bilden stets einen rechten Winkel. Denn bezeichnet 
man dieselben durch d und so muss 

■^dr = di\ und ^d's=d'sj 

sein, nachdem in Folge der Congruenz beider BUscbel for jede Lage der sich 
drehenden Strahlen a und a, 

==«,»•, und ^as =a^s^ 

ist. Wenn nun, wie die obigen Uleichungen zeigen, d und d' beziehnngsweise 
die Winkel rr, und ss, halbiren, so lässt sich leicht naebweisen , dass sie auf 
einander senkrecht stehen mflssen. 

Wir haben die letztere Untersuchung Uber die Doppelstrahleu congruen- 
ter StrahleubOschel anf das Vorkommen entsprechender rechter Winkel gestOt/.t. 
Solche Büschel enthalten aber nicht blos c i n Paar, sondern unendlich viele 
Paare sich entsprechender rechter Winkel, es könnte daher scheinen , dass 
hier andere Beziehungen statt haben, als in projectiviscb verwandten Büscheln 
überbanpt. Indess zeigt sich , dass wenn man irgend ein Paar entsprechender 
rechter Winkel annimmt and antrrsuebt, ob Doppelstrahlen vorhanden sind, 
dass zwei solche Strahlen existiren müssen. Setzt man ein anderes Paar ent- 
sprechender rechter Winkel voraus, so erhält man dasselbe Resultat ; da es 
aber nicht mehr als zwei Doppelstrahlen geben kann, wenn nicht die beiden 
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Büschel identisch sein sollen (Satz 10) , so müssen sich immer dieselben zwei 
Uoppcistrahlen ergeben, welche Paare von rechten Winkeln man auch an- 
nehmen mag, 

46. Verlaufen zwei congruente, concentri sehe Strablen- 
bUschel einstimmig, so haben sie entweder keine reellen 
Üoppcistrahleu , oder es fallen alle ihre entsprechenden 
Strahlen zusammen. 

Stellt man sich vor, dass zwei entsprechende Strahlen a und <i,, beziehungs- 
weise von r und ausgehend , sich in demselben Sinne drehen und nimmt man 
an, sie würden in irgend einem Strahle d Zusammentreffen , so ist leicht einzu- 
sehen , dass io Folge der Congruenz beider Büschel 

, fr, 

sein muss, welche Gleichung, da a und a, einstimmig fortschreiten sollen, nur 
erfüllt werden kann, wenn r und coincidiren. Fallen aber r und r, zusammen, 
so coincidiren offenbar auch s und s, ; die beiden Büschel hätten daher drei 
Paare von Strahlen entsprechend gemein und müssten somit identisch sein. Wenn 
also ein Paar entsprechender Strahlen zusammeufallen, so haben die beiden 
Büschel alle ihre Strahlen entsprechend gemein, woraus obiger Satz unmittel- 
bar hervorgeht. 

Sowie es in zwei projeclivischen Punktreihen stets zwei Paare entspre- 
chender Punkte 3/Jlfj und NN^ gibt, welche von den Gegenpunkten gleich weit 
abstclien, ebenso sind auch in zwei projectiviseben Strablcubüscheln S und S^ 
(Fig. 17) stets zwei Paare von Strahlen »im, nudnrtj vorhanden, welche mit den 
sich nicht entsprechenden Schenkeln rs^ der entsprechenden rechten Winkel 
gleiche Winkel einscblicssen, so dass 

mr=m,Sj und = , also auch 

mn — »»j «j 

wird. Um dies einzuseben stelle man sicli wieder vor, ein Strahl a dos Büschels 
S drehe sich von r aus gegen s hin, während der ihm cnusprechende Strahl n, 

im Büschel S^ von r, ausgehend ge- 
gen s fortschreitet. Jo mehr a sich 
vom Strahle r entfernt, desto näher 
rückt bekanntlich a, dem Strahle s,, 
folglich muss es einen Moment geben, 
in welchem der Winkel ar ebenso 
gross ist, als der Winkel a^s^. Be- 
zeichnet man durch m und m, jene 
Strahlen, mit welchen beziehungs- 
weise a und a, in diesem Momente 
coincidiren, so hat man obige Glei- 
chung ^mr = m^s^. Dass bei fort- 
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Kesetzter Drehung von a und a, noch ein zweiter Moment eintreten mnss, in 
welchem ur — u^s^ ist, wollen wir nicht weiter begründen, nachdem die zur Her- 
stellung eines Beweises uötbigeu Betrachtungen denjenigen ganz analog sind, 
welche wir bezüglich der Punktpaarc und in projectiviseben Reihen 

bereits angestcllt haben. 

Heissen die Strahlen, mit welchen a und a^ znsamnicnfallcn , wenn sic 
zum zweitenroale gleiche Winkel mit r und bilden, n und ti,, so lässt sich 
leicht nachweisen, dass 

^mr = nr und =WjSj 
sein muss. Aus Satz 10 folgt nämlich, dass 

tg mr . =fg«r . tg«,s, 

ist; nachdem aber die Winkel mr und WjSj, sowie nr und /i,s, einander gleich 
sind, so ergibt sich 

tg mr= tg nr und tg »l^s^ = tg HjS’,. 

Die Winkel mnund niiU, werden also beziehungsweise 
durchrnndSj halbirt. 

Wir gehen nun wieder zur Betrachtung zweier couccntrisch liegender, pro- 
jectivisehcr StrablenbUschel S und S, Uber. — Dass cs auch in solchen Büscheln 
immer zwei Paare von entsprechenden Strahlen geben muss, welche mit r und s, 
gleiche Winkel bilden, ist selbstverständlich. Verlaufen die beiden Büschel ent- 
gegengesetzt, so liegen die entsprechenden Strahlen »i/», sowie immer 
auf derselben Seite der Strahlen r und Sj, d. b. wenn man die Strahlen r und Sj 
in demselben Sinne um den Betrag des Winkels mr dreht, so gelangen sie 
beziehungsweise in die Lage der Strahlen m und /«, oder auch w und Ver- 
laufen aber S und ,S'j einstimmig, so liegen die entsprechenden Strahlen mm, 
sowie «M, auf entgegengesetzten Seiten der Strahlen r und s,. (In der Fig. 17 
sind diese zwei Fälle angedcutet.) Für cotgegengesetzt verlaufende concentri- 
sebe Büschel müssen daher auch tg mr und lg m,s, sowie tg nr und tg n,.s, 
stets gleich bezeichnet werden ; für cinstiininig verlaufende Büschel sind jedoch 
die Zeichen dieser Werthe entgegengesetzt anzunchmen. 

Dem Satz 19 zufolge besteht die Gleichung; 

tg dr . tg ds = tg mr . tg m,s,, 
wenn d einen l>o|ipclstrflhl bezeichnet. Du nun 

tgmr = Hhtg m^.t^ 

ist, je nachdem ilie beiden Büschel entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen, 
so hat man für diese zwei Fälle beziehungsweise 

tg dr . tg rfs, = t tg mr'^ n' 

Der Winkel f/s, ist gleich dr r.s,, initliin kann man aneh schreiben 


tg dr . 


tg dr lg r.s, 

1 — lg dr . tg r». 


A tg mr‘‘. 
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Wird diese Gleicbang nach tg dr aufgelöst, so ergibt sieb: 


tg dr—\ | — tg rs, (1 ±lg»ir“)±l lg »'»,*(1 db lg »<r*) * d:; 4 lg inr'] 

Daraus ist zu ersehen, dass tg dr, wenn die oberen Zeiehen gelten, iiäm- 
licb bei entgegengesetzt verlaufenden Strabicnbuscbeln stets reell wird. In sul- 
chen Uusebeln sind somit, wie wir bereits in anderer Weise gefunden haben, 
immer reelle Doppelstrahlen vorhanden. 

Nachdem 

2 mr = mn , 

also 

2 tg mr 
tg mn=~ - 

1 — tg 

ist, so ergibt sieb fur einstimmig verlaufende SirahlenbQscbel auch 

lg rfr = J ( 1 — tg >w) ( — tg r$^ ±1 V tg »"Si ‘ — lg *) • • . ß" 

Aus dieser Gleichung folgt der Satz: 

47. In zwei coneentrischen, projcctiviscbcn Strahle ii- 
bttschcln, welche einstimmig verlaufen, gibt es entweder 
zwei reelle gesonderte oder zwei rolle coincidirendc oder 
zwei imaginäre Doppcislrahlcn, je nachdem der Winkel rs, 
grösser, gleich oder kleiner als der Winkel mn ist. 

Welche Lage die rollen Doppelstrahlen gegen die Halbirnngslinic des 
Winkels rs^ haben , wurde bereits im Salze 4ö ausgesprochen. 

Nachdem die Winkel mn und m,n, einander immer gleich sind und 
beziehungsweise von r und s^ balbirt werden , so ist leicht einzuseheii, dass 
wenn rs, mn ist, jeder der spitzen Winkel mn und m,n, ganz ausserhalb des 
anderen liegt, während für den Fall rs, <^mn die beiden Winkel mn und m,n, 
in einander eingreifen. 

Mit Uilfe der bezüglich des Vorkommens von Doppelpunkten und Doppel- 
strahlen aufgestelltcn Sätze lassen sich auch folgende leicht uachweisen. 


48. Liegen zwei in dcrsol- 
beuEbeue befindliche projec- 
tivische l’unktrcihon schief 
gegen einander, soistosnicht 
möglich von irgend einem 
Punkte dieser Ebene mehr als 
zweiGeradc zu ziehen, welche 
ein Paar entsprechender 
Punkte der zwei K eiben ver- 
binden. 


Liegen zwei in derselben 
Ebene befindliche, projecti- 
vischeStrahlenbOschel schief 
gegen einander, so ist es nich t 
möglich, in dieserEbe ne irgend 
eine Geradezu ziehen, welche 
mehr alszwei Punkto enthält, 
in denen sich ein Paar 
entsprechender Strahlen 
schneiden. 


Um den Satz links zu rechtfertigen , denken wir uns irgend einen Punkt 
der Ebene , in welcher die beiden Punktreiben liegen, mit den Punkten der 
letzteren verbunden , wodurch sich zwei concentrisebe, projcctivische Strablcn- 
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bttscbel ergeben. In diesen Büscheln sind nnn höchstens zwei Doppelstrablen 
vorhanden, offenbar haben aber nnr Doppelstrablen die Eigenschaft, dass sie 
zwei entsprechende Punkte der beiden Reiben verbinden. 

Von der Richtigkeit des Satzes rechts kann man sich leicht aberzeugen, 
wenn man bcracksichtigt, dass auf jeder Geraden, welche die beiden Büschel 
schneidet, zwei conjectivische Punktreiben zu Stande kommen, in denen 
höchstens zwei Doppelpunkte vorhanden sind , und dass diese Doppelpunkte 
allein Durchschnittspunkte entsprechender Strahlen sein können. 

e) luTolniorlsehe Punktreiben und Strahlenbüsehel. 

Von zwei conjectivischen Pnnktrei- Von zwei concentriseben projectivi- 

hen, deren Gegenpunkte cxiincidiren sagt sehen Strahlenbüscheln, bei welchen die 
man , das sie i n v o I u t o r i s c h nicht eiiLsprecheuden Schenkel der 
liegen oder eine Involution*) entsprechenden rechten Winkel coin- 
bilden. cidiren, sagt man, dasssieinvolu- 

torisch liegen oder einelnvolution 
bilden. 

Ein StrahlenbOschcl nnd eine in der Ebene desselben befindliche Pnnktreihe 
Jt liegen involutorisch, wenn jene Reibe , welche durch den Schnitt des TrUgers 
der Reihe K mit dem StrablenbUschel zo Stande kommt, so gelegen ist, dass K 
und eine Involution bilden. 

Statt zwei Grnndgebilde involutorisch liegend zu nennen, sagt man 
bänfiger sie sind involntorisch. Auch fasst man meistens zwei gleichartige 
inrolutorische Ornndgebilde als ein einziges anf und spricht von einer involu- 
toriseben Pnnktreihe und einem involntorischen Strahlenbüschel. 

Der Punkt, in welchem die Die Strahlen, in welchen die 

Oegenpnnkte zweier involntorischer nicht entsprechenden Schenkel der 
Reiben coincidiren wird das Invo- entsprechenden rechten Winkel coin- 
Intionscentram oderderCentral- cidiren, werden Normalstrablen 
p u n k t genannt. genannt. 

Zwei involntoriscbe Punktreiben oder StrablenbUschel können, entweder 
einstimmig oder entgegengesetzt verlaufen. In einstimmig verlaufenden involn- 
torischen Punktreiben liegen je zwei einander entsprechende Punkte zu 
verschiedenen Seiten des Centralpnnktes, während in entgegengesetzt ver- 
laufenden je zwei solcher Punkte sich auf derselben Seite des Centralpnnktes 
befinden. Um dies nachzuweisen nehmen wir folgendes Schema einer involn- 
torischen Pnnktreihe an : 

ü GG' ..... V. 

R nnd seien die zu einer Involution vereinigten Reiben. Im unendlich 
fernen Punkte U befinde sich ein Punkt Ä der Reihe R, während der ihm 
entsprechende A, dei’ Reihe R^ mit den coincidirenden Gegenpnnkten GG' 

•) Diese Bezeicbnnng rahrt von Dösargues her. (1693 — 1662.) 
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zasammenrallt. Sind E uud R, entKCgengosetzt verlaufend, so bewegt sich A, 
vom Centraipnnkte (G oder (}’) aus gegen U hin, wenn A von II ansgehend sich 
dem Centraipnnkte nähert. Hat A^ den unendlich fernen Punkt U erreicht, so 
hehndet sich A in G, man sieht also, dass beide sich bewegende Punkte stets 
anf einer Seite des Centralpunktes bleiben. Dasselbe zeigt sich wenn A und A, 
auf der Strecke G’lf in entgegengesetztem Sinne fortschreiten. Erfolgt jedoch 
die Bewegung dieser zwei Punkte in demselben Sinne, so liegen sie, wie leicht 
einzusehen, stets anf verschiedenen Seitendes Centraipnnktes. A und A^ werden 
somit durch den Centralpunkt und den unendlich fernen Punkt entweder nicht 
getrennt, oder getrennt, je nachdem die involutorische Reihe entgegengesetzt 
oder einstimmig verläuft. Sind daher \on einer involutoriscben Reihe nur zwei 
einander entsprechende Punkte und das Involutionscentrum gegeben, so kann dar- 
über, ob die Reibe entgegengesetzt oder einstimmig verläuft kein Zweifel bestehen. 

Bei involntorischcn Strahlenbüscbeln finden analoge Beziehungen 
rücksichtlich der Lage von zwei entsprechenden Stralilen gegen die Normal- 
strahlen statt. Fig. 18. a. repräsentirt einem involutoriscben , entgegengesetzt 

vei laufenden StrahlenbUschel, Fig. 18. 
b einen einstimmig verlaufenden. 
Man überzeugt sich leicht, dass für 
den ersteren Fall zwei einander 
entsprechende Strahlen a und a, 
von den Nnnnalslrahlen r.s, und rs, 
niemnis getrennt wi'rden, indess im 
zweiten Falle sulche Strahlen immer 


(Fig. 18.) 



durch die Normalstrahlen getrennt erscheinen. 

Ans den vorhergehenden Betrachtungen folgen nun die Sätze: 


49. Zwei entsprechende 
Punkte einer involuto- 
rischen Pnnktreihe sind 
durch den unendlich fernen 
und den Central p unkt ent- 
weder nicht getrennt oder 
getrennt, je nachdem die 
Reibe entgegengesetzt oder 


Zwei entsprechende 
Strahlen eines involu tori- 
schen S trab lenbttschels sind 
durch die Normalstrahlen 
entweder nicht getrennt 
oder getrennt, je nachdem 
der Büschel entgegengesetzt 
oder einstimmig verläuft. 


einstimmig verläuft. 

Eine charakteristische Eigenschaft involutoriseber Punktreihen folgt ans 
dem Umstande, dass das Product der Abstände irgend zweier entsprechender 
Punkte A und A, vom Centraipnnkte G stets dieselbe Grösse hat. (Satz 17 ) 
Gehört nämlich A der Reihe TfnndA, der Reihe 7?, an, so besteht die Gleichung 


AG . A^G " A . 

in welcher K irgend eine bestimmte Constante bedeutet. Wird nun A als ein 
Punkt der Reihe if, und A, als ein Punkt der Reibe R betrachtet, so müssen 
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diese zwei Ponkte einander wieder entsprechen, indem das Prodnct ihrer Abstände 
vom Centralpnnkte wieder gleich K ist. 

FDr involotorische StrahlenbQschel besteht bezflglich zweier entsprechender 
Strahlen a und a, eine ganz analoge Beziehung, wie man aus der Gleichung 

tg ar . fg a,r ==*, 

in welcher r einen Normalstrahl und k eine bestimmte constante Grösse 
bezeichnen (Satz 19), leicht folgern kann. Es lässt sich somit beliaupten : 

50. In zwei zu einer Invo- In zwei zu einer Involn- 

lution vereinigten Punktrei- tion vereinigten Strahlen- 
ben entspricht irgend einem bOscheln entspricht irgend 
Punkte A immer derselbe eiuemStrahlaimmerderselbe 
Punkt Aj ob manA als einen Strahl a, ob man aals einen 
Punkt der ersten, oder der Strahl des ersten oder des 
zweiten Reihe betrachtet, zweiten Büschels betrachte t. 
Daraus folgt, dass wenn in Daraus folgt, dass wenn in 
zwei involntorischen Reihen zwei involu torischen Strab- 
zwei Punkte zusammenfallen, lenhoscbeln zwei Strahlen 
die ihnen entsprechen Jeu znsammcnfallen, die ihnen 
ebenfallscoincidircn müssen, entsprechenden ebenfalls 

’c 0 i n ci d i re n müssen. 

Sind in zwei coojectivischen Punklreihuu It und zwei entsprechende 
Punkte A und A^ vorhanden, welche so gelegen sind, dass A dem Punkte A^ 
entspricht, ob man A als einen Punkt der Reibe R oder der Reihe if, ansieht, 
so besteht folgende Gleichung, wenn mau durch G und G' die Gegenpunkte 
bezeichnet: 


AG . AG', 

AG_ _ AG' 
Ä^~ A^G" 


aus welcher folgt, dass O und G’ coincidiren, also R und R^ involntorisch liegen. 
Denn betrachtet man A und A, als Fixpuukte, so wird durch den Werth des 
AG 

Verhältnisses , der Punkt G unzweideutig bestimmt und nachdem dieser 

j (t 

AG* 

Werth gleich ist, so müssen 0 und G' znsammenfallen, 

A, (T, 

Dass zwei concentrische projectivische StrahlenbOschel S und N, 
involntorisch sind, wenn ein Paar von Strahlen a und a, sich entsprechen, ob 
man a als Strahl des Büschels S, oder des Büschels S^ betrachtet, ergibt sich 
aus der Gleichung 

lg ar . tg a,s, =» tg a^r . tg os, , 


oder 


^ or tg g s, 

tga,r tg a^s. ' 
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Denn uiinmt man an a and a, seien Fixstrahlen, so erscheint die Laf^e 


lies Strahles r durch den Werth des Verhältnisses — -- nii/.weideatie bestimmt 

t« a,r 

und da dieser Werth gleich - ist, so fallen r und s, , folglich auch r, nnd 
tg u,s, 

s znsammen. — Wir können also behaupten ; 


51. Ist in zwei conj ec livi- 
schen Pnnktreihen Ü nnd R^ 
ein Paar vonPunkten.ilund.4, 
vorhanden, welche so gelegen 
sind dass sie sich entsprechen, 
ob manAals einen Punkt der 
Reihe i2oder der Reihe an- 
sieht, so finde t dieselbe Üezie- 
bnngzwischen allen entspre- 
chenden Punkten statt, denn 
die zwei Reihen bilden dann 
eine Involution. 


Ist in zwei concentrischen 
p roj ec, ti V i sc h en StrahlenbO- 
scheln Sund S, ein Paar von 
Strahlen anuda, vorhanden, 
welche so gelegen sind, dass 
sie sich entsprechen, obman 
a alseinonStrahl desBüschels 
Sodcr desBfl sch eis S, ansich t, 
so findet dieselbe Beziehung 
zwischen allen entsprechenden 
Strahlen statt, denn die zwei 
Büschel bi Iden dann cinelnvo- 


Intion. 

Aus diesen nnd den Sätzen 50 folgt ; 


52. Jede Pnnktr ei he, deren 
Elemente in den Strahlen 
eines involntorischen Büschels 
liegen, ist selbst involuto- 
riseb. 


Jeder StrahlenbUschel, 
dessen Elemente durch die 
Pnnkteeiner involutorischen 
Reiho geben, ist selbst invo- 
Intoriscb. 


Ans den Sätzen 38 nnd 44 ergeben sich ferner unmittelbar die nach- 
stehenden ; 

53. In entgegengesetzt ln entgegengesetzt ve r- 

verlanfendeninvolntorischen lanfenden involntorischen 
Punktreihen sind immer zwei Strahlenbttscheln sind immer 


reelle Doppelpunkte vnrhan- zwei reelle Doppelstrahlcn 
den; sic liegen vom Central- vorhanden; sie schliessen mit 
punkte gleich weit entfernt, ein nnd demselben Normal- 
strahle gleiche Winkel ein. 

Dass io den Doppelpunkten involutoriseber Punktreiben die im vorigen 
Abschnitte durch MM^ and NN.^ bezcichneten Punkte znsammenfallen, welche 
gleichweit von den Gegenpnnkten abstehen, so wie dass in den Doppelstrableu 
involntorischer StrahlenbUschel jene Strahlen »t«», and nw, vereinigt sind, 
welche gegen die Normalstrahlen gleiche Neigung haben, ist leicht einznseben. 

Nachdem Doppelpunkte oder Doppelstrahlen beziehungsweise durch die 
Coincidenz zweier entsprechender Punkte oder Strahlen zu Stande kommen, 
so folgt ans den Sätzen 40, welche aassagen, dass in einstimmig verlaufenden 
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involntorischen Reihen oder BOscheln zwei entsprechende Elemente stets 
getrennt sind : 

54. Einstimmig vertan- Einstimmigverlanfende 

fende involntorische Pniikt- involntorischeStrahlenbQschel 
reihen haben keine reellen haben keine reellen Doppel- 
Doppelpunkte. strahlen. 

Dass in jedem involntorischen StrablenbOschel zwei auf einander senkrecht 
stehende sich entsprechende Strahlen, nämlich Normalstrablen, vorhanden sind, 
geht ans dem Satze 18 hervor. Ausser den Normalstrablen gibt es im allgemeinen 
kein zweites Paar von aufeinander senkrecht stehenden Strahlen. Denn in 
entgegengesetzt verlaufenden Büscheln, bei welchen je zwei entsprechende 
Strahlen a a, (nach Satz 45) von den Normalstrablen nicht getrennt werden, 
ist offenbar der Winkel au, entweder grösser oder kleiner als ein rechter, wenn 
a nnd a, nicht selbst Normalstrablen bilden, während einstimmig verlaufende 
Büschel (nach Satz 32) congruent sein müssten, wenn ansser den Normal- 
strahlen noch ein zweites Paar entsprechender Strahlen auf einander senkrecht 
stünde. Nachdem nun in zwei congrnenten Büscheln alle entsprechenden 
Winkel gleich gross sind, so würden die Winkel, welche irgend zwei entsprechende 
Strahlen b nnd 6, beziehungsweise mit den Normalstrahlen r nnd r, bilden, 
gleich sein, woraus folgt, dass b nnd b^ ebenfalls auf einander senkrecht stehen. 
Wir können somit behaupten ; 

55. In entgegengesetzt verlaufenden involntorischen 
S trahle n bo sch cl n gibt es ausser den Normalstrahlen kein 
Paar sich entsprechender Strahlen, welche auf einander 
senkreebtsteben, in einstimmigverlanfeuden stehtentweder 
nur ein Paar, oder cs stehen alle Paare entsprechender 
Strahlen auf einander senkrecht. Wenn letzteres der Fall 
ist, so sagt man, der betreffende Büschel bilde eine recht- 
winklige Involntinn. 

Die Doppelpunkte nnd Doppelstrahlen involutoriseber Punktreihen nnd 
Strablenbüschel stehen in einer besonderen Beziehung zu je zwei sich 
entsprechenden Elementen dieser Gebilde. Bezeichnet man durch A und A, 
irgend zwei sich entsprechende Punkte und durch D nnd D' die Doppelpunkte 
einer involntorischen Reibe, so besteht die Gleichung: 

(AA^DD')={A,ADD’) 

oder 

AD A^ 

i,/) ' A^D'~ AD ■ AD' 

woraus folgt; 



St»ndigl: Lehrbuch der neuereo Oeouetrie. 5 
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Wir entnehmen ans letzterer Gleicbnng, dass A nnd A, durch die Doppel- 
pnnkte harmonisch getrennt werden. 

Denn es ergibt sich aus derselben : 

AD Ajy 

A^ü~~ A,D’' 

Der durch Ausziehen der Wurzel sich ergebende positive Werth bat 
n&mlicb im allgemeinen keine Geltung, da die Punkte D nnd D' coincidiren 
mOssteo, wenn 

AD _ AD' 

ÄJ)~ A^D' 

wäre. 

Eine analoge Beziehung findet zwischen den Doppclstrahlen and irgend 
zweien sich entsprechenden Strahlen involntorischer Büschel statt. Denkt man 
sich nämlich den BQschel durch irgend eine Gerade geschnitten, so entsteht 
eine involutorische Punktreihe (Satz 52), deren Doppelpunkte in den Doppel- 
strahlen des Büschels liegen. Nachdem nun diese Doppelpunkte die eben 
nachgewiesene Eigenschaft besitzen, je zwei sich entsprechende Punkte 
harmonisch zu trennen, so muss dieselbe Eigenschaft auch den Doppelstrahlen 
bezüglich irgend zweier sich entsprechender Strahlen znkommen. Es lassen sich 
daher folgende Sätze anfslellen: 

56. DurchdieDoppeIpnnkte DnrchdieDoppelstrahlen 

einer involutorischen Punkt- eines involntorischen Strab- 
reihe wird jedes Paar sich lenbüschels wird jedes Paar 
entsprechender Punkte har- sich en tsprec b ender Strah I en 
monischgctrennt. barmonischgetrennt. 

Da man je zwei getrennte Punkte einer harmonischen Reihe harmonisch 
coujugirte Punkte nennt, so werden, mit Rücksicht anf den Satz links, je zwei 
entsprechende Punkte einer involntorischen Reihe auch conjugirtePunkte 
genannt. Ans analogem Grunde heissen entsprechende Strahlen eines involn- 
torischen StrahlenbOschels auch conjngirte Strahlen. 

Durch Umkehrung der eben aufgestellten Sätze erhält man die folgenden, 
welche ebenfalls Geltung haben ; 

Wenn die Doppelpunkte zweier Wenn die Doppelstrahlen von 

conjectiviseber Reiben jedes Paar ent- zwei concentrischen, projectivischen 
sprechender Punkte harmonisch tren- Strahlenbüscfaeln jedes Paar entspre- 
nen, so liegen die beiden Reihen invo- ehender Strahlen harmonisch trennen, 
Intoriscb. so liegen die beiden Büschel invo* 

Intorisch. 

Sind nämlich D D* die Doppelpunkte zweier conjectiviseber Reiben R A, 
nnd A A, ein Paar entsprechender Punkte der letzteren, so entspricht dem 
Punkte A der Punkt A, ob man ihn als ein Element von R oder A, betrachtet, 
wenn D und Df je zwei entsprechende Punkte harmonisch trennen, woraus 
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nach Satz 51 folgt, dass R and i2, involatorisch sind. — Aaf dieselbe Art 
kann man sich von der Richtigkeit des Satzes rechts Oberzeogeo. 

Schneidet man einen involntorischen Strahlenbttschel durch eine Gerade, 
welche parallel zn einem seiner Doppelstrahlen ist, so liegt ein Doppelpunkt der aaf 
der schneidenden Geraden behndlichen involntorischen Reihe in unendlicher 
Entfernung und der zweite, in endlicher Entfernung gelegene Doppelpunkt 
halbirt dem vorhergehenden Satze zufolge jede von zwei entsprechenden 
Punkten begrenzte Strecke. Daraus folgt, wie leicht einzuseben, dass alle 
entsprechenden Strecken einander gleich sind, dass also die beiden zn einer 
Involution vereinigten Reihen in diesem Falle congruent sein müssen. Eine 
derartige, ans zwei congmenten Reihen bestehende Involution, in welcher ein 
Doppelpunkt alle von je zwei entsprechenden Punkten begrenzte Strecken 
halbirt, nennt man eine symetrische Involution. 

Es drängt sich hier die Frage auf, welcher Art involutorische Reihen sind, 
die durch Vereinigung zweier ähnlicher oder cougruenter Reihen zu Stande 
kommen. 

Sind AA,, zwei beliebige Paare sich entsprechender Punkte einer 
durch Involution von zwei ähnlichen Pnnktreiben entstandenen Reihe, so müsste, 
eben in Folge der Aehnlichkeit und mit Rücksicht auf die involutorische Lage 
die Gleichung bestehen : 

AA, _ A,A 
AB ~~ A^ b] ’ 

woraus folgt, dass AB= — ^ün siebt also, dass die zn einer 

Involution vereinigten ähnlichen Reiben immer congruentund entgegen- 
gesetzt verlaufend sein müssen, nachdem die beliebig angenommenen 
sich entsprechenden Strecken AB und A,£, gleich gross und entgegengesetzt 
bezeichnet sind. Da nun zwei congruente conjectivisebe Reihen, welche entgegen- 
gesetzt verlaufen stets zwei Doppelpunkte haben, wovon einer in unendlicher 
Entfernung liegt (Satz 41), so entsteht durch die Vereinigung von zwei congru- 
enten Reihen zu einer Involution, den obigen Erklärungen zufolge, immer eine 
symetrische Involution. Es gilt somit der Satz : 

57. Zwei ähnliche Punktreihen können sich nur dann 
zn einer Involution vereinigen, wenn sie congruent sind 
und entgegengesetzt verlaufen. Sie bilden immer eine 
symetrische Involution. 

Damit ist der scheinbare Widerspruch gehoben, in welchem die Sätze 40 
und 54 stehen. 

58. Sind in einer involn- Sind ineinem involntori- 

toriseben Punktreibe nur sehen Strahlenbüschel nur 
zwei Paare entsprechender zwei Paare entsprechender 
Punkte gegeben, so ist zu Strahlen gegeben, so ist zu 
jedem fünftenPunktederihm jedemfünftenStrablederibm 

5* 
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entsprechende sechste an- entsprechende sechste an- 
zweideutig bestimmt. zweideutig bestimmt. 

Heissen die gegebenen Punktpaare ÄÄ^ und und wäre C irgend ein 
Pnnkt, welchem der zn ermittelnde Punkt C, entspricht, so besteht die Gleichung 
(AA^BC)=^A^AB^C^), 

oder 

AB ^_A^B^ 

A,B '' A^C ~ AB, • ~AC,' 

A C 

Diese Gleichung zeigt, dass der Werth des Verhältnisses welches die 

^ C/| 

Lage des Punktes C, anzweidcutig angibt, durch die zwei Punktpaare AA, BB, 
und den Punkt C vollkommen bestimmt ist. 

Wäre statt des Punktpaarcs BB, ein Doppelpunkt gegeben, oder würde 
man statt der zwei Paare von Punkten AA,, BB, die Lage zweier Doppel- 
punkte kennen, so wäre C, offenbar ebenfalls bestimmt. 

Der auf Strahlenbllschel sich beziehende Satz 58 kann in analoger Weise 
begründet werden. 

Wir wollen nnn die Aufgabe lösen : Wenn zwei Paare entsprechender 
Pnnkte AA,^ BB, einer involutoriseben Reibe gegeben sind, beliebige andere 
sich entsprechende Punkte durch Constrnction zu ei mittein. 

Zieht man einen beliebigen, durch A und A, gebenden Kreis (Fig. 19), 
dann einen zweiten, durch B und B, gehenden, welcher den ersteren schneidet 

und verbindet man die erhal- 
tenen Durebsebnittspunkte P 
und Q durch eine Gerade, so 
trifft letztere den Träger der 
invuluturischen Reibe im Invo- 
Intionseentrum. Denn ist G der 
liurcbscbnittspnnkt von PQ 
niit.AA,, so besteht bekannt- 
lich die Gleichung 

m . QG = AG . A,G= BG . B,G, 
woraus folgt, dass G das Centrum der Involution sein muss. (Satz 17.) 

Construirt man irgend einen dritten Kreis, welcher durch P und Q geht 
und den Träger der Reihe schneidet, so bilden die zwei Schnittpunkte CC, ein 
Paar sich entsprechender Punkte der involntorischen Reihe, da für dieselben die 
Gleichung gilt : 

PG . QG = AG . A,G^CG . C,G. 

Wäre demnach C gegeben und man sollte C, bestimmen, so hat man 
einen Kreis zn constmiren, welcher durch PQ und C gebt ; derselbe würde C, 
enthalten. 
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Aob der Lage des Punktes G gegen die twei, boziehungsweiso dorcb AA, 
and SB^ gebenden Kreise erkennt man sofort, ob die inrolutorisclie Reihe 
entgegengesetzt oder einstimmig verläuft, ob sic also Doppelpunkte besitzt oder 
nicht Liegt nämlich G ausserhalb beider Kreise, so ist die Reihe entgegen- 
gesetzt verlaufend, liegt aber dieser Pnnkt innerhalb der Kreise, so verläuft die 
Reibe einstimmig. Dies folgt ans dem Satze 49, nachdem A und A^ (sowie B 
und B^) auf verschiedenen Seiten von G liegen, wenn G sich innerhalb der 
Kreise befindet, während diese Punkte auf derselben Seite von G liegen müssen, 
wenn letzterer Punkt ausserhalb der Kreise gelegen ist. Man kann daher auch 
sagen : Wenn sich von G ans Tangenten an die Kreise ziehen lassen, so ist die 
involntorische Reibe entgegengesetzt verlaufend, lässt sich keine Tangente 
ziehen, so verläuft die Reibe einstimmig. 

Um fOr den Fall als die Reihe entgegengesetzt verläuft die Doppelpunkte 
DD' zu bestimmen , hat man nur ans dem Centralpunktc G eine Tangente an 
einen der beiden Kreise zu ziehen und die Entfernung dieses Punktes vom 
Berttbrungspunkte T auf dem Träger der Reihe von G aus beiderseits aufzu- 
tragen, so dass DG = D'G >= TG wird. Zufolge der angegebenen Construction 
ist nämlich 


TG'^=AG . A^G=DG^=D’G'% 
woraus sieb ergibt, dass D und D' Doppelpunkte sein mtlssen. 

Wird durch die drei Punkto PQD oder J'QD' ein Kreis gezogen, so 
berührt derselbe den Träger der Reihe in einem Doppelpunkte D oder D'. Denn 
jeder dorcb P und Q gehende Kreis schneidet den Träger dieser Reihe in zwei 
einander entsprechenden Punkten, folglich muss ein Kreis, dessen Durchschnitls- 
pnnkle coincidiren, der also den genannten Träger berührt, einen Doppelpunkt 
enthalten. 

Ans diesen Untersuchungen ergibt sich auch, dass wenn man mehrere in 
derselben Ebene befindliche Kreise, welche durch zwei gemeinschaftliche 
Punkte P<J geben, durch irgend eine Gerade schneidet, auf letzterer Geraden 
immer eine involntorische Ponktreibc zu Stande kommt. 

Wenn die Strecken, welche von den gegebenen Punkten AA^ und BB^ 
einer involntorischen Reihe begrenzt sind, sich übergreifen (Fig. 2U) , so kann 
zur l{estimroungdcs Cen- 
tralpuuktes und irgend 
eines dritten Paares sich 
entsprechender Punkte 
folgende einfache Con- 
struction angewendet 
werden. Man beschreibt 
über AA^ und über BB^ 
je einen Halbkreis und 
fällt ans dem Durchschnittspunkte P derselben eine Senkrechte auf den Träger 


(Fig. 20.) 
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der Reibe. Wie leicht eioznseheo, mnss der Fnsspankt G letzterer Senkrech- 
ten der Centralpankt der lovolDtion sein, da die Qieichung besteht: 

PG^ = AG . A^G = HG . B^G. 

Dass G immer zwischen A und Aj , sowie zwischen B und £, fällt, bedarf 
keiner weiteren Erklärung. Die Reibe ist also eine einstimmig verlaufende. 
(Satz 49). Man kann daraus scbliessen, dass eine involutoriscbe Reibe stets 
einstimmig verläuft, sobald zwei ihrer Strecken, deren jede von einem Paare 
sich entsprechender Punkte begrenzt wird, sich Ubergreifen , d. b. sobald ein 
Paar entsprechender Punkte durch ein anderes Paar solcher Punkte getrennt 
wird. Ist hingegen ein Paar entsprechender Punkte durch ein zweites nicht ge- 
trennt, so liegen (wie aus der in Fig. 19 dargestellten Constmetion zu ersehen 
ist) zwei entsprechende Punkte immer auf derselben Seite vom Centralpnnkte 
nnd die Reihe mnss entgegengesetzt verlaufen. 

Sind somit nur zwei Paare sich entsprechender Punkte einer involntori- 
seben Reibe gegeben, so kann man sofort entscheiden, ob die Reihe entgegen- 
gesetzt oder einstimmig verläuft. 

Auch über die Richtung des Verlaufens involutorischer Strahlenbflschel 
kann kein Zweifel bestehen, sobald nur zwei Paare entsprechender Strahlen 
gegeben sind. Wird nämlich Jedes Paar durch das andere getrennt, so verläuft 
der Bflscbel einstimmig, findet keine Trennung des einen Paares durch das 
andere statt, so ist der Büschel entgegengesetzt verlaufend. Oie Richtigkeit 
dieser Behauptung folgt ans den vorhergehenden Betrachtungen, wenn man sich 
die BOscbel durch eine beliebige Gerade geschnitten denkt. 

Wäre irgend ein fünfter Punkt C (Fig. 20) der in Rede stehenden Reihe 
gegeben nnd man hätte jenen Punkt 0, zu ermitteln , welcher dem Punkte C 
entspricht, so verbinde man C mit P und errichte in P eine Senkrechte auf CP; 
die so erhaltene Senkrechte schneidet AA^ im verlangten Punkte C,, denn es ist 
PG^ = CG . C^G=:AG A,G. 

Ans dieser Construction folgt, dass die Schenkel eines jeden rechten Win- 
kels, dessen Scheitel sich in P befindet und dessen Ebene durch den Träger der 
involutorischen Reibe geht, zwei entsprechende Punkte dieser Reihen enthalten. 
Man kann sich demnach vorstellen jede einstimmig verlaufende invo- 
lutorische Reihe sei durch die Schnittpunkte der Schenkel 
eines rechten Winkels mit einer in der Ebene desselben be- 
findlichen Geraden entstanden, wenn der rechte Winkel um 
seinen Scheitel so gedreht wird, dass er immer in dersel- 
ben Ebene bleibt. 

Hieraus folgt auch, dass es in jeder Ebene, welche eine einstimmig ver- 
laufende involutoriscbe Reibe enthält, zwei zu verschiedenen Seiten der Reibe 
liegende nnd von ihr gleich weit entfernte Punkte gibt, von denen ans jede durch 
entsprechende Punkte begrenzte Strecke dieser Reibe unter einem rechten 
Seh Winkel erscheint. 
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Da die Schenkel des gedrehten rechten Winkels einen StrahlenbQschel erzen- 
gen, dessen Schnitte die involntorische Reihe ist, so mnss dieser Strahlenbflschel 
selbst involntorisch sein. Nachdem ferner in letzterem je zwei sich entsprechender 
Strahlen anf einander senkrecht stehen , so bildet der durch Drehung des 
rechten Winkels entstandene BOschel eine rechtwinklige Involntion. (Satz 55). 

Sind zwei Paare entsprechender Strahlen oa, nnd bb^ (Fig. 21) eines in- 
volntorischeu Strablenbflscbels gegeben und man wollte die Norroalstrahlen 
rS| nnd r^s bestimmen , so 
kann man auf folgende Weise 
verfahren. Man constrnirt jeden 
der beiden gegebenen, zu einer 
Involution vereinigten Büschel 
8 nnd für sich, so dass ihre 
Mittelpunkte MM^ nicht coin- 
cidiren, gibt ihnen jedoch eine 
solche Lage , dass sie einen 
Strahl, etwa oa, entsprechend 
gemein haben, also perspccti- 
visch sind. Die Verbindungs- 
linie der Durchscbnittspnnkte 
B nnd £, zweier Paare sich 
entsprechender Strahlen (6h, 
nnd 6,6) muss offenbar der 
Trftger einer Punktreihe sein, 
von welcher S und 5, Scheine bilden. Wird nun ein Kreis beschrieben , dessen 
Mittelpunkt o in liegt , nnd welcher durch die Punkte M nnd ilf, geht, so 
müssen die Schenkel der entsprechenden rechten Winkel durch die Schnitt- 
punkte des Kreises nnd der Geraden BB^ geben. Verbindet man demnach 
mit einem dieser Schnittpunkte, etwa mit R, so ergibt sich ein Schenkel r jenes 
entsprechenden rechten Winkels, der dem Büschel S angehört und man bat 
schliesslich nur noch aus dem Mittelpunkte des gegebenen involutoriscben Bü- 
schels einen Strahl zu ziehen, der mit a denselben Winkel einscbliesst, welchen 
r mit oa, bildet um die Aufgabe gelösst zu haben. 

Wenn sich die Winkel, welche von je einem der gegebenen Paare 
entsprechender Strahlen oo, und 66, gebildet werden, nicht ttbergreifen, wenn 
also der involntorische Strahlenbüschel entgegengesetzt verlauft, so sind in 
demselben Doppelstrablen vorhanden nnd die Normalstrahlen lassen sich dann 
auch mit Benützung der Doppelstrahlen wie folgt bestimmen. Man schneidet den 
gegebenen Büschel durch eine beliebige Gerade, ermittelt in der als Schnitt 
sich ergebenden involutoriscben Reihe die Doppelpunkte, -verbindet letztere mit 
dem Mittelpunkte des Büschels, wodurch die Doppelstrahlen erhalten werden, 
und balbirt den Winkel, welcher von den Doppelstrahlen gebildet wird. Die 
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HalbiruDgslioie ist dann offenbar einer der Norinalstrableu, nachdem diese 
Strahlen den Winkel zweier Doppelstrablen bekanntlich immer halbiren. 

Wäre ausser den Strahlen aa^ nnd 6h, noch ein fünfter Strahl c gegeben 
nnd man wollte jenen Strahl c, bestimmen, welchem c entspricht, so schneidet 
man den gegebenen Büschel durch eine beliebige Gerade und conslmirt in der 
oben erklärten Weise den Punkt C, der involutoriscben Reihe AA^BB^CC^, 
welche durch den Schnitt des Büschels mit der Geraden zu Stande kommt. 

Nicht selten bildet eine Gerade g den Träger von zwei involntorischen 
Reihen R nnd R! und man hat jene Punkte von g zu ermitteln, welche sowohl 
in R, als auch in R! einander entsprechen. Wir wollen non zeigen, wie man 
solche Punkto bestimmt, und unter welchen Umständen keine reellen derartigen 
Punkte vorhanden sein können. Die Reihe R denken wir uns aus den projecti- 
viscben Reihen r, r,, die Reihe R! ans den projectiviseben Reiben r', r\ gebildet 
und setzen im allgemeinen voraus, dass keine der Reihen, welche R bilden, den 
Reihen, aus welchen R besteht, projectiviscb verwandt sei. 

Bezüglich des Verlaufens von R und R können drei verschiedene Fälle 
eintreten : 

1. beide Reihen verlaufen einstimmig. 

2. Eine Reihe verläuft einstimmig, die andere entgegengesetzt. 

3. Beide Reihen verlaufen entgegengesetzt. 

Im Falle 1 gibt es auf jeder Seite von g einen Punkt P (Fig. 20), in 
welchem sich alle Kreise schneiden, die Ober den von entsprechenden Punkten 
begrenzten Strecken von R aus einem in g liegenden Mittelpunkte beschrieben 
werden. Für R’ existirt ebenfalls zu beiden Seiten von g ein Punkt R, der 
dieselbe Bedeutung bezüglich R hat, wie P für R. Jener Kreis, welcher durch 
P und P' gebt nnd dessen Mittelpunkt in g liegt, schneidet g in zwei Punkten, 
die einander sowohl in R, als auch in R entsprechen. 

Nimmt man im Falle 2 an 22 verlaufe einstimmig nnd R entgegengesetzt, 
so gibt es für 22 zu beiden Seiten von g einen Punkt P von der eben erklärten 
Bedentong. Wird P mit den Punkten von R durch gerade Linien verbunden, 
so erhält man einen involntorischen Strahirnbttschel, dessen Normalstrahlen die 
Gerade g offenbar in Punkten treffen, welche einander sowohl in 22, als auch io 
22' entsprechen. 

Im Falle 3 haben beide involutorische Reihen Doppelpunkte, welche DD' 
und (ItF heissen mögen. Jene Punkte CC, von g, welche sowohl DD', als am h 
(Uf harmonisch trennen, sind offenbar entsprechende Punkte in beiden Reihen 
22 und 22’. Betrachtet man DD' und M' als zwei Paare ciitsprcchcndor Punkte 
einer involutorischcn Reihe und bestimmt, wie oben erklärt wurde (Fig IB) die 
Doppelpunkte dieser Reihe, so erhält man die Punkte CC^. Nachdem die 
involutorische Reihe^ welche durch DD', dd' bestimmt wird, nur dann reelle 
Doppelpunkte hat, wenn sie entgegengesetzt verläuft, was immer der Fall 
ist, wenn DD' durch die Punkte d(C nicht getrennt werden, so gibt es immer 
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zwei reelle Punkte CC,, ausser in dem Falle, wenn die Strecken DD' und d(f 
sieb tbeilweise üborgreifen. 

Für zwei concenlrisch liegende involutorisebe StrablenbUschel ergeben 
sieb analoge Resultate, wir können somit bebaupten ; 


Zwei auf derselben 
Geraden befindlicbc iuvolu- 
torisebe Punktreiben baben 
immer ein gemeinscbaftlicbcs 
Paar entsprecbeiider Punkte 
ausser in dem Falte, wenn 
beideReiben entgegengesetzt 
verlaufen und die Doppel- 
punkte der einen Hei liodureb 
jene der anderen Reibe ge- 
trennt werden. 


Zwciconceiitriscbe invo- 
Intoriscbe S tr ab Ic n bo seb el 
haben immer ein gemein- 
sebaftliebes Paar entspre- 
che oder Strahlen ausser in 
dem Falle, wenn die beiden 
Büschel entgegengesetzt ver- 
laufen unddic Doppelstrahlen 
des einen Büschels durebjene 
des anderen Büschels getrennt 
werden. 


n Ebenenbttsehel Ihre projeetlvis4'hrii Beziehungen zu den Übrigen Orundge- 
bilden der ersten Stnfe. 

Die Durchschnittspunkte der Ebenen eines Ebenenbüschels mit einer 
beliebigen Geraden, welche die Axe des Büschels weder schneidet noch zu ihr 
parallel ist, bilden eine Punktreihe, die man als einen geradlinigen Schnitt des 
Büschels anschen kann. Bcliuden sieb eine Punktreihe und ein Ebencnbüschel 
in solcher Lage gegen einander, dass die Reihe einen geradlinigen Schnitt des 
Büschels bildet, so sagt man, dass die beiden Grundgebilde gegen einander 
perspectivisch liegen oder kürzer, dass sie perspectirisch sind. 

Eine Punktreihe R und ein Ebenenbüscbel E sind projectivisch verwandt, 
wenn es eine gegen E perspectivisch liegende Punktreihe B, gibt, welche mit 
R projectivisch verwandt ist. Sind A und A, irgend zwei einander entsprechende 
Punkte der Reiben R und B, und bezeichnet man durch a jene Ebene des 
Büschels, welche durch Aj geht, so werden A und a entsprechende 
Elemente der Reibe B und des Büschels genannt. Liegen eine Punktreihe und 
ein ihr projectivisch verwanilier EbcnenbUschcl nicht perspectivisch, so sagt 
man, dass sie eine schiefe Lage gegen einander haben. Eine Punktreihe, 
welche gegen einen Ebencnbüschel perspectivisch liegt, ist selbstverständlich 
mit dem letzteren immer auch projiictivisch verwandt. 

Schneidet man einen Ebencnbüschel durch irgend eine Ebene, welche die 
Axe nicht enthält, so ist der entstehende Schnitt ein Strahlenbüschel, dessen 
Mittelpunkt der Durchschnittspunkt der schneidenden Ebene mit der Axe ist. - - 
Wenn ein Strahlenbüscbel und ein Ebenenbüscbel sich in solcher Lage gegen 
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einander befinden, dass der erstere einen ebenen Schnitt des letzteren bildet, 
so sagt man, dass die beiden Grnndgebilde gegen einander perspectiv iscb 
liegen oder kürzer dass sie perspectivisch sind. 

Ein Ebenen- and ein StrablenbQschel sind projectivisch verwandt, wenn 
sie dnrcb je eine Gerade so gescbnilten werden können, dass die entstehenden 
Pnnktreihen projectivisch werden. 

Heissen diese Pnnktreihen li und ü, und sind Ä and irgend zwei 
entsprechende Punkte derselben, so nennt mau jene Ebene und jenen Strahl, 
welche beziehungsweise durch A und A^ gehen, entsprechende Elemente 
der beiden Büschel. 

Jeder StrablenbOscbel, der gegen einen Ebenenhüschel perspectivisch 
liegt, ist oflTenbar mit letzterem projectivisch verwandt. Von einem Ebenen- 
büscbel und einem mit demselben projectivisch verwandten Strablenbüschel 
sagt man, wenn sie nicht perspectivisch liegen, dass sie sieb in schiefer 
Lage gegen einander befinden. 

Ist die einen Ebenenhüschel schneidende Ebene parallel zur Axe des 
letzteren, so entsteht als Schnitt ein Parallelstrahlenbüschel. 

60. Zwei projectivisebe concentrische Strahlenbüschel, 
welche einen Strahl entsprechend gemein haben und nicht 
in derselben Ebene liegen, bilden ebene Schnitte ein und 
desselben Ebenenbüschels; man sagt daher von solchen 
Strahlen bü sehe ln auch, dass sie perspectivisch liegen. 

Der Beweis für diesen Satz kann wie folgt geführt werden. Die beiden 
Strahlenbüschel nennen wir S nnd S, und den Strahl, welchen sie entsprechend 
gemein haben, a. Schneidet man sowohl S, als auch Sj durch je eine zu a 
parallele Gerade, so ergeben sich zwei Punktreihen B und R^, welche ähnlich 
sein müssen , da sie projectivisch sind und ihre unendlich fernen Punkte, 
nämlich die Durebsebnitte der schneidenden Geraden mit a, einander entsprechen. 
Nachdem B und B^ einen Punkt, und zwar den unendlich ferneu, entsprechend 
gemein haben, so liegen sie perspectivisch (Satz 4) und sind daher Schnitte ein 
und desselben StrahlenbUscbels S^, dessen Mittelpunkt wir Jf, nennen wollen. 
Wie leicht einznsehen enthält jede Ebene, welche durch ein Paar entsprechender 
Strahlen von S und S^ gelegt wird, einen Strahl des Büschels nnd geht somit 
durch Af, ; da jede solche Ebene aber, auch durch den gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt M der Strablenbüschel S geht, so haben alle durch je ein Paar 
entsprechender Strahlen der zuletzt genanntun Büschel gebende Ebenen die 
Verbindungslinie der Punkte M und gemein und bilden somit einen 
Ebenenhüschel. Es erscheint demnach obiger Satz gerechtfertigt. 

61. Wird ein Ebenenhüschel durch beliebige Ebenen 
geschnitten, so liegen je zwei der entsprechenden St ra hie n- 
bOschel gegen einander perspectivisch, sie sind demnach 
alle projectivisch verwandt. Sind die schneidenden Ebenen 
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parallel and schneiden sie die Axe des EbenenbOschels, in 
endlicher Entfernung so entstehen congruente Strahlen- 
b fl s ch el ; si n d si e u n t e r si c b und znrAxe des Ebenenbflsch eis 
parallel, so entstehen ähnliche Parallelstrahlenbflschel. 

Dass je zwei der sich als Schnitte ergebenden Strahlenbflschel S und S, 
perspectivisch liegen, ist leicht einzuschen, wenn man daran denkt, dass die 
Ebenen zweier solcher BOscbel sich im allgemeinen in einer Geraden schneiden 
mflssen, deren Darchscbiiittspunkto mit den einzelnen Elementen des Ebenen- 
bflschels zugleich die Dnrchscbnittspunkte zweier Strahlen von S und S^ sind. 
Ans dem Umstande aber dass jo zwei der sich als Schnitt ergehenden Strahlen- 
bflscbel perspectivisch liegen ergibt sich unmittelbar, dass je zwei derselben, 
folglich alle untereinander projectivisch verwandt sein mflssen. 

Uebrigens folgt der obige Satz auch daraus, dass von je zwei der iu Rede 
stehenden Strahlenbflschel der eine immer als die Projection des anderen 
betrachtet werden kann. Als Projectionscentrum kann man offenbar jeden in der 
Axe des Ebenenbflschels gelegenen Punkt annebmen. 

Die Behauptung, dass parallele eben« Schnitte eines Ebenenbflschels 
congruente Strahlenbflschel sind, bedarf wohl keines Beweises. — Was 
schliesslich die Entstehung ähnlicher Parallelslraülenbflschel durch schneidende 
Ebenen anbelangt, welche unter sich und parallel zur Axe des Ebenenbflschels 
sind, so kann der hierauf bezügliche Tbeil des obigen Satzes damit gerechtfertigt 
werden, dass mau annimmt der Ebenenbflscbel, sowie die schneidenden Ebenen 
wflrden durch irgend eine zur Axe nicht parallele Ebene gosebuitten. Der so 
entstehende Strahlenbflschel und die parallelen Ebenen schneiden sich in 
ähnlichen Punktreihen, deren Scheine die fraglichen Parallelstrahlenbflschel 
sind, daher mflssen letztere ebenfalls ähnlich sein. 

62. Wird ein Ebenenbflscbel dnreb beliebige Gerade 
g eschnitten, so sind alle auf diesen Oerad en sich ergebende 
Pnnktreibenprojectivisch verwandt. Sind die schneidenden 
Geraden zu ein und demselben Elemente des Ehenenbaschels 
parallel, so entstehen ähnliche Punktreihen. Treffen sich 
zwei der schneidenden Geraden, so liegen die Panktreiben, 
deren Träger diese Geraden sind, perspectivisch und ihr 
Projectionscentrum befindet sich in der Axe des Ebenen- 
bflscbels. 

Um diess einzusehen denke man sich durch jede der Panktreiben eine 
beliebige Ebene gelegt, welche den Ebenenbflschel schneidet. Die als Schnitte 
sich ergebenden Strahlenbflschel sind nach Satz 61 projectivisch verwandt, folglich 
mflssen es auch die in Rede stehenden Pnnktreiben sein, welche gegen sie 
perspectivisch liegen. 

Dass durch schneidende Gerade, welche zn ein nnd derselben Ebene des 
EbenenbOschels parallel sind, ähnliche Pnnktreiben entstehen mflssen, lässt 
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sich wie folf;t beweisen. Nennen wir der Kürze des Aosdrackes wegen R and 
die bieden Punktreihen und sind A und A, zwei ihrer Punkte, welche in 
derselben Ebene des Büschels liegen, so entsprechen sich A und A,. Ist die 
Ebene, in der sich diese zwei Punkte beänden, parallel zu R und R^ , so liegen 
A und A^ in unendlicher Entfernung und da sie entsprechende Punkte sind, 
so müssen R und i2, ähnlich sein. 

Der Beweis für den letzten Thcil des obigen Satzes ergibt sich aus dem 
Umstande, dass der Punkt, in welchem zwei der sieb schneidenden Geraden sich 
treffen, ein Punkt sein muss, der den auf beiden Geraden belindivhen Pnnkt- 
reilien entsprechend gemein ist und dass ferner, wenn man durch beide Gerade 
eine Ebene legt, der entstehende ebene Schnitt ein Strahleubüscliel ist, dessen 
Ccntrnm in der Axe des Ebencnbüschels gelegen sein muss. 

Bezüglich der Schnitte eines Parallcl-Ebcnenbttschels mit Geraden und 
Ebenen gilt der leicht zu beweisende Satz : 

63. Wird ein Parallel-Ebencnbüschel durch beliebige 
Gerade geschnitten, so sind alle entstehenden Punktreihen 
einander ähnlich. Sind die schneidenden Geraden parallel, so 
ergeben sich congruente Reihen. Wird ein solcher Ebenen- 
buschel durch beliebige Ebenen geschnitten, so sind die 
Schnitte ähnliche Parallcl-Strahleubüschcl; sind die schnei- 
denden Ebenen unter einander parallel, so werden letztere 
Büschel congruent. 

Von eiuem EbenenbUsclicI, der gegen eine Punktreihe, oder einen Strah- 
lenbüschcl pcrspectivisch liegt, sagt man, dass er für das betreffende Grundge- 
bilde projicire n d sei. Liegen zwei Punktreihen gegen ein und denselben 
Ebcncnbüscbel pcrspectivisch, so kaun man jede von ihnen als Projection der 
anderen auffasseu. Analoge Beziehungen linden bezüglich zweier Strahlenbu- 
schel statt, welche sich als Schnitte desselben Ebenenbttschels ergeben. Die 
Elemente des letzteren können in beiden Fällen alsprojicireude Ebenen 
betrachtet werden. 

Ist ein Strahlcnbüschel der Schnitt eines Ehenenbüschcls, so sagt man 
auch, dass letzterer ein Schein des ersteren Büschels sei. 

Schneidet man zwei Ebencubfischel durch je eine Gerade und sind die 
cntsichendcn Pnnklrcihcn projeclivisch , so sagt man, dass die beiden Büschel 
projcctvisch verwandt sind. 

Heissen die beiden Punktreihen, welche S< linittc der Büschel K und 
sind, beziehungsweise R und if, und bezeichnet man durch A und .d, irgend 
zwei entsprechende Punkte dieser Reihen, so nennt man die Ebene des Büschels 
E, welche durch den Punkt A geht, und die durch A, gehende Ebene des Bü- 
schels Ef entsprechende Elemente beider Ebencnhüschcl. 

Man kann übrigens in zwei Grundgebildc.i der ersten Stufe jedem Ele- 
mente des einen ein bestimmtes Element des andern als entsprechend znwei- 
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S6D abgesehen davon ob die beiden Gebilde projectiviscb sind oder nicht. Von 
xwei solchen Gmndgebilden sagt man, dass sie auf einander bezogen sind. 

Ans der Erklftrnng Ober die projectivische Verwandtschaft zweier Ebenen- 
büschel nnd den S&lzen 61, 62 ergibt sich ; 

64. Alle geradlinigen and ebenen Schnitte beliebig 
vieler projectivischer EbenenbOschel sind unter einander 
projectiviscb verwandt. 

Mit Hilfe des Satzes 1 and des letzteren l&sst sich folgender die Grand - 
gebilde der ersten Stofe betreffende allgemeine Satz rechtfertigen ; 

6Ö. Wenn zwei Grandgebilde der ersten Stofe projec- 
tiviscb verwandt sind, so müssen sie es auch unter ein- 
ander sein. 

Um diesen Satz naebzoweisen sollte man strenge genommen alle 18 
Fälle, die er amfasst, besonders betrachten 

Insoferne sich derselbe anf Pnnktreibeu and StrahlcnbOschel bezieht, 
wurde er bereits erörtert (Satz 1). Oa es zu weit fahren würde alle übrigen 
Fälle zu behandeln, so wollen wir nur einige nntersnehen, in welchen auch Ehe- 
neiibOschel vorausgesetzt werden. 

Sind z. B. eine Ponktreihe R and ein Ebenenbüschel E mit einem Strah- 
lenbflscbel S projectiviscb, so müssen auch R nnd E projectiviscb sein. Dies 
lässt sich wie folgt zeigen. Da R and S project vi^ch sind, so muss S der Schein 
einer Ponktreihe B, sein, welche mit R projectiviscb ist. Da ferner E nnd S 
projectiviscb sein sollen, so ist S der Schein einer Reihe R.^, welche mit einer 
gegen E perspectivisch liegenden Reihe B, projectiviscb ist. Nachdem nun B, 
and B, Schnilte ein and desselben Slrahlenbüschcls sind, so müssen sie projec- 
tiviscb sein, folglich sind B and B,, also auch B und E projectiviscb. 

Hat man zwei Punktreihen B and B,, welche beide mit einem Ebeoen- 
büschel E projectiviscb sind and es soll naebgewiesen werden , dass B und B, 
in Folge dessen auch anter sich projectiviscb sein müssen, so kann man wie folgt 
verfahren. Da B nnd E projectiviscb sein sollen , so muss E für eine Pnukt- 
reihe B, projicirend sein, welche mit B projectiviscb ist. Ebenso muss cs eine 
gegen E perspectivisch liegende Punktreibe B, geben, welche mit B, projectiviscb 
ist, nachdem auch Bj and Bprnjectivisch sein sollen. Nachdem nnoB^andi^ nach 
Satz 62 projectiviscb sind, so ist B mit B,, also auch mit Bj projectiviscb verwandt. 

Anf ähnliche Art kann man den beweis für alle übrigen möglichen Fälle 
durchführen. 

Schneidet man einen Ebenenbüschel durch eine Ebene, welche senkrecht 
auf der Axe steht ond heissen die Schnitte dieser Ebene mit zwei Elementen 
o and ß des Büschels a nnd b , so gibt der Winkel ab die Grösse des 
Fläcbenwinkels aß an. 

Sind Ä and B irgend zwei Punkte einer Ponktreihe B, welche mit einem 
Ebenenbüschel projectiviscb verwandt ist, nnd heissen aß die den Punkten AB 
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entsprechenden Ebenen des letzteren , so sagt men , dass die von A nnd B 
begrenzte Strecke nnd der von a nnd ß gebildete Flachenwinkel sich ent- 
sprechen. 

Ist ein StrablenbQscbel S mit einem EbenenbOschel projectiviscb verwandt 
nnd entsprechen den Strahlen a nnd b des ersteren die Ebenen a nnd ß des 
letzteren, so nennt man die Winkel ab nnd aß einander entsprechende 
Winkel. 

Bezeichnen a nnd ß irgend zwei Ebenen eines Ebenenbttschels nnd “i/^i 
die den Ebenen aß entsprechenden Elemente eines zweiten Ebenenbhschels , so 
werden die Fläcbenwinkel aß und a,/$, entsprechende Winkel genannt. 

Wenn ein EbenenbOschel dnrch eine Ebene geschnitten wird , welche anf 
seiner Axe senkrecht steht, so ist jeder Winkel des sich als Schnitt ergebenden 
StrablenbOschels dem ihm entsprechenden Flächenwinkel des EbenenbOschels 
gleich. Es muss demnach ancb das Doppelverbältniss von vier Strahlen tÜKd 
des in Rede stehenden StrablenbOschels dem Doppelverh&ltnisse der diesen 
Strahlen entsprechenden vier Ebenen aßyd des EbenenbOschels gleich sein. Nno 
sind aber alle ebenen nnd geradlinigen Schnitte eines und desselben EbenenbO- 
schels onter einander und mit letzterem projectiviscb verwandt (Sätze til and 
62), es ranss also das Doppelverbältniss von vier beliebigen Elementen irgend 
einer Panktreihe oder eines StrablenbOschels dem Üoppelverbältnisse der diesen 
Elementen entsprechenden Ebenen eines EbenenbOschels gleich sein , wenn 
letzterer mit den genannten Qmndgebilden projectiviscb verwandt ist. Ans dem 
Satze 64 and ans den zuletzt angestellten Betrachtungen folgt auch, dass wenn 
zwei EbenenbOschel projectiviscb verwandt sind, das Doppelverbältniss von vier 
beliebigen Elementen des einen BOscbels dem Doppelverhältnisse der diesen 
Elementen entsprechenden vier Ebenen des anderen BOscbels gleich sein muss. 
Es lässt sich demnach folgender allgemeinere Satz anfstellen : 

66. Sind zwei Grnndgebilde der ersten Stofe projec- 
tiviscb verwandt, so ist das Doppelverbältniss von beliebigen 
vier Elementen des einen Gebildes gleich dem Doppelver- 
bältnisse der diesen vier Elementen entsprechenden Elemente 
des anderen Grnndgebild es. 

Bezeichnet man also durch ABCD vier beliebige Elemente einer Pankt- 
reihe B, welche mit einem StrahlenbOscbel S und einem EbenenbOschel E pro- 
jectivisch verwandt ist, und heisseu abcd und aßyd beziehungsweise die Elemente 
von S nnd E, welche den Punkten A BCD entsprechen, so bestehen die Gleichungen : 
AC AD sin ac sin ad sin ay _ sin aS 

BC ’ BD sin bc ' sin bd sin ßy ' sin ßd' 

welche man symbolisch auch schreibt: 

(ABCD) = (abcd) = (aßyd). 

FOr zwei projectiviscb verwandte EbenenbOschel E und £, wOrde die 
Gleicbnng gelten: 
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(o/Sy<J)=(o,/S,y,<>,) 

wenn aßyd vier beliebige Elemeote von £ und a,/9,/jd, die den genannten 
Elementen entsprechenden des Boscbels E bezeichnen. 

Der Satz 66 Iftsst sieb aneb nmhebren, wodnrcb sieb ergibt : 

67. Ist das Doppelverh&ltniss von beliebigen vier 
Elementen eines Ornudgebildes der ersten Stnfe gleich 
dem Doppelverbältnisse der entsprechenden vier Elemente 
eines zweiten solchen Gebildes, so sind die beiden Ornnd- 
gebilde projecti viscb verwandt. 

Bezflgtich der Pnnktreihe and des StrahlenbOschels wurde dieser Satz 
bereits naebgewiesen (Sätze 3, 6, 9), es erübrigt also noch zu zeigen, dass er 
aneb bezüglich eines Ebenenbflscfaels und irgend eines zweiten Orundgebildes 
der ersten Stnfe gilt. Wir beschränken uns darauf, von den möglichen drei 
Fällen, welche hier eintreten können nur einen zu betrachten, da es nicht 
schwer fällt die betreffenden Beweise darcbznfOhren. Nehmen wir z. B. an das 
Doppelverhältniss von vier beliebigen Pnnklen einer Pnnktreihe B sei gleich 
dem Doppelverbältnisse der vier diesen Punkten entsprechenden Ebenen 
eines Ebenenbflscbels E, so muss jener Strahlenbüschel S, der zu Stande 
kommt, wenn mau einen gegen die Axe des Büschels E senkrechten Schnitt 
führt, nach Satz 9 mit R projectiviscb verwandt sein. Da ferner nach Satz 64 
jeder geradlinige Schnitt des EbenenbOschels E mit S projectiviscb verwandt 
ist, BO müssen auch R und E projectiviscb sein. 

Zwei EbenenbOscbel befinden sich in perspectiviseber 
Lage, oder sind perspectiviscb, wenn sie gegen ein und 
denselben Strahlenbüschel perspectiviscb liegen. Solche 
Ebenenbüscbel sind demnach Scheine ein und desselben Strahlenbüscheis und 
letzterer bildet einen gemeinsamen Schnitt der ersteren, welcher der 
perspectiv! sehe Durchschnitt der zwei Ebenenbüscbel genannt wird. 
Ans dieser Erklärung folgt unmittelbar, dass die Axen von zwei perspectivischen 
Ebenenbüscheln sich schneiden müssen ; der Durebsebnittsponkt befindet sich 
im Mittelpunkte des Strablenbüschels, dessen Scheine die beiden Ebenen- 
büschel sind. 

68. Wenn zwei Ebenenbüscbel, deren Axen sich 
schneiden, für ein und dieselbe Pnnktreihe projicirend 
sind, so liegensie gegen einander perspectiviscb. 

Um dies einzuseben, denke man sich durch die Pnnktreihe und den 
Dnrcbscbnittspnnkt der Axen eine Ebene gelegt, welche beide Ebenenbüschel 
schneidet. Der mit letzteren sich ergebende Schnitt ist dann offenbar ein 
einziger Strahlenbüschel, von welchem die Ebenenbüschel Scheine sind, woraus 
folgt, dass diese Büschel gegen einander perspectiviscb liegen. 

Wenn die Axen zweier Ebenenbüschel sich schneiden, so kann es sein, 
dass die Ebene des einen Büschels, welche durch beide Axen geht, jener Ebene 
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des aodero Büschels entspricht, welche ebenfalls durch beide Axen gebt. In 
diesem Falle sagt man. dass die beiden EbenenbQschel ein Element, nämlich die 
durch beide Axen bestimmte Ebene entsprechend gemein haben. Wie 
leicht einznsefaen, müssen umgekehrt die Axen zweier EbenenbUscbel, welche 
ein Element entsprechend gemein haben sollen, sich schneiden, nachdem sie 
ja beide in diesem Elemente liegen. 

69. Wenn zwei projectivische Ehenenbüschel ein Element 
entsprechend gemein haben, so liegen sie gegen einander 
perspectiviscb. 

Denkt man sieb die beiden Büschel durch irgend eine Ebene geschnitten, 
so entstehen zwei Strablenbüscbel i9 und S,, welche in derselben Ebene liegen 
und einen Strahl entsprechend gemein haben. Da nun S und S, demzufolge 
gegen einander perspectiviscb liegen müssen, so schneiden sie sich in einer 
Punktreihe. Für diese Reibe ist jeder der zwei Ebenenbüschel projicirrnd, 
folglich beünden sich letztere, da auch ihre Axen sich schneiden nach Satz 68 
in perspectivischer Lage. 

Ans dem Satz 69 gebt hervor, dass man zwei projectivische Ebenen- 
büscbel immer dadurch in perspectivisebe Lage bringen kann , dass man zwei 
ihrer Elemente, welche sieb entsprechen, zur Coincidenz bringt 

70. Befinden sich die drei Dnrchschnittslinien von drei 
Paaren sich entsprechender Elemente zweier projectivischer 
EbenenbOscbel in derselben Ebene, so sind die beiden 
Büschel gegen einander perspectiviscb gelegen. 

Der Beweis für diese Behauptung lässt sich leicht hersteilen, wenn man 
zuerst zeigt, dass die drei Durchsi-bnittslinien, welche wir durch abc bezeichnen 
wollen, zufolge der Voraussetzung, dass sie in einer und derselben Ebene liegen, 
sich in einem Punkte schneiden müssen, der den Axen der beiden Ebenen- 
bttsehel gemeinschafilich angebürt Nennen wir die beiden Ebenenbüschel E und 
£, und die Elemente von EumiE,, welche mit den ihnen entspreehenden 
Elementen die Schnitte abc g<'uen , beziehungsweise aßy und f'ißiYi 
Nachdem a in der Ebene er und b in der Ebene ß gelegen i.st und zufolge der 
gemachten Voraussetzung dass a und b sich selincideu sollen, kann dieser 
Durchschnitt nnr ini Schnitte von a und ß, also in der Axo des Büschels E 
statttiuden. Dasselbe gilt offenbar für ac und für bc, cs müssen sich daher a,b 
und c in ein und demsnlben Punkte der genannten Axe treffen. Da man ferner 
dieselbe Betrachtung auch bezüglich des Büschels £, anstellen kann, so gelangt 
man zu dem Resultate, dass abc sich auch in ein und demselben Punkte der 
Axe von £, schneiden, woraus folgt, dass die Axen von E und E^ im Dnrch- 
schnittspunkte von abc Zusammentreffen müssen. 

Schneidet man uuii beide Büschel durch jene Ebene, in weicher sich abc 
befinden, so erhält man als Schnitte zwei projectivische StrahlenbOschcl, welche 
die drei Geraden abc, also nach Satz 10 alle ihre Elemente entsprechend 
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gemein haben. Die Ebene der Geraden abc schneidet somit E und in ein 
und demselben StrahlenbUschcl, was nur dann möglich ist, wenn die beiden 
Ebenenbttscbel perspectiviscb Hegen. 

Von zwei Grandgebilden der ersten Stnfe, welche nicht perspectiviscb 
sind, sagt man, dass sie sieb in schiefer Lage gegen einander befinden. 
Zwei EbenenbOscbel liegen demnach schief gegen einamler, wenn ihre Axen 
sich nicht schneiden, oder, in dem Falle als ein Zusammentreffen der Axen 
statlhndet, wenn die Ebene, welche durch beide Axen bestimmt wird, den beiden 
BOscbeln nicht entsprechend gemein ist, oder endlich, wenn die Dnrehschnitts- 
linien von drei Paaren sich entsprechender Ebenen nicht in ein und derselben 
Ebene liegen. 

Wenn zwei EbenenbDschel drei ihrer Elemente entsprechend gemein 
haben, so haben sie alle ihre Elemente entsprechend gemein, wovon man sieb 
leicht Überzeugen kann, wenn man annimmt, beide Rtlscbel würden durch irgend 
eine Ebene geschnitten. Der entstehende Schnitt wäre offenbar ein einziger 
Strahlenbflschel ; denn nimmt man anch au, dass sich zwei Strahlcnbaschel 
ergeben, so müssten dieselben nach Satz 10 identisch sein, da sie drei ihrer 
Elemente, nämlich diejenigen, welche in den drei gemeinschaftlichen Ebenen der 
Ebcncnbüscbel liegen, entsprechend gemein haben. - — Mit Rücksicht auf den 
eben erwähnten Satz lässt sich nun der folgende, allgemeinere aufstcllen : 

71. Wenn zwei gleichartige projec tivische Grnnd- 
gebildc der ersten Stufe drei ihrer Elemente entsprechend 
gemein haben, so haben sic alle ihre Elemente entsprechend 
gemein und sind daher identisch. 

Eine Verallgemeinerung des Satzes 11 ist der nachstehende; 

72. Will man zwei Grundgcbilde der ersten Stnfe 
projectivisch atif einander beziehen, so kann man in jedem 
derselben drei Elemente beliebig wählen und einander als 
entsprechend zu weisen; jedem vierten Elemente des einen 
Grundgebildes entspricht dann ein durch diese Annahmen 
vollkommen bestimmtes Element des anderen. 

Nachdem dieser Satz, insofemc er sich auf Pnnktreihen and Strahlcu- 
büschel bezieht, bereits nachgewiesen wurde (Satz 11), so haben wir denselben 
nur mehr für jene Fälle zu rechtfertigen, in welchen eines der zwei Grund- 
gebiUle ein EbenenbQscbel ist, oder alle beide EbcncnbUschel sind. Die Beweise 
für diese Fälle lassen sich mit Hilfe des Satzes 1 1 immer leicht durchführen ; 
wir wollen daher nur einen der letzteren betrachten. Sind z. B. drei Ebenen 
(tiiy eines Ebencnbttschels E, ein mit E projectivisch verwandter Strahlcn- 
buschel S und drei Elemente ubc des letzteren gegeben, welche den Elementen 
ttfiy entsprechen sollen, so sind alle Elemente von E vollkommen bestimmt. 
Schneidet man nämlich ußy durch irgend eine Ebene, so erhält man als Schnitt- 
linien drei Strahlen «,f<,c, eines Strahlenbttschels S,, welcher gegen E pcrspec- 
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tivisch liegt and mit <S projectivisch verwandt ist. Da abc nnd a,6,e, sich 
entsprechen, so kann zn jedem beliebigen Strahle d des BOschels 8 ein Strahl 
dj des Büschels 8^, aber auch nnr einer, ermittelt werden, es erscheint 
daher jene Ebene, welche durch den Strahl d, geht, vollkommen bestimmt. 
Nachdem nun d beliebig gewählt wurde, so muss auch jedem anderen Strahle 
von S eine bestimmte Ebene von E entsprechen, woraus folgt, dass alle Elemente 
von E durch die gemachten Voraussetzungen unzweideutig bestimmt sind. 

73. Wenn zwei Grnndgebilde der ersten Stufe so auf ein- 
ander bezogen sind, dass jedem Elemente des einen ein einziges 
Element des anderen entspricht, so sind die beiden Ornndge- 
bilde projectivisch verwandt. 

Zunächst wollen wir diesen Satz für den Fall naebweisen , in welchem er 
sich auf zwei Pnnktreihen bezieht. Nennen wir R und J?, die zwei Reihen und 
AAf, CC^ irgend zwei Paare sich entsprechender Punkte, so muss unserer Vor- 
aussetzung zufolge die Gleichung bestehen: 


AC . AjCj mAC-j- nAjCj=0, a 

da jede Gleichung, aus welcher sich nur ein einziger Werth für die Strecke A^C^ 
ergibt, wenn man .,4C als gegeben betrachtet, diese Form bat. 

Ist ein drittes Paar sich entsprechender Punkte, so kann man in a 

AC=AB+ BC 
nnd 

-I- S,C, 

setzen, wodurch man erhält : 

BC . S,C, -I- (m-\■A^B^) BC-\-(n-\-AB) B,C^ AB . A^B, -f 
-t- mAB-\-nA^B, =0. 


In dieser Gleichung ist die Summe der drei letzten Glieder des links voiu 
Gleichheitszeichen stehenden Tbciles gleich Null, da B nnd N, entsprechende 
Punkte sind : man hat also : 

BC , Bl Ci -|— (wi -j— Al Bl ) BC -|- (w -|— AB) 0, - — 0. ... ß 
Ans u ergibt sich nun 


aus ß 


es ist also 


AC=- 


nA, Ci 
III A,C, ’ 


(w -j- AB) Bl Ci (fl AB) 21, C, 

m AiBi -|- S| C, m -|- A, C, 


n A^ 

BC~ n + AB ■ B^i 

Setzt man statt CC, in letzterer Gleichung irgend ein anderes Paar sich 
entsprechender Punkte DD, , so ergibt sich ; 

AD n A,D, 

DD“ fi + AJB D,D, 
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und durch Division der beiden zuleUt anfgestellten Oleicbnngen ; 

4c AB _A^C^ 

BC BD~ B, C\ • B~D, ' 

oder 

(ABCD) = (A,B,C,D,). 

Das Doppelverbältniss der beliebigen vier Punkte ABCD von R ist somit 
gleich dem Doppelverhältnisse der diesen Paukten entsp^el^llcnden A,B,C,D, 
von B,, woraus folgt, dass R und R, projectivisch sind. 

Dieses Ergebniss lässt uns scbliessen, nachdem man jeden StrahlenbOschel 
als den Schein einer Panktreibe und jeden EbenenbUschel als den Schein eines 
StrablenbQscbels betrachten kann, dass nicht bloss zwei Pnnktreihen , sondern 
irgend zwei Grondgebilde der ersten Stufe überhaupt projectivisch verwandt 
sein müssen, wenn jedem Elemente des einen Gebildes ein einziges des anderen 
entspricht. 

74. Zwei ungleichartige projectivische Grondgebilde der 
ersten Stofe liegen perspectivisch, wenn drei Elemente des 
einen Gebildes durch die drei diesen Elementen entspre- 
chenden des anderen Gebildes gehen, oder in ihnen liegen. 

Für die Punktreihe und den Strahlenbüschel wurde der Beweis hiefOr 
bereits gegeben (Satz 12). Es erübrigt also noch zu zeigen, dass eine Punktreihe 
oder ein Strahlenbüschel gegen einen projectivisch verwandten EhenenbUschel 
perspectivisch liegen, wenn drei Ebenen des letzteren durch die drei diesen 
Ebenen entsprechenden Elemente der Reihe, oder des Strahlenbüschels gehen. 
Setzen wir eine Punktreihe R und einen Ebenenhüschel R voraus, so folgt ans 
dem Salze 10, dass der Schnitt des Trägers der Reihe mit dem Büschel eine 
mit R identische Punktreihe sein muss und ebenso ergibt sich aus demselben 
Satze, dass für den Fall, in welchem ein StrahlenbOschel S und ein Ehenen- 
büschel E die angegebenen Beziehungen zu einander haben, der Schnitt der 
Ebene des Büschels S mit E ein Strahlcnbüschel ist, dessen sämmtliche Elemente 
mit jenen des BOschels iS coincidiren. Daraus folgt nun unmittelbar, dass im 
ersteren Falle R und E, im zweiten S und E perspectivisch liegen. 

Sowie es in zwei projectivischen Strablenbüscheln stets entsprechende 
rechte Winkel gibt (Satz 18), so sind auch in zwei projectivischen Ebonen- 
büscheln immer ein Paar entsprechende rechte Fläcbenwinkel vorhanden. Um 
dies einzasehen braucht man sich nur jeden der zwei EbenenbUschel durch eine 
auf seiner Axe senkrecht stehende Ebene geschnitten zu denken. Die als 
Schnitte sich ergebenden zwei StrahlenbOschel sind nämlich projectivisch 
verwandt, haben also entsprechende rechte Winkel, folglich müssen auch in den 
EbenenbOschelo entsprechende rechte Flächenwinkel verkommen. Auch bezüglich 
eines EhenenbUscbels und eines mit ihm projectivisch verwandten Strablen- 
bOscbels gelten analoge Beziehungen, wir können daher mit Rücksicht auf den 
Satz 18 folgenden aufstellen ; 
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75. Zwei projectivische Ebonenbüschel oder ein Ebenen- 
bttschel und ein mit ihm projectivisch verwandter Strahlen- 
bflschel haben, wenn keiner der BQschel ein Parallelbfischel 
ist, entweder nur ein Paar oder unendlich viele Paare 
von entsprechenden rechten Winkeln. 

Heissen die senkrecht stehenden Ebenen des einen von zwei projectiviseben 
EbenenbUscheln p und tr, die des anderen, welche den Elementen p und a entsprechen 
nnd ebenfalls auf einander senkrecht stehen, p, und (T,, so besteht, wie mit 
Hilfe des Satzes 19 leicht nachzuweisen ist, die Gleichung 
tg op . tg a,i7, = tg /?p . tg . 

wenn aß nnd u^ß^ zwei beliebige Paare sich entsprechender Ebenen der beiden 
Baschei sind. 

Mit Hilfe des Satzes 7 lässt sich folgender, insoferne derselbe nicht bereits 
naebgewiesen ist (Salz 4, 7 und 30), einfach begründen: 

76. Zwei projectivisch verwandte Grnndgebilde der 
ersten Stufe können im allgemeinen immer in perspectivische 
Lage gebracht werden. 

Dm eine Pnnktreihe gegen einen mit ihr projectivisch verwandten 
EbenenbQschel in perspectivische Lage zu bringen, schneiden wir letzteren 
durch irgend eine Ebene und bringen die Reibe mit dem sich als Schnitt 
ergebenden Strablenbüscbel io perspectivische Lage (Satz 30). Dann liegt die 
Pnnktreihe offenbar auch perspectiviscb gegen den EbenenbQschel. 

Dass man einen Strableiibascbel S, und einen mit S^ projectivisch ver- 
wandten EbenenbQschel E, wenn keiner der Büschel ein ParallelbQschel ist 
immer in perspecUvisebe Lage bringen kann geht aus Folgendem hervor. 

Wird E durch eine Ebene geschnitten, welche senkrecht auf seiner Axe 
steht, so ist der entstehende StrahleobQschel S mit 5, projectivisch verwaudi, 
es muss daher in S nnd S', entsprechende rechte Winkel geben. Bringt man S 
nnd iS, dadurch ln perspectivische Lage, dass man ein Paar entsprechender 
Schenkel, etwa r und r, (Fig. 22 a.) der entsprechenden rechten Winkel rs und 
r,s, coincidireu lässt, so mOssen S und S, Scheine einer Pnnktreihe R werden, 
welche senkrecht auf rr, steht, nachdem E gegen den unendlich ferne gelegenen 

Durcbschnitlspunkt der Strahlen s 
und s, convergirt. Setzen wir voraus, 
a nnd a, wären irgend ein Paar sich 
cntsprccheniler Strahlen von S nnd 
S,,iind der spitze Winkel rasei grösser 
als r,n, , so liegt der Mittelpunkt des 
Büschels 5, offenbar von R weiter 
entfernt, als jener des BQscbels S, 
woraus man auch schliessen kann, 
dass Jeder andere spitze Winkel rb von 
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(Fig. 22.) 




Beziehungen zu den übrigen Grundgebilden der ertien Stufe. 

S grösser sein muss, als der ihm entsprechende r, b^ im Büschel S, . Denkt man 
sich nnn den Büschel S^ nm R gedreht, so muss sein Mitteipnnkt in zwei ver- 
schiedenen Stcllnngen von mit der Axe des Ebcnenbüschels E Zusammen- 
treffen. Für den Fall dieses Zusammentreffens aber liegt gegen E perspectivisch. 

Damit der Mitteipnnkt von S^ durch die angegebene Drehung dieses Bü- 
schels in die Axe von E zu liegen komme , ist cs nothwendig, dass er, wie wir 
indirect voraasgesetzt haben, von R entfernter sei, als der Mittelpunkt von 8. 
Trifft diese Voranssetzung nicht zu, ist nämlich jeder Winkel ra des Büschels 
S kleiner als der ihm entsprechende r,o, des Büschels S, , so würde es nicht 
möglich sein auf die angegebene Weise 5, und£ in perspectivische Lage zu brin- 
gen, wohl aber gelangen wir zu dem gewünschten Resultate, wenn wir in diesem 
Falle nicht r und r, , sondern s nnd s, (Fig. 22 b.) coincidiren lassen. Man er- 
hält dann als Durchschnitt von 8 und 5, wieder eine Reihe R, welche senkrecht 
auf SS, steht und der Mitteipnnkt von i9, ergibt sich in grösserer Entfernung 
von R, als der Mittelpunkt des Büschels 8. Wird /S, wie im ersten Falle nm R 
gedreht , so gelangt sein Mittelpunkt bei zwei verschiedenen Stellnngen des 
gedrehten Büschels in die Axe von E und in diesen zwei Stellungen liegt S, 
gegen E perspectivisch. 

Würde irgend ein Winkel ra — r, n, sein, so wären auch ihre Complemente 
sa und s,a, einander gleich, die beiden Büschel hätten demnach zwei gleiche 
entsprechende Winkel und müssten nach Satz 32 congruent sein. Dass io die- 
sem Falle S^ gegen E auch in perspectivische Lage gebracht werden kann ist 
selbstv eratändlicb . 

Wie leicht einzuselien scbliesst die Ebene des Büschels S, in den zwei 
verschiedenen perspectivischen Lagen gleiche Winkel mit der Axe von E ein. 
Ist 8y mit 8 congruent, so sind diese Winkel rechte und dann gehen die zwei 
Stellnngen von in eine einzige über. 

Dass zwei projectivisebe EbencnbUschel im allgemeinen auf unendlich 
viele Arten in perspectivische Lage gebracht werden können, lässt sich wie folgt 
zeigen. Heissen die beiden Büschel E und E, und schneidet man durch 
irgend eine Ebene, wodurch ein StrahlenbUschel A', zu Stande kommt, so kann 
S,, wie so eben erklärt wurde, gegen E in perspectivische Lage gebracht wer- 
den. Denkt man sich mit >S', zugleich auch i?, verschoben, ohne dass und E^ 
ihre gegenseitige Lage ändern, so muss offenbar, wenn S, gegen E perspectivisch 
liegt auch zwischen E und E^ dieselbe Beziehung statttinden, nachdem E und 
£, dann Scheine ein und desselben Slrahlenbüschels S, sind. Da ferner <S', ein 
beliebiger ebener Schnitt von £, ist und für jeden anderen Schnitt E und E^ 
im allgemeinen eine andere perspectivische Lage erhalten , so erscheint die 
oben aufgestellte Behauptung gerechtfertigt. 

Auf einfachere Art können E und £, dadurch in perspectivische Lage 
gebracht werden, dass man irgend zwei entsprechende Elemente derselben zur 
Coincidenz bringt, wie oben bereits erklärt wurde. 
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Aehnlicbe Ebenenbttschel sind solche projectivische BOscbel, 
deren nncndlicb ferne Elemente sich entsprechen. Demnach können nnr Pa- 
rallel-Ebenenbttschel einander ähnlich sein. 

Zwei EbenenbQschel, deren Axen in endlicher EntfemonR lie^eo, werden 
congroent genannt, wenn je zwei einander entsprechende Flächenwinkel der- 
selben gleich sind. Zwei Parallel-EbenenbOschel nennt man congroent, wenn der 
Abstand von je zwei Ebenen des einen BOscbels dem Abstande der entsprechen- 
den Ebenen des anderen gleich ist. 

Harmonische Ebencnbüschcl heissen solche Bflsrhel , welche 
aus vier Elementen aßyif bestehen, deren Doppclverhältniss (ctßyd) gleich der 
negativen Einheit ist. Es besteht somit für derartige Büschel die Gleichung 
sin ay sin «J ^ 

sin ßy ' sin ßif 

oder 

sin ay sin oiT 

sin yß sin ßä' 

Sowie in einem aus den Strahlen aftal bestehenden harmonischen Strah- 
lenbQschel, für welchen die Gleichung (tthal) — — 1 gilt, gezeigt worden ist, 
dass a und h durch c und d getrennt sind, ebenso kauii nachgewiesen werden,- 
dass die Kbeneu a und ß durch die Ebenen y und d getrennt sein müssen. Mau 
sagt dcsshalb und mit Rücksicht auf das harmonische Verhältniss, dass die 
Eheneii « und von den Ebenen y und d harmonisch getrennt sind. « 
und /V, sowie ^ und d nennt man auch harmonisch zugeordnete odej 
harmonisch conjugirte Elemente des Ebenenbüschels. 

77. Wird ein harmonischer Ebencnbüschel E durch 
irgend eine Gerade oder eine Ebene geschnitten, so ent- 
steht beziehungsweise eine harmonische Pnnktreihe 77, oder 
ein harmonischer Strahlenbüschcl S als Schnitt. 

Denn R und S sind mit E projectivisch verwandt (Satz t>4), folglich ist 
das Doppelverbältniss ihrer Elemente gleich jenem der Elemente von E, näm- 
lich gleich — 1. 

Aus dem Satze 67 folgt ferner ; 

7H. Alle harmonischen Grandgebilde der ersten Stufe 
sind unter einander projectivisch verwandt. 

Schneidet man drei beliebige Ebenen nßy eines Ebenenbüschels durch 
irgend eine Gerade und sucht zu den sich ergebenden Schnittpunkten ABC 
einen vierten Punkt D der schueidenden Geraden, welcher so gelegen ist, dass 
AliCD eine harmonische Punktroihe wird, so bilden die Ebenen aßy mit der 
durch Z> gehenden Ebene des Büschels einen harmonischen Ebeneubüschel. — 
Mit Hilfe des Satzes 77 lässt sich diese Behauptung leicht rechtfertigen. — Da- 
raus folgt auch, dass wenn man beliebig viele schneidende Gerade zieht und in 
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allen einen Punkt D bestimmt, die sämmtlichen Punkte 7) in einer einzigen 
Ebene S gelegen sein müssen. Analuge Beziehungen treten ein, wenn man drei 
beliebige Ebenen aßy eines Ebenen bOscbels durch irgend eine Ebene schneidet 
und zn den drei Strahlen abc des sich als Schnitt ergebenden Strahlenbflschels 
jenen Strahl d sucht, welcher mit ahe einen harmonischen Büschel bildet. Die 
durch d gehende Ebene d des Ebenenbflschels ist dann auch ein Element eines 
harmonischen Büschels aßyd. Werden aßy durch beliebig viele Ebenen geschnit- 
ten und bestimmt mau zu allen sich ergebenden Strahlcnbüscheln eiiicu vierten 
Strahl d von der angegebenen Lage, so beßnden sich alle diese vierten Strahlen 
in derselben Ebene des Ebeneubüschels. 

Die Constrnction eines harmonischen Ebenenbaschels , wenn drei seiner 
Elemente gegeben sind, bedarf wohl keiner besonderen Erklärung. Das wesent- 
liche dieser Constrnction besteht in der bekannten Bestimmung eines vierten 
Elementes einer harmonischen Punktreihe oder eines harmonischen Strahlen- 
büschels. 

Der Analogie wegen, die zwischen harmonischen Strahlen- und Ebenen- 
büscheln besteht, und um Wiederholungen zu vermeiden, wollen wir die letzteren 
nicht weiter untersuchen. 

Zwei Ebenenbüschcl, deren Axen coincidiren liegen concentrisch, 
oder nie man auch sagt, sind coiiccnlrisch. Schneidet man zwei solche BUscliel 
durch irgend eine Gerade, so können die zwei entstehenden conjectiviseben 
Punktreihen entweder einstimmig oder entgegengesetzt verlanfen. Im ersteren 
Falle verlaufen die beiden Ebenenbüscbel einstimmig im letzteren entge- 
gengesetzt. Zwei entsprechende Elemente concentrischer Ebenenbüschel, 
welche znsammenfallen werden Doppelebenen, Hanptebenen oder 
auch Ordnnngselemente genannt. Bezüglich des Vorkommens und der 
Lage von Doppelebenen gegen jene Ebenen, welche entsprechende rechte Flü- 
chenwinkel einschliessen, gelten Sätze die den für concentrische Strahlenbüschel 
anfgestellten vollkommen analog sind. Wir unterziehen sie daher keiner speciel- 
len Untersuchung. 

Involntorisch sind zwei concentrische Ebenenbüschel, wenn die nicht 
entsprechenden Ebenen der entsprechenden rechten ('lächenwinkel coincidiren. 
Man nennt jene zwei Ebenen, welche dann die letzteren Winkel bilden. Nor- 
malebenen. 

Die unter 49 bis 56 anfgestellten, sich auf Strahlenbüscbel beziehenden 
Sätze, sowie der Satz 58 gelten auch für EbenonbOschel, wenn man in denselben 
überall statt „Strahlen“ „Ebenen“ setzt. Auch die Aufgabe in einem involuto- 
rischen Ebenenbüschel die Doppel- und Normalebenen zu ermitteln, lässt sich 
sehr leicht auf die für involutorisebe Strahlenbüscbel bereits gelöste, analoge 
Aufgabe znrückfOhren ; wir betrachten sie daher nicht näher. Besonders anzu- 
fObren wäre nur, dass ein involntorischer Ebenenbüscbel , in welchem alle 
Paare sich entsprechender Ebenen auf einander senkrecht stehen , eine 
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rechtwiiikelif^c InvolutioD bilden nnd dass eine solche Involution, wie die 
gleichnamige zweier StrahleubUscbel immer einstimmig verlauft. (Satz 55.) 

Wird ein iiivolutorischcr Ebeueubttschel durch irgend eine Ebene ge- 
schnitten, so entsteht ein iuvolutorischer StrahlenbUscbel. Die Nonnalstrah- 
len des letzteren liegen offenbar nicht immer in den Norroalebenen des 
ersteren. Nur dann, wenn die schneidende Ebene senkrecht auf einer der 
Normalebeneo steht, ist dies der Fall. 


t 


Digitized by Google 


Zweiter Abschnitt. 


Ueber die Erzeugnisse zweier projectivischer 
Punktreihen und Strahlenbüschel, welche in der- 
selben Ebene liegen. 


a) Eneu^iiK der Oanen zweiter ('lasse durch prajeelirisohe Pnnktreihen. 

Unter eioora Erzeugnisse zweier in derselben Ebene befindlicher Pnnkt- 
reihen versteht man im allgemeinen jene Cnrve, welche die sämmtlicben Ver- 
bindungslinien von je zwei sich entsprechenden Punkten dieser Reiben berührt. 

Beistehende Figur 23, in welcher R und R^ zwei schief liegende projec- 
tivische Pnnktreihen sind, veranschanlicht das Zustandekommen dieser Curve. 
Man nennt letztere in Bezug auf alle Geraden, welche sie berOhrt, die e i n b Ol- 
len d e oder auch umhül- 
lende Cnrve. 

Der Kürze des Ausdruckes 
wegen fohruu wir gleich hier 
an, dass die Verbindnngslinicn 
der entsprechenden Punkte 
zweier projectivischer Pnnkt- 
reiheii, welche sich in dersel- 
ben Ebene befinden, Projec- 
tionsstrableii genannt wer- 
den und im allgemeinen einen 
StrablenbUschel zwei- 
ter Ordnung bilden. Die 
bisher betrachteten Strablen- 
bOscbel werden im Gegensätze 
zu jenen der zweiten Ordnung, 

Büschel erster Ordnu ng genannt. 

Dass es im allgemeinen immer eine Cnrve gibt , welche sämmtliobe Projec- 
tionsstrablen zweier Reiben berührt, folgt aus der gegenseitigen Lage dieser Strah- 


(Fig. 23.) 
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len. Wir haben bereite ans Satz 17 gescbloeaen, dass man sieb zwei projectivisebe 
Reiben durch gleichzeitige, stetige Bewegung zweier Punkte entstanden denken 
kann, welche in jedem bestimmten Momente ihrer Bewegung entsprechende Punkte 
sind. Hieraus lässt sich weiter schlicssen, dass auch die Projectionsstralilen 
stetig auf einander folgen und daher auf einander folgende Tangenten irgend 
einer Curve bilden. 

Die Träger der erzeugenden Reiben R und R^ (Fig. 23) 
sind ebenfalls Tau gen tun der umhüllenden Curve. Denn nennen 
Avir die beiden Paukte der erzcugcudcii Reihen, in welchen sich die Träger die- 
ser Reihen schneiden, beziehungweise E und F, und die diesen Punkten ent- 
sprechenden und F, so bilden die Geraden EE^ und FF^, als Verbindungs- 
linien entsprechender Puukie, Tangenten der umbOllenden Curve. Nachdem 
nun die Gcr.'iden EE^ und FF^ beziehungsweise die Träger von U und R^ sind, 
so erscheint obige Behauptung gerechtfertigt. 

Die Punkte F, und F, nämlich jene, welche den im Durcbschnittspunkte 
der Reilien R und if, vereinigten Punkten E und F^ entsprechen, sind zugleich 
die Berührungspunkte der Träger dieser Reihen, wie aus fol- 
gender Betrachtung klar wird. Von Jedem Punkte der Reihe R können an die 
umhüllende Curve zwei Tangenten gezogen worden, nämlich die Gerade, welche 
den Träger von R bildet, und jene, welche den in R angenommenen Punkt mit 
seinem entsprechenden in if, verbindet. Der Punkt F ist iler einzige in R, von 
welchem ans sich keine zwei gesonderten , wohl aber zwei coiucidirende Tan- 
genten ziehen lassen, denn hier fällt der Träger von R mit dem aus F gezogenen 
Projectionsstrahle zusammen . Verbindet man die Berührungspunkte von zwei 
aus einem beliebigen Punkte von R gezogenen Tangenten, so erkält man eine 
Berttbruiigssebne der umhüllenden Curve. Diese Sehne erhält für die ans F 
gezogenen zwei Tangenten, welche coincidiren, die Länge gleich Null, und da 
bekanntlich in einem solchen Falle der Dnrchschnittspunk't der zwei Tangenten 
mit den Berübrungspnnkten zusammcnfällt, so muss F der Berührungspunkt des 
Trägers von R sein. — Dass F, der Berührungspunkt des Trägers von R^ ist, 
lässt sieb auf dieselbe Art uachweisen. 

An die umhüllende Curve können ans keinem Punk te me hr 
als zwei Tangenten gezogen werden. Denn verbindet man irgend einen 
Punkt P mit sämmtlicben Punkten von R nnd F,, so entstehen zwei projec- 
tivische concentrische Strablenbflschel, welche bekanntlich nicht mehr als 
zwei Doppelstrablen enthalten. Da unn offenbar nur Doppelstrahlen in diesem 
Falle durch zwei entsprechende Punkte von R und R^ geben, also Tangenten 
bilden können, so erscheint obige Behauptung gerechtfertigt. 

Der eben nachgewiesenen Eigenschaft wegen nennt mau jede durch zwei 
projectivisebe Punktreihen erzeugte Curve eine Curve zweiter Classe.*) 

*)Im allgemeinen heisst eine Curve. an welche sich ans keinem Punkte mehr 
als n Tangenten ziehen lassen, eine Curve nter Classe. 
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Sind in den erzenRcndcn Keihen i? und if, (Pig. 24.) drei Paare entspre- 
chender Punkte AA^, CO, gegeben, so ist nach Satz 11 jedes vierte l'aar 
entsprechender Punkte DB^ unzweideutig bestimmt. Es ist somit auch jeder 
vierte Projectionsstrahl vollkommeu bestimmt, sobald die Träger der erzeugen- 
den Reiben und noch drei Strahlen AA^, 8/i,, C'C, angenommen worden. Be- 
zeichnen wir die genannten vier Strahlen, entsprechend den Punkten von R und 

(Fig. 24.) 



8,, durch welche sie gehen, durch abcd und die Schnittpunkte des Strahles H 
mit a und b beziehungsweise durch M und M^, so schneiden sich die Verbin- 
dungslinien der Punkte C, M und C,, 3f, in einem Punkte O der Geraden .<4,8, 
wie ans Folgendem bervorgeht. Denkt man sich M mit ABCD nnd üf, mit 
.4,8, C,D, durch gerade Linien verbunden, so bilden diese Linien zwei pro- 
jectivische Strahlcnbttschel erster Ordnung, welche den Strahl d entsprechend 
gemein haben, also Scheine ein und derselben Pnnktreibe sein müssen. Der Trä- 
ger dieser Reihe ist die Verbindungslinie der Punkte A^ nnd 8, in welchen sich 
beziehungsweise die entsprechenden Strahlen MA, 3f,4, und MB,M^B^ treffen; 
es liegt also auch der Durchschnittspnnkt O der sich entsprechenden Strahlen 
und 4/, 0, in 4,8, wie behauptet wurde. Da der Strahl d des Büschels 
zweiter Ordnung ein ganz beliebiger ist, so gilt für jeden anderen Strahl dieses 
Büschels dasselbe, was wir bezüglich d naebgewiesen haben. Die Geraden MC 
nnd M^C^ schneiden sich nämlich .stets in einem Punkte O der Geraden 4,8, 
wenn M und M^ die Durcbschnittspunkte irgend eines Strahles mit a und b 
bezeichnen. 

Aus dieser Untersuchung geht hervor, dass man einen Strahl d, wenn 8 
und 8, und drei Strahlen abc gegeben sind, auch auf folgende Art erhält ; Man 
nimmt irgend einen Punkt M a an, verbindet denselben mit C durch eine Ge- 
rade, welche 4,8 im Punkte 0 schneidet und zieht die Gerade 0C^\ letztere 
achneidet den Strahl a im Punkte M^ der mit M verbunden einen vierten Strahl 
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des Bascheis zweiter Ordnang gibt. Wird 3f im Punkte A angenommen, so fal- 
len 0 nnd Jfj mit B zusammen, wählt man M in , so coincidirt üf, mit ; 
man erkennt hieraus ebenfalls, dass die Träger der erzeugenden Reiben R nnd 
Tangenten der erzeugten Cnrve sind. 

Denkt man sich R, i2, sowie die Strahlen abc gegeben nnd mit Benützung 
der in A^B gelegenen Punkte 0 alle Obrigen Strahlen d des Büschels zweiter 
Ordnung bestimmt, so bildet die Gesammtheit der Punkte 0 eine Pnnktreihe, 
deren Träger A^B ist nnd alle Verbindungslinien der Punkte 0 mit C nnd C, 
sind Strahlen zweier Büschel erster Ordnung, welche ihre Mittelpunkte in C nnd 
(7, haben. Diese zwei Büschel liegen gegeu einander perspectiviscb, da sie Scheine 
derselben, anf iljR befindlichen Punktreibe sind; sie müssen daher auch projec- 
tivisch verwandt sein. Die Pnnktreiben, welche sich auf a und b als Schnitte 
der beiden Büschel ergeben, sind demnach ebenfalls projectiviscb und da die 
Elemente dieser Reihen auch als Dnrchschnittspnnkte aller Strahlen d mit a 
and b anfgefasst werden können so folgt, dass a und b durch die Gesammtheit 
aller übrigen Strahlen des Büschels zweiter Ordnang in zwei projectiviseben 
Pnnktreiben geschnitten werden. Dasselbe lässt sich nun offenbar bezüglich eines 
beliebigen anderen Paares von Strahlen ebenfalls naebweisen, da a nnd b will- 
kürlich angenommen wurden, wir können somit den Satz aufstellen : 

1. Je zwei Strahlen eines Büschels zweiter Ordnang wer- 
den von allen übrigen Strahlen desselben in zwei projectivi- 
seben Panktroiben geschnitten. 

Da jeder Strahl eines Büschels zweiter Ordnang eine Tangente der um- 
hüllenden Curve des letzteren ist, so kann dieser Satz auch in folgender Weise 
ausgedrückt werden : Je zwe i Tangenten einer Curve zweiter Classe 
werden durch alle übrigen Tangenten dieserCurve in zweipro- 
jectivischen Punktreihen geschnitten. 

Daraus geht nun hervor, dass man statt der Punktreihen R und R, 
(Fig. 24) irgend zwei andere, auf zwei Projectionsstrahlen befindlicho Reiben 
als erzeugende Reihen jener Curve betrachten kann, welche durch R und R, 
bestimmt wird. Letztere Reihen uehincii also keine bevorzugte Stellung ein ; 
ihre Träger sind eben auch nur Strahlen des Büschels zweiter Ordnung. 

Nachdem sämmtliche Strahlen des Büschels zweiter Ordnung sich bestim- 
men lassen, sobald die Träger von R und R, und drei beliebige Strahlen abc 
gegeben sind, so folgt der Satz : 

2. Eine Curve zweiter Classe ist durch fünf ihrer 
Tangenten vollkommen bestimmt. 

Die Strahlen abcd bilden mit den Trägern der Reiben R und R, ein 
Sechseck, welches der Curve zweiter Classe umschrieben ist. Wie oben bewiesen 
wurde, schneiden sich die Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken 
dieses Sechseckes (nämlich solcher Ecken, zwischen welchen beiderseits drei 
Seiten liegen) in ein und demselben Punkte 0. Die Reihenfolge der Seiten des 
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Sechseckes ist eine ganz beliebige, da io dieser Beziehang keine bestimmte 
Voraussetzung gemacht wurde. Wir können somit den Satz aufstellen : 

3. Die Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken 
eines Sechseckes, welches einer Cnrve zweiter Classe 
umschrieben ist, schneiden sich in ein und demselben Punkte, 
wie mau auch die Reihenfolge der Seiten des Sechseckes 
wählt. 

Dieser Satz wurde von Brianchon zuerst aufgestellt (180G) und wird 
daher der Briancbon’scbe Satz genannt. 

Ans obigen (an die Fig. 24 geknöpften) Betrachtungen folgt auch, dass 
einem Sechsecke immer eine Cnrve zweiter Classe eingeschrieben werden kann, 
wenn die Verbindungslinien der gegenoberliegenden Ecken sich in ein nnd 
demselben Punkte schneiden. 

Es wurde bereits gezeigt, dass man ans jedem Punkte einer beliebigen 
Geraden t, welche eine Cnrve zweiter Classe berOhrt (z. B. des Trägers der 
Reihe R Fig. 23) noch eine zweite von t verschiedene oder mit t coincidirende 
Tangente an letztere Cnrve ziehen kann. Ansser den Punkten, durch welche 
sich eine oder zwei Tangenten an eine Cnrve zweiter Classe ziehen lassen, gibt 
es auch solche in der Ebene einer jeden Cnrve dieser Art, aus denen sich keine 
reelle Tangente ziehen lässt. Es sind dies Punkte, durch welche kein Strahl des 
Büschels zweiter Ordnung gebt nnd von denen man sagt, dass sie innerhalb 
der Cnrve zweiter Classe liegen, im Gegensätze zu den io irgend einem Strahle 
dieses Büschels gelegenen Punkten, welche man ausserhalb liegende Punkte 
nennt, wenn sie nicht der Cnrve selbst angehören. Wir können daher sagen; 
Von einem in der Ebene einer Cnrve zweiter Classe beündlichen Punkte kann 
man zwei gesonderte, zwei coincidirende, oder keine reellen 
Tangenten an diese Cnrve ziehen, je nachdem der Punkt ausserhalb, in der 
Cnrve, oder innerhalb derselben liegt. 

Der Fall , in welchem von einem Punkte P sich keine reellen Tangenten 
ziehen lassen, entspricht denjenigen, wo die beiden StrablenbOscbel, welche 
ihren Mittelpunkt in P haben und Scheine der erzeugenden Reihen R und R^ 
der Cnrve zweiter Classe sind, nur imaginäre Itoppelstrnlilen besitzen. Diese 
Doppelstrahlen können nämlich, da sie auch Strahlen des BOschels zweiter 
Ordnung sind, als Tangenten, nnd zwar als imaginäre Tangenten der 
Cnrve betrachtet werden. Berücksichtigt man daher das Vorhandensein der 
letzteren, sowie den Umstand, dass durch jeden Punkt einer Cnrve zweiter 
Classe eigentlich zwei coincidirende Tangenten geben, wie bereits erklärt wurde, 
so lässt sich behaupten, dass von jedem beliebigen Punkte der Ebene einer 
Curve zweiter Classe zwei Tangenten an diese gezogen werden können. 
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b) En«n(«Bg Aer Cureii iwelter OrdaiiBf durch proJectiTlMhe 
NtrublenbBschel. 

Die Oesammtheit aller Darcliscbnittsponkte von je einem Paare sieb 
entsprechender Strahlen zweier projectivischer StrahlenbOschel, welche sich in 
derselben Ebene betinden, bilden im aligemeinen eine Cnrve, die man ein 
Erzengniss oder auch den Dnrcbschnitt der beiden Strahlen- 
boscbel nennt. 

Fig. 25 veranschaulicht die Entstehung einer solchen Cnrve. 

Ans dem Satze 19. haben wir bereits geschlossen, dass man sieb zwei 
projectivisebe StrahlenbOschel immer dnreh die gleichzeitige, stetige Drehung 
zweier Geraden entstanden denken kann, welche in jedem bestimmten Momente 
ihrer Drehung entsprechende Strahlen beider Büschel bilden. Daraus folgt, dass 
wenn die eine Gerade ihre Lage nur unendlich wenig ändert, auch die andere 
sieb nm nnendlicb wenig weiter dreht. Es müssen also auch die Durcbschnitts- 
pnnkte zweier Paare sieb entsprechender Strahlen, wenn diese Paare sich 

unendlich nahe liegen, ebenfalls nnendlicb 
wenig von einander entfernt sein, daher bilden 
die Dnrcbschnittspunkte aller Paare entspre- 
chender Strahlen eine stetige Aufeinanderfolge 
von Punkten, nämlich, wie wir behauptet 
haben, eine Cnrve. 

Die Mittlpunkte M und der 
erzeugenden Strahlenbüscbel S 
und mOssen auch der Curve 
angeh Ören, denn die Gerade MM,, als 
Strahl des Büschels S, betrachtet, schneidet 
den ihr entsprechenden Strahl des Büschels 
S in M, und auch M, ist der Durchschnitlspunkt zweier entsprechender 
Strahlcu , nämlich der Geradcu MM, , als Strahl des Büschels 6 betrachtet 
und des diesem Strahle entsprechenden des Büschels S, . 

Bezeichnet A irgend einen Punkt der erzeugten Cnrve und denkt man 
sich die Strahlen MA und M,A so gedreht, dass ihr Durchschnitt A sich stets 
in der Cnrve befindet, wobei MA und M,A immer entsprechende Strahlen 
bleiben, so ist jeder dieser Strahlen eine Secaute der in Rede stehenden Curve, 
wenn A nicht mit M oder M, zusammeufäilt. Coincidirt A mit M, so geht die 
Secante MA in eine Tangente Uber, deren Berührungspunkt M ist. Sie bildet 
dann offenbar jenen Strahl von S der dem Strahle M,A, oder was hier dasselbe 
ist, dem Strahle M, M des Büschels S, entspricht. Fällt A mit M, zusammen, 
so geht die Secante M,A in eine Tangente Uber, welcher als Strahl des 
Büschels S, betrachtet, der Strahl MM, des BOschels S entspricht. Daraus 


(Fig. 25.) 
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ergibt sich also; Die io den Mittelpunkten der beiden Boichel 
S und S, an den Durchschnitt der letzteren gezogenen 
Tangenten sind jene Strahlen von S und S,, welche der 
Verbindungslinie der Mittelpunkte entsprechen, wenn 
man diese Linie einmal als Strahl des Büschels S,, dann 
als Strahl des BOschels S betrachtet 

Eine durch zwei projectiviscbe S t r a b 1 e n b fl s c b e I 
erzeugte Curve wird von keiner Geraden in mehr als 
zwei Punkten geschnitten. Selbstverständlich kann eine Gerade, 
welche nicht io der Ebene der Curve gelegen ist, höchstens einen Punkt mit 
der Curve gemein haben, da letztere eben ist. Liegt die Gerade in der Curven- 
ebene selbst, so schneidet sie die erzeugenden Strablenbfiscbel in zwei 
conjectivischen Punktreihen, welche bekanntlich nicht mehr als zwei Doppel- 
punkte haben können. Diese Punkte gehören der Curve an, da sich io ihnen 
zwei entsprechende Strahlen der beiden Böschel schneiden; sie sind also die 
Durchschnittspnnkte der Geraden mit der Curve. Daher erscheint obige 
Behauptung gerechtfertigt. 

Der eben nacbgcwiesenen Eigenschaft wegen heisst man jede durch zwei 
projectiviscbe Stralilcnbflschel erzeugte Curve eine Cu rve zweiter Ord nn ng.*) 
Sind die Mittelpunkte 
M und Ml (Fig. 26) der 
beiden, eine Curve zweiter 
Ordnung erzeugenden Strab- 
lenböschel Sund S,, sowie 
drei beliebige andere Punkte 
ABC dieser Curve gegeben, 
so ist letztere voll- 
kommen bestimmt, da 
in den zwei Büscheln S und 
S| dann drei Paure sich ent- 
sprechender Strahlen, näm- 
lich die Verbindungslinien 
der Punkte M und Mi mit 
Ä, B und C gegeben erscheinen, also nach Satz 11 das ganze Strahlensystem 
von S und Si bestimmt ist. 

Nehmen wir nun an D sei ein beliebiger sechster Punkt der Curve, woraus 
folgt, dass dem Strahle MD der Strahl df,D entspricht, und verbinden wir 
A und B mit dem Punkte D durch gerade Linien, so schneidet BD den Böschel 
S in einer Pnnktreibe R, welche jener Reihe Äj projectivisch verwandt ist, die 


•) Im allgemeinen wird eine Curve, welche von keiner Geraden in mehr als « 
Punkten geschnitten wird, eine Curve nter Ordnung genannt. 


(Fig. 26.) 
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Rieh als Schnitt der Geraden AD mit dem Büschel S, ergibt. Nachdem H nnd 
22, den Punkt D entsprechend gemein haben, so liegen sic perspectiviscb, es 
müssen sich daher die sämmtlichen Verkindnngslinien entsprechender Punkte 
dieser Reihen in einem einzigen Punkte schneiden. Ist a der Schnittpunkt der 
Geraden MA nnd BD, ferner ß der Schnittpunkt von 32, R nnd AD, so 

entspricht dem Punkt A in 22, der Punkt « in 22 und dem Punkte B in 22 der 

Punkt in 22, , es sind demnach Aa und Bß, oder was dasselbe ist, MA und 
32,22 Verbindungslinien entsprechender Punkte von 22 und 22,. Der Durch* 
schnittspunkt von MA und M^B ist somit jener Punkt, in welchem sich 
sämmtliche Verbindungslinien entsprechender Punkte von 22 nnd 22, schneiden, 
n&mlich der Mittelpunkt eines Slrahlenbflschels S,, von welchem 22 und 22, 

Schnitte bilden. Nennen wir y den Schnittpunkt von MC und BD und /, den 

Schnittpunkt von 32,6' und AD, so sind y und y^ entsprechende Punkte von 22 
nnd 22,, da der Strahl MC des Büschels S dem Strahle 32, C des Büschels 
entspricht. Verbindet man y und y, durch eine Geranie, so muss dieselbe durch 
32j geben, da sie einen Strahl des Büschels S,^ bildet. Wir schliessen daraus, 
dass, wie auch der sechste Punkt D der Curve zweiter Ordnung gelegen sein 
mag, die Durchschnittspunkte y, M^ und y^ der gegenüberliegenden Seiten des 
Sechseckes MADBM^C, nämlich solcher Seiten, zwischen welchen beiderseits 
zwei andere Seiten liegen, sich stets in einer Geraden befinden. 

Daraus ergibt sich folgende Construction zur Bestimmung irgend eines 
sechsten Pnnktes D der Curve zweiter Ordnung, wenn die Punkte 3/32,322 nnd 
C gegeben sind. Man zieht aus A eine beliebige Gerade, welche 32, C in y^ 
schneidet, verbindet y, mit 32^ nnd den Schnittpunkt y von M^y, und MC mit B. 
Der Durchschnittspnnkt von 3y, mit By ist dann ein Punkt der Curve 
zweiter Ordnung. 

Ans dieser Construction ist auch zu ersehen, dass die Mittelpunkte 32 und 
32, der erzeugenden StrahlenbUschel Punkte der Curve zweiter Ordnung sein 
müssen, denn zieht man statt der Geraden 3}’, die Gerade 33/ oder 33/, und 
führt die eben erklärte Construction durch, so erhält man beziehungsweise 3/ 
oder 32, als einen Punkt der Curve. 

Denkt man sich unendlich viele Punkte D in der Curve zweiter Ordnung 
mit 3 und 22 verbunden, so ergeben sich unendlich viele Paare sich entspre- 
chender Punkte )' nnd welche alle beziehungsweise in MC und 32,6' liegen 
und auf diesen Geraden zwei Punktreihen bilden. Letztere Reihen müssen 
projpctivis(di verwandt sein, da sie Schnitte des Büschels sind, es wird also 
auch der Strablenbüschel, welcher durch die Verbindungslinien sämmtlichcr 
Punkte y mit 22 entsteht, jenem Strablenbüschel projectivisch verwandt sein, 
dessen Strahlen die Verbindungslinien aller Punkte y^ mit 3 bilden. Diese zwei 
Strablenbüschel, deren Mittelpunkte die beliebig angenommenen Punkte 3 mul 
22 der Corvo zweiter Ordnung sind, schneiden sich in Punkten D derselben 
Curve zweiter Ordnung, welche den Schnitt von S und N, bildet. Daraus folgt: 


Digitized by Google 


durch prujectieische Punktreihe». 97 

4. Die V erbi ndongalin ien sftmmtlicher Punkte einer 
Cnrve zweiter Ordnung mit irgend zwei Punkten derselben 
Curve bilden zwei projectivische Strahlen bOscb e I. 

Eine Cnrve zweiter Ordnung kann demnach immer als Erzengniss zweier 
projectivischer StrablenbUscbel betrachtet werden, deren Mittelpunkt irgend 
zwei Punkte dieser Curve sind. Die Punkte M und M, erscheinen also den 
Obrigen Cnrven punkten gegenüber durch nichts ausgezeichnet, da je zwei 
beliebige andere , 2 . h. A und B , Fig. 26, der letzteren als Mittelpunkte 
von Strahlenbtlscheln betrachtet werden können , deren Erzeugniss dieselbe 
Curve zweiter Ordnung ist. 

Da beliebig viele Punkte einer Cnrve zweiter Ordnung sieb, wie oben 
gezeigt wurde, unzweideutig bestimmen lassen, sobald fünf PunUte (MM, ABC) 
derselben gegeben sind, so folgt: 

5. Eine Curve zweiter Ordnung ist durch fünf ihrer 
Punkte vollkommen bestimmt. 

Die sechs Verbindungslinien von je zwei aufeinander folgenden von den 
sechs Punkten MADBM,C bilden ein der Curve zweiter Ordnung einge- 
schriebenes Sechseck. Bezüglich desselben wurde bereits naebgewiesen, dass die 
Durchschnittspunkte yM^y, von je zwei einander gegenüberliegenden Seiten, 
nämlich solchen, zwischen welchen beiderseits noch zwei andere Seiten liegen, 
sich in ein und derselben Geraden befinden. Die Reihenfolge der Ecken des 
Sechseckes ist eine ganz beliebige, da wir in dieser Beziebnng keine bestimmte 
Voraussetzung gemacht haben. Es gilt daher folgender Satz : 

6. Die Durchschnittspunkte der gegenüberliegenden 
Seiten eines Sechseckes, das einer Cnrve zweiter Ordnung 
eingeschrieben ist, liegen in ein und derselben Geraden, 
wie man auch die Reihen folge der Ecken des Sechseckes 
wählt. 

Dieser wichtige Satz wurde von Pascal (1623 — 1662) zuerst aufgestellt, 
daher nennt man ihn den Pascal’scben Satz. 

Ans den obigen (an die Fig. 26 geknüpften) Untersuchungen geht auch 
hervor, dass einem Sechsecke sich immer eine Curve zweiter Ordnung 
umschreiben lässt, sobald die Durchschnittspunkte der gegenüberliegenden 
Seiten sich in ein und derselben Geraden befinden. Durch fünf Eckpunkte 
MABM,C ist nämlich die Curve bestimmt und durch den sechsten Punkt D 
muss sie geben, da AD und BD entsprechende Strahlen von zwei erzeugenden 
Büscheln sind, deren Mittelpunkte wir uns in A und B denken. 

Dass die Erzeugnisse zweier projectivischer Strablenbüschel von keiner Ge- 
raden in mehr als zwei Punkten geschnitten werden , haben wir damit begründet, 
dass zwei conjectivische Punktreihen, welche durch den Schnitt der beiden erzeugen- 
den Büschel mit irgend einer in ihrer Ebene gelegenen Geraden entstehen, höch- 
stens zwei reelle Doppelpunkte bähen können. Nachdem in solchen Reiben auch coin- 

Utavdigl: Lelirbach 4«r n«aar«a Oaomatria. 7 
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cidirende and imaginftre Doppelpunkte mOglich sind, so kann eine Cnrve zweiter 
Ordnung von einer Geraden anch in zwei coincidirenden, oder in 
zwei imaginären Punkten geschnitten werden. Mit Berflcksiobtignng 
der coincidirenden nnd imaginären Schnittpunkte kann man demnach sagen, dass 
eine Cnrve zweiter Ordnung von einer in ihrer Ebene liegenden Geraden immer 
in zwei Pnnkten geschnitten wird. 


e) Beweise fttr die Identität der Cnnren sweiter Classe mit Jenen zweiter 

Ordnung. 

In Fig. 'J1 seien R und zwei eine Cnrve zweiter Classe erzeugende 
Panktreiben and AA^, Bß, zwei Paare entsprechender Punkte der letzteren, 
woraus folgt, dass die Geraden AA, and RR, Tangenten der erzeugten Cnrve 
sind. Die Träger von R and R, bilden mit den Geraden ^.4, and RR, ein 
Viereck, welches der Cnrve zweiter Classe umschrieben ist. Die Berflhrnngs- 
pnnkte der Seiten AB, BR,, B,A, und A,A dieses Viereckes seien beziehnngs- 
weise ETF, nnd M 

Es wurde bereits gezeigt, dass jede Tangente, welche ans einem Punkte 
einer Cnrve zweiter Classe an letztere gezogen werden kann, eigentlich zwei 
coincidirende Tangenten bildet nnd dass man sich als Darchschnittspnnkt 

solcher coinddirender Tangenten ihren Be- 
iQlirnngspunkt /.n denken hat. Wir können 
daher annebmen, dass die Tangente AA,, 
sowie BR, aus je zwei Tangenten bestehen, 
die sich beziehungsweise in 3f und Tschneiden. 
Das Viereck ABB,A, kann somit als ein der 
Cnrve zweiter Classe umschriebenes Sechseck 
betrachtet werden, in welchem die Berllbmags- 
pnnkte M and T Eckpunkte sind, es müssen 
sich also dem Brianchon’schen Satze (Satz 
2, zweiter Abschnitt) zufolge die Verbindungs- 
linien der gegenfiberliegenden Ecken AB,, 
A, Bund MT in ein nnd demselben Punkte O 
schneiden. Betrachten wir die Berfibrungs- 
pnnkte E und F, als Eckpunkte eines der Cnrve zweiter Classe umschriebenen 
Sechseckes AEBB,F,A, und wenden anf dasselbe den Brianchon'scben Satz 
an, so zeigt sich dass anch die Verbindungslinie der Punkte E nnd F, durch 
den Punkt 0 gehen muss. Daraus folgt, dass umgekehrt der Darchschnittspnnkt 
0 der Geraden AB, und A,B immer in der Geraden EF, gelegen ist, welche 
Lage auch die Tangenten AA, nnd BR, haben mögen. 

Denken wir uns nun die Geraden AR, AA, und A, B, nnbeweglicb, 
während die Gerade BB, sich so bewegen soll, dass sie in jeder Lage eine 


(Fig. 27.) 
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Tangente der Corve zweiter Classe bildet. Der Berttbrangspnnkt T der 
beweglichen Geraden wird dann nach nnd nach mit allen Cnrvenpnnkten 
znsammenfallen nnd die sämmtlichen Verbindnngslinien des Punktes Jlf mit 
allen Punkten T werden einen Strahlenbflschel bilden, den wir durch S bezeichnen 
wollen. Einen zweiten StrahlenbUschel ff kann man sich durch die sämmtlichen 
Verbindnngslinien AB.^ entstanden denken ; derselbe liegt gegen S perspec- 
tiviseb, da sowohl 8, als auch 8' Scheine der auf EF^ durch die Punkte 0 
gebildeten Punktreibe sind. 8 nnd Sj mflssen somit projectivisch verwandt sein, 
woraus folgt, dass 8 auch mit i2,, welche Reihe als ein Schnitt des BOschels S 
betrachtet werden kann, projectivisch ist nnd daraus ergibt sich endlich, dass 8 
sowohl mit R, als auch mit ü, projectivisch verwandt sein muss. 

Nachdem die Tangente AAj ganz beliebig gewählt wurde, so gilt 
bezOglicb jeder anderen Tangente dasselbe, was wir für AA^ naebgewiesen 
haben, nämlich dass die Verbindungslinien des BerOhrnngspunktes (M) mit 
allen BerQbmngspnnkten (T) der beweglichen Tangente einen Strablen- 
bOscbel bilden, welcher mit R und R, projectivisch ist. 

Nehmen wir nun an, ausser dem Punkte JH der Curve zweiter Classe, sei 
noch irgend ein zweiter Curvenpnnkt M, mit allen Punkten T verbunden 
worden, so haben wir zwei StrablenbOscbel 8 nnd 8^, deren Mittelpunkte M nnd 
3f, sind. Diese beiden BOschel müssen projectivisch sein, da jeder derselben, 
wie soeben bewiesen wurde, mit R und R, projectivisch ist. Es lässt sich non 
zeigen, dass je zwei Strahlen von 8 nnd , die sich in einem Curvenpnnkte T 
schneiden , entsprechende Strahlen sind. Der Strahl MT entspricht nämlich dem 
Punkte Bj der Reihe and dies ist offenbar auch dann der Kall, wenn man 
sich M an die Stelle M^ denkt. Daraus geht nun hervor, dass die durch R nnd 
R, erzeugte Curve zweiter Classe immer auch als ein Erzeogniss zweier 
projectiviseber Strablenbüschel erhalten werden kann. Es ist somit jede 
Curve zweiter Classe auch eine Curve zweiter Ordnung. 

Aus dieser Untersuchung folgt auch der Satz ; 

7. Die Pnnktreihenü nndit,, welche auf irgend zwei 
festen Tangenten einer Curve zweiter Classe durch eine 
dritte bewegliche Tangente f entstehen, sind jenem Strahle n- 
bUscbel 8 projectivisch verwandt, der durch alle Ver- 
bindungslinien irgend eines festen Punktes dieser Curve 
mit den Berfibrnngspunkten von t gebildet wird. Entspre- 
chende Elemente von R, R, nnd 8 sind solche, welche sich 
für ein und dieselbe Lage von < ergeben. 

Wir wollen nun zeigen, dass jede Curve zweiter Ordnung auch eine Curve 
zweiter Classe ist. 

M und Mj (Fig. 28) seien die Mittelpunkte zweier eine Curve zweiter 
Ordnung erzeugender Strablenbüscbel 8 nnd 8 ^ ; ferner nehmen wir an, A nnd 
£ wären irgend zwei beliebige Punkte dieser Curve. In A und .B sei je eine 

7* 
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Taogeote ao die Carve gezogen und jede dieser Tangenten denken wir uns als 
eine Secanto, deren zwei Unrchscbnittspnnkte einander nnendlicli nahe liegen. 

Letzterer Voraussetzung ge- 
(Fig. 28.) uijgg bilden die genannten 

Tangenten mit den vier Gera- 
den MA, M^A, MB und M^B 
ein der Curve eingescbriebenes 
Sechseck. Die gegenüberliegen- 
den Seiten desselben sind MA. 
M^B, dann MB.. M^A und diu 
beiden in A und B gezogenen 
Tangenten ; es liegen somit 
die Durchschnillspnukte C, E 
und F dieser Linien dem 
Satze t> dieses Abschnittes 
zufolge in ein und derselben 
Geraden. 

Sind Ml) und M^ D die 
beziehungsweise in M und M^ an die Curve zweiter Ordnung gezogenen Tangen- 
ten, so liegt der Punkt D, in welchem sich MD und M^D schneiden, ebenfalls 
in jener Geraden, die durch C, E und F bestimmt wird, denn die sechs Geraden 
MA, M.^A, MB, M.^B, MB. M^D bilden auch ein der Curve zweiter Ordnung 
eingescbriebenes Sechseck, es müssen daher C, B und E, also auch F sich io 
ein und derselben Geraden befinden. 

Stellen wir uns nun vor, der Punkt A verändere seine Lage in der Curve. 
Die Folge dieser Aenderung ist, dass auch die Linien MA, M^A und AF ihre 
Lage ändern, während die Geraden MB, M^B und die io M, B und Af, gezo- 
genen Tangenten in Ruhe bleiben. Von den vier Punkten C, D, E and F bleibt 
somit nur D an derselben Stelle, während C in der Geraden M^B und F in der 
im Punkte B gezogenen Tangente seinen Ort verändert. Jedenfalls aber liegen 
C, B und F immer in ein und derselben Geraden. 

Wenn nun der Punkt A sich so bewegt, dass er stets in der Curve bleibt, 
BO bildet jede Gerade MA einen Strahl des Büschels S und alle Punkte C 
gehören einer Punktreibe if' an, welche durch den Schnitt des Büschels S mit 
der Geraden Af, ü entsteht. Ehenso bilden alle Geraden BC einen Strablen- 
büscbel S' dessen Mittelpunkt D ist, und welcher gegen 8 perspectivisch liegt, 
nachdem S und 8' Scheine der Reihe R' sind. Die sämmtlichen Punkte F, wo 
alle in den verschiedenen Lagen von A an die Curve gezogenen Tangenten AF 
jene Gerade schneiden, welche die Curve in B berührt, bilden ferner eine Punkt- 
reihe, die wir üC neunen wollen. Diese Reibe kann als ein Schnitt des Strablen- 
büschels fiT mit der in B gezogenen Tangente betrachtet werden, es sind somit 
R und K Schnitte ein und desselben Strahlenbflscbels, folgUch müssen sie 
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projectirisch sein. Da non S gegen It perspektivisch liegt, so sind S nnd R, also 
anch 5, nnd R projectivisch verwandt. 

Der Pnnkt B wurde in der Cnrve beliebig gewählt, daher mnss für jede 
in irgend einem andern Cnrvenpnnkte gevsogene Tangente dasselbe gelten , was 
wir fttr die in B berübrendc Gerade nachgewiesen haben. Es lässt sich somit 
behaupten, dass die Dnrchschniltspnnkte irgend einer von dem Träger der Reibe 
R verschiedenen Tangente mit den säromtlichen Lagen der beweglichen Tangente 
AF ebenfalls eine Punktreihe R^ bilden, welche sowohl mit S, als anch mit >9, 
projectivisch ist. Daraus folgt , dass R und R^ unter sich projectivisch sein 
mQsson nnd nachdem die bewegliche Tangente Af' in jeder ihrer Lagen ent- 
sprechende Punkte von R nnd R^ verbindet, da der Pnnkt F der Reihe R, also 
auch der Durchschnitt von ^4Fmit A, immer dem Strahle MA des Büschels S 
entspricht, so kann die in Rede stehende Cnrve anch als ein Krzengniss zweier 
projectivischer Reihen R und betrachtet werden. Es ist daher jede 
Cnrve zweiter Ordnung anch eine Cnrve zweiter Classe. 

Ans dem Umstande, dass jede Cnrve zweiter Classe eine Cnrve zweiter 
Ordnung und umgekehrt jede Cnrve zweiter Ordnung eine Cnrve zweiter Classe 
ist, folgt, dass diese beiden Curvengattnngen identisch sind. 


d) Beweise für die Identität der Cnrven zweiter Ordnnng nnd Classe mit den 

Kegelsehnlttslinien. 

Bevor wir unsere Untersuchnngen über die Erzeugnisse projectivischer 
Punktreihen nnd Strahlenbttschel, welche in derselben Ebene liegen, fortsetzen, 
wollen wir nachweisen, dass diese Erzeugnisse mit den Kegcischnittslinien iden- 
tisch sind. Um den Beweis dafür hcrzustcllen, zeigen wir, dass durch jedes solche 
Erzeugniss sich immer eine Kegciflächc zweiten Grades legen lässt. 

In Figur 29 seien R und /?, die eine Curvc zweiter Classe erzeugenden 
Punktreihen. Der Durchschnittspnnkt der letzteren heisse A und dei Berührungs- 
punkt des Trägers von R mit der erzeug- 
ten Curve sei B. Wir constrniren nun in 
der Curven ebeneeinen Kreis von beliebigem 
Halbmesser, welcher den Träger von 
also auch die Curvc zweiter Classe , im 
Punkte .B berührt. Von irgend einem Punkte 
der Reihe R, etwa von D aus, ziehen wir 
sodann eine Tangente an die Cnrve zweiter 
Classe nnd eine zweite Tangente an den 
Kreis. Der Durchschnittspnnkt der ersteren 
Tangente mit dem Träger von sei 
nnd der Durchschnitt der zweiten Tangente 
mit einer aus A ebenfalls an den Kreis 
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gezogenen Tangente heisse Fflr jeden in R gewählten Punkt D erhält 
man durch diese Construction ein Paar solcher Dnrchscbnittsponkte Z), und D,. 
Sämmtlicbc Punkte D und D^ bilden die erzeugenden Reiben R und , während 
durch die Punkte eine neue Reihe entsteht, welche wir nennen wollen. 

Es lässt sich non leicht zeigen, dass R und R^, also auch i?, und R^ pro* 
jectiviscb verwandt sind. Der Kreis bat nämlich, sowie jede Corve zweiter 
Classe Oberhaupt, die Eigenschaft, dass die Dorcbscbnittspnnkte zweier beliebiger 
Tangenten mit allen flbrigen Tangenten der Corve zwei projectiviscbe Pnnkt- 
reihen bilden. 

Um dies nachznweisen, betrachten wir die Figur 30. — t und f, seien 
Tangenten, welche einen Kreis in den beliebig gewählten Punkten 3f und 3f, 
berühren. A , B und C nennen wir ferner drei andere beliebige Punkte des 

Kreises und «, ß, y, /f,, y, die 
Durchschnitte von t und t, mit den 
in A, B und G gezogenen Tangenten. 
Verbindet man die Punkte a, ß und 
y mit dem Mittelpunkte des Krei- 
ses, so bilden die so erhaltenen Ge- 
raden einen StrablenbOscbel 5,, wel- 
cher jenem Büschel S congroent ist, 
der durch die’ Verbindungslinien des 
Punktes M mit A, B und C gebildet 
wird, denn die Strahlen von S, näm- 
lich die Sehnen MA, MB, MC stehen 
beziehungsweise senkrecht auf den 
Geraden M^ß, M^y. Da nun 

der aus den Sehnen M^A, M^R und 
ilf, C gebildete StrablenbOscbel S, 
dem BOscbcl S congment ist, nach- 
dem die auf gleichen Bögen aufstehenden Umfangswinkel AMB und AM^B, 
sowie £JlfC und (7 einander gleich sind, so ist 5, auch jenem Strahlen- 
bflscbel S, congment, der entsteht, wenn man M^ mit n, , /?, und y, verbindet, 
oder, was dasselbe ist, von 31", auf die Sehnen 3I^A, M^B und 3f, C Senkrechte 
fällt. Die auf den Tangenten t und /, sich ergebenden Pnnktreihen aßy und 
o,/?,y, sind somit Schnitte zweier congruenter, also auch projectivisch verwand- 
ter StrahlenbOschel S, und S^, daher mOssen diese Reihen ebenfalls projectivisch 
verwandt sein. FOr irgend ein anderes Paar von Tangenten gilt offenbar das- 
selbe, was für die beliebig gewählten Tangenten t und f, bewiesen wurde, cs 
erscheint somit obige Behauptung gerechtfertigt. — Zu bemerken ist noch, 
dass je zwei entsprechende Punkte der auf t und f, liegenden Reihen, 
z. B. a und a^, wie leicht einzuseben, sich in ein und derselben Tangente 
befinden. 


(Fig.'SO.) 
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In Fignr 29 sind AB und AD^ Tangenten eines Kreises, welche von einer 
dritten DD, geschnitten werden, es bilden also, dem Vorberi'cliendcn zufolge, 
alle Punkte D und D, zwei projectivisebe Punktreihen R und D, Da nun R 
und R^ projectivisch sind, so mOssen es auch R^ und D, sein. 

Nachdem D, und D, entsprechende Punkte von D, und D, sind, so folgt, 
dass diese Reiben den Punkt A entsprechend gemein haben, wie leicht cinru- 
aehen ist, wenn man sich den Punkt D im Berührungspunkte B gewählt denkt. Die 
beiden Reihen liegen also perspectivisch und alle Verbindungslinien D,D, ent- 
sprechender Punkte müssen sich in einem einzigen Punkte schneiden. Dies wird 
anch dann der Fall sein , wenn der Träger von D, sammt dem Kreise durch 
Drehung um AB in irgend eine andere Lage gegen i2, gebracht wird, denn 
durch eine solche Drehung verlieren D, und J?, ihre perspectivische Lage nicht. 
Den Dnrebsebnittspunkt aller Verbindungslinien entsprechender Paukte von if, 
und D, nach geschehener Drehung denken wir uns nun als ein Projectionscen- 
tmm, von welchem aus der Kreis auf die Ebene der Curve zweiter Classc pro- 
jicirt wird, oder anders anfgefasst, als die Spitze eines Kegels, dessen Basis der 
gedrehte Kreis ist. Jede Tangente DD, projicirt sich dann offenbar als eine 
Tangente DD, der Curve zweiter Classe, woraus folgt, dass die Projection des 
Kreises auf der Ebene der genannten Curve mit dieser Curve identisch sein muss. 
Es kann demnach jede Curve zweiter Classe als die Projection eines Kreises auf 
einer Ebene betrachtet werden. Jede solche Curve ist also ein Kcgelscbuitl. 

Da wir bereits die Identität der Curven zweiter Ordnung mit jenen zweiter 
Classe naebgewiesen haben, so folgt ohne weiteren Beweis , dass die Curven 
zweiter Ordnung ebenfalls Kegelschnittslinien sein müssen. Indess wollen wir 
letzteres noch besonders begründen. 

In Fignr 31 seien M und itf, die Mittelpunkte zweier eine Curve zweiter 


(Fig. 31.1 
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Ordnang erzeugender Strablenbüscbel S und >S, , von welchen wir der Einfacb- 
beit wegen nur die Strahlen abc und betrachten wollen. Die Durchschnitts' 

punkte von bb^ und cc, nennen wir beziehungsweise R und C. Der Strahl a sei 
die Tangente der Curve zweiter Ordnang im Punkte M ; der ihm entsprechende 
ist dann, dieser Voraussetzung zufolge wie bekannt die Gerade Wir con- 

stmiren nun einen Kreis von beliebigem Halbmesser, welcher die Tangente a, 
also auch die Curve zweiter Ordnang in M berührt, und nennen die Durch- 
schnitte von 3fil/,, b und c mit diesem Kreise beziehungsweise 3/,, und C,. 
Die Verbindungslinien des Punktes 3f, mit 3f, und C, bilden dann einen 
Strablenbüschel >V,, welcher dem Büschel S congruent ist, nachdem alle Winkel 
in Sj den entsprechenden Winkeln in Sals Umfangswinkel des Kreises, welcheauf 
gleichen Bögen aufstehen, gleiche Grösse haben. >9 und sind daher auch projeo 
tivisch verwandt und da S und S, projectivisch sind, so müssen es auch 5, und sein. 
Da ferner 5, und 5, die Strahlen a^ und entsprechend gemein haben, so liegen sie 
perspectivisch, folglich liegen die Durchschnittspunkte aßy . . . aller entsprechen- 
den Strahlen dieser beiden Küscbcl in ein und derselben Geraden g. — Der 
Punkt TZ, in welchem sich die Geraden BC und treffen , liegt auch in der 
Geraden g^ wie aus dem Satze 15 hervorgeht, wenn man die Geraden MM^, 
MC und MB als Träger dreier Punktreihen MM^Mj, MC^C, MB^B betrachtet, 
welche dun Punkt M entsprechend gemein haben. Diese drei Reiben sind näm- 
lich projectivisch verwandt, da jede derselben die Projection einer anderen von 
ihnen für eines der Projectionscemra ß, y oder rrist, es müssen also /?, y und ti, 
dem Satze zufolge in derselben Geraden liegen. 

Wir denken uns nun den Kreis sainmt dem Dreiecke M^B,^C^ durch Drehung 
um <7 in irgend eine andere Lage gebracht. Verbindet man nach geschehener Drehung 
die Punkte 3f, und .Vj, C und C,. sowie B und B^, so werden sich diese drei 
Verbindungslinien in ein und demselben Punkte des Raumes schneiden, denn 
letzterer Punkt ist offenbar der Durclischnittspunkt jener drei Ebenen, welche 
durch die sich in ß, y und tz schneidenden Geraden Bßy B^ß, dann 3f,y, M^y 
und Ctz, CjTZ gelegt werden können. 

Denkt man sich diesen Punkt als Projectionscenlrum — oder als Spitze 
eines Kegels, dessen Basis der gedrehte Kreis ist — so wird die Projection 
dieses Kreises auf der Ebene der Curve zweiter Ordnang mit letzterer Curve 
znsammenfallcn, denn die projicirenden Geraden sind eben keine anderen, als 
die Verbindungslinien der Punkte M^M^, CC,, BB^ es ist somit nach- 

gewiesen, dass jede Curve zweiter Ordnung als Projection eines Kreises be- 
trachtet werden kann. Jede solche Curve ist also eine Kegelschnittslinie. 


e) lieber die Erzeugung der versehiedenen Arten von KegelschnlttsUnlen. 

Wird eine Kegelfläche zweiten Grades von einer Ebene geschnitten, so ist 
der entstehende Schnitt bekanntlich eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je 
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nachdem die schneidende Ebene zn keiner, zu einer oder zu zwei i;eradlinif;en 
Erzeugenden der Regelflächc parallel ist. Diese drei Gattungen von Kegel- 
schnitten unterscheiden sich demnach wesentlich dadurch, dass die Ellipse keinen, 
die Parabel einen und die Hyperbel zwei unendlich entfernte Punkte besitzt. 

Da alle unendlich fernen Pnukte einer Ebene in ein und derselben Gera- 
den liegen, wie wir gleich zeigen werden, so kann man auch sagen , ein Kegel- 
schnitt ist eine Ellipse , Parabel oder Hyperbel, je nachdem er mit der in seiner 
Ebene liegenden unendlich fernen Geraden keinen, einen oder zwei Punkte 
gemein bat. Im zweiten Falle wird die Curve von ilieser Geraden berührt, da jede 
Gerade eine Tangente eines Kegelschnittes ist, wenn sie io der Ebene desselben 
liegt und ihn nur in einem Punkte trifft. — Dass die unendlich fernen Punkte 
einer Ebene in einer einzigen Geraden liegen müssen, geht daraus hervor, dass 
jede Gerade nur einen unendlich fernen Punkt hat. Würden nämlich die unend- 
lich fernen Pnnktc einer Ebene sieb in einer Curve beiinden, so könnte nicht 
jede Gerade der Ebene diese Cnrve nur in einem einzigen Punkte 
schneiden , es müsste also Gerade geben, welche mehr als einen unendlich fernen 
Punkt hätten. 

Da aus Jedem in der Ebene einer Cnrve zweiter Classe, ausserhalb der 
letzteren gelegenen Punkte zwei Tangenten an dieselbe gezogen werden kön- 
nen, so ist es möglich an die Ellipse nach allen Richtungen ihrer Ebene zwei 
parallele Tangenten zu ziehen, denn je zwei solche Tangenten gehen von einem 
Punkte der unendlich fernen Geraden aus, deren säinmtliche Punkte ausserhalb 
der Ellipse liegen. An die Parabel können nach keiner Richtung zwei parallele 
Tangenten gezogen werden, denn zwei solche Tangenten müssten sich in einem 
Punkte der unendlich fernen Geraden treffen, und da diese selbst Tangente der 
Parabel ist, so hätte letztere drei von demselben Punkte ausgebende Tangenten, 
was bei Curven zweiter Classe nicht möglich ist. Hei der Hyperbel liegt ein 
Theil der unendlich fernen Geraden ausserhalb, der andere innerhalb der Curve ; 
es können daher nicht nach allen, sutidern nur nach solchen Richtungen, welche 
gegen Punkte des ausserhalb liegenden Thcilcs convergircii, zwei parallele Tan- 
genten an die Hyperbel gezogen werden. Nach jener Richtung, welche ilnrch 
einen der zwei Durchschnittspooktc der nnendlich fernen Geraden mit der Hyper- 
bel bestimmt wird, kann nur eine einzige Tangente an die genannte Curve gezo- 
gen werden, weil diese zwei uncndlii-b fernen Punkte in der Curve selbst liegen, 
also die Berührungspunkte bilden. Die zwei gegen die genannten Durchschnitts- 
pnnkte convergirenden Tangenten werden die Asymptoten der Hyperbel 
genannt. 

Wir wollen nun die Bedingungen aufstellen , unter welchen sich eine 
Ellipse , eine Parabel oder eine Hyperbel als Erzengniss zweier projectivischer 
Punktreihen oder StrahlenbOschel ergibt. 

Wenn als Erzengniss zweier projectivischer Pnnktreihon eine Parabel zu 
Stande kommen soll , so muss die unendlich ferne Gerade der Ebene dieser 
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Reiben die Verbindongslinie zweier entsprecbender Punkte bilden, da die nnend- 
licb ferne Gerade eine Tangente der Parabel sein muss. Dies ist nur dann möglicb, 
wenn die nnendlicb fernen Punkte der zwei Reiben sieb entsprechen , woraus 
folgt, dass eine Parabel nur dnreb zwei Ähnliche Poiiktreiben 
entstehen kann. Daraus ergibt sich auch, dass je zwei be- 
liebige Tangenten einer Parabel durch alle übrigen Tan- 
genten dieser Curve immer in zwei Ähnlichen Punktreiheu 
geschnitten werden. 

Sind die zwei erzeugenden, ähnlichen Pnnktroiben zu einander parallel, so 
liegen sie perspectivisch , weil sie dann ihren unendlich fernen Punkt entspre- 
chend gemein haben. Die Parabel geht in diesem Falle in eine Gerade über, 
nämlich in die Verbindungslinie des Projectionscentrnms beider Reihen mit dem 
unendlich fernen Punkte der letzteren. Dieser unendlich ferne Punkt gehört 
auch der Parabel au, weil er der Scbniitpuukt der Träger beider Reihen ist, 
und sich selbst entspricht, also der Berührungspunkt der cr/.ciigtcn üurve mit 
den Trägern der erzeugenden Reiben sein muss. 

Aus dem Umstande , dass die Parabel in eine Gerade übergeht, sobald 
man zwei parallele erzeugende Reiben anuimmt, folgt ebenfalls, dass es nicht 
möglich ist, an eine Parabel zwei zu einander parallele Tangenten zu ziehen. 

Sind die erzeugenden Reihen einander nicht ähnlich, so kann durch sie, 
wie aus dem Vorhergehenden sich ergibt, nur eine Ellipse oder Uyperbel ent- 
stehen. Unter welchen Umständen die eine oder die andere dieser Curven 
erzeugt wird, wollen wir nun nntersnehen. 

Es seien R und Ry (Fig. 32) die zwei erzeugenden Reihen ; A, By nennen 
wir die im Darchsebnitte ihrer Träger vereinigten Punkte, ul|, .S, nämlich die 

entsprechenden von A und 
By, sind demnach die Be- 
rUhrungspuukto der Träger 
von B und Ry ; endlich heis- 
sen wir C und Cy irgend ein 
drittes Paar sich entspre- 
chender Punkte. Die Trä- 
ger der erzeugenden Reiben 
bilden mit der Tangente CCy , 
deren Berührungspunkt wir 
T nennen wollen , ein dem 
Kegelschnitte umschriebe- 
nes Dreieck , für welches 
sich mit Hilfe des Briancbon’scben Satzes leicht nachweisen lässt, dass die 
Geraden AT, CAy und CyB, nämlich die Verbindungslinien der Ecken mit den 
BerOhrnngspnnkten der gegenüberliegenden Seiten, sich in ein und demselben 
Punkte 0 schneiden müssen. Betrachtet man jede Dreiecksseite als zwei coin- 


(Fig. 32.) 
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cidireode Gerade, die sich in dem BerObrnngspunkte derselben Seite schneiden, 
so gebt das Dreieck in ein dem Kegelschnitte umschriebenes Sechseck aber, 
aof welches der Rria Dc ho n’scbe Satz Anwendung findet. GegenOberliegende 
Ecken dieses Sechseckes sind dann immer ein BerQbrnngspunkt einer Dreierks- 
seite und die der letzteren gegenüberliegende Ecke des Dreieckes. 

Verbindet man die Berührungspunkte A^ und B der Tr&ger von R und 
B, und bezeichnet den Durchschnitt dieser Berührnngssebne und der Tangente 
CC^ mit S, so bilden die vier Punkte CTCiS eine harmonische Pnnkt- 
reibe, wie leicht einzuseben , wenn man berücksichtigt, dass C und C, die 
Dnrchscbnittspnnkte der gegenüberliegenden Seiten des Viereckes AA^OB und 
8, T die Durchschnitte der Diagonalen dieses Viereckes mit der Geraden CC^ 
sind. (Satz 37). Die Punkte C und C,, sowie S und T bilden conjugirte Punkte 
der harmonischen Reihe, daher rückt 8 in unendliche Entfernung, wenn T die 
endliche Strecke CCj balbirt und umgekehrt müsste 8 in der Mitte 
zwischen C und <7, liegen, wenn der Berührungspunkt Tsich 
in unendlicher Entfernung befinden soll. 

Wir betrachten nun zunächst den Fall, in welchem die Träger der erzeu- 
genden Reihen R und R, (Fig. 33) zu einander parallel sind. G und G' seien 
die Gegenpnnkte dieser Reiben, also zugleich die 
Berührungspunkte ihrer Träger mit dem Kegel- 
schnitt, nachdem die den Punkten G und G' ent- 
sprechenden unendlich fernen Punkte sich im 
Durchschnitte von R und R, befinden. CC, wäre 
irgend eine Tangente, deren Durchschnitt mit der 
Berühmngssehne GG' wir 8 nennen wollen. Der 
Berührungspunkt dieser Tangente heisse T 
Dem Vorhergehenden zufolge bilden dann die 
vier Punkte SCTC, eine barnionisi he Reibe. 

Es frägt sich nun , unter welchen 
Umständen der Berührungspunkt T in nnend- 
licbe Entfernung gelangt. Für diesen Fall ist nämlich der Kegelschnitt 
eine Hyperbel, während dann, wenn T für jede Lage von C, in endlicher 
Entfernung bleibt, die erzeugte Curve eine Ellipse sein muss. Da S und T 
conjugirte harmonische Punkte sind, so kann T nur dann in unendliche Ent- 
fernung kommen, wenn 8 der Halbirungspnnkt der Strecke CC,, also auch der 
Strecke GG’ wird. Dann liegen C und Cj auf verschiedenen Seiten der 
Geraden GG^, woraus leicht zu ersehen ist, dass R und R, für diesen Fall 
einstimmig verlaufend sein müssen. — Dieselbe Unterscheidung, welche wir bei 
conjectiviseben Reiben bezüglich ihres Verlaufens gemacht haben, können 
Dämlich auch für Reiben, deren Träger parallel sind gemacht werden. — Wenn 
es nun eine Lage von (7Cj gibt, für welche der Punkt S mit dem Ualbirnngs- 
pnnkte M der Strecke GG' zusammenfällt, so muss es noch eine zweite Lage 
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Cü^ gi’ben, für welche dasselbe slattfindct. Dies wird klar, wenn man sieb M 
als Mittelpunkt zweier Stralilenbüsuhcl denkt, nuvou der eine gegen R, der 
andere gegen R, perspectiviseli liegt. Gebt nämlich die Gerade CC^ durch 31, 
so bildet sie einen Doppclstrahl der zwei concentrischcn Strahlenbdschel and 
da solche Büschel im allgemeinen zwei Doppcistrahlen besitzen, so muss es auch 
noch eine zweite Verbindungslinie entsprechender Punkto CC, geben, für 
welche ilf in GC, liegt. Diese zwei Verbindungslinien, welche durch ilf gehen, 
sind die Asymptoten der durch R und R, erzeugten Hyperbel, nachdem ihre 
Berührungspunkte T sich in unendlicher Enirernung befinden. Daraus folgt nun, 
dass sobald R und R^ nicht ähnlich sind und einstimmig 
verlaufen, die erzeugte Curvo immer eine Hyperbel ist. 

Wenn R und R, entgegengesetzt verlaufen, so liegen je zwei entsprechende 
Punkte C und C',, wie mau sich leicht überzeugen kann, immer auf derselben 
Beite der Geroden GG'. Der Durcbschnittspuiikt S befindet sich dann stets 
ausserhalb der endlichen Strecke CC',, also der Berührungspunkt T stets 
innerhalb derselben, nachdem S und T durch C und C, harmonisch getrennt 
werden. Aus dieser Betrachtung folgt , dass T für entgegengesetzt verlaufende 
Reiben niemals in unendliche Entferuuug gelangen kann; wir sebiiessen also, 
dass wenn R und R, nicht ähnlich sind und entgegengesetzt 
verlaufen, diu erzeugte Curve immer eine Ellipse sein muss. 

Der allgemeine Fall, in welchem die eizcngendeu Reihen R und R^ 
(Fig. 34) nicht parallel sind, lässt sich leicht auf den soeben ontersuebten 

^ zurückführen. 

Die (iegenpunkte der 
beiden lieilicii iKMinen wir 
G und G\ <lie ini Durrli- 
si'linittc der Träger von R 
und R^ vereinigten l’iinkle 
der lelzleren seien A und 
B, und der dein Punkte A 
entsprechende, also der Be- 
rührungspunkt des Trägers 
von R sei A^. Durch diese 
Annahmen sind drei Paare 
sich entsprechender Punkt« 
von R und R, bestimmt, nämlich die Gegenpunkte mit den ihnen entsprechenden 
unendlich fernen Punkten und das Paar AAi, es kann daher dem Satze 11 
zufolge kein viertes Paar solcher Punkte beliebig gewählt werden. Der 
Berührungspunkt R des Tr.lgers von R ist demnach aus den Angaben zu 
ermitteln. Derselbe wird durch Benützung de.s Brian chon’schen Satzes leicht 
in folgender Weise gefunden : Man zieht aus G eine Parallele zu R, und ans G' 
eine Parallele zu R, verbindet den Durcbschnittspuiikt £ dieser Parallelen mit 
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A, ebenso ß mit A,, wodurch sich im Schnitte von AE mit A,ß der Punkt O 
ergibt, weichen man endlich noch mit G' verbindet. Din Gerade ß'O trifft dann 
den Träger von R im Punkte B. Die aus G und G' ger.ogcncn Parallelen bilden 
nämlicb zwei Projectioiisstrablun, da sic cutspreebeudu Punkte verbinden, sie 
sind demnach Tangenten des Kegelschnittes und können als Seiten eines dem 
letzteren umschriebenen Sechseckes ABG EG' A^ betrachtet werden, bei welchem 
sich die Verbindungslinien der gegcnOberliegenden Kckeii AE, A^G und BG' in 
ein und demselben Punkte 0 schneiden. 

Die Punkte ABOA^ bilden ein Viereck, dessen gegenüberliegende Seiten 
sieb in den Punkten G und G’ treffen. Die Diagonale AO dieses Viereckes, 
welche mit der Diagonale des dein Kegelschnitte umschriebenen Parallelo- 
griinimes AG EG' coinci<lirt , trifft die Gerade GG' in ihrem Halbirungspnnkte 
M, nämlicb dem Mittelpunkte des genannten Purallelograinmes. Da nnn die 
Punkte G, M, G' und der Durchschnitt der zweiten Diagonale A^ B des Viereckes 
mit GG' nach Satz 37 eine harnioniscbe Reibe bilden, so muss .3, .ß mit der 
Diagonale GG' des umschriebenen Parallelogramm es parallel 
sein, nachdem der dem ilalbirungspunkte M barinonisch conjugirie Punkt, 
nämlicb der Darcbschnitt von AjB und GG' sicli in unendlicher Kntfernuug 
be6ndet. Es gilt also der Satz : 

8. Die Verbindungslinie der Berührungspunkte zweier 
Reiben R und ß,, welche einen Kegelschnitt erzeugen, ist 
immer parallel zur Verbinduugslinie der Gegenpnnkte 
dieser Reiben. 

Diesem Satze zufolge ergibt sich B einfach im Durchschnitte der aus A^ 
zu GG' gezogenen Parallelen mit dem Träger von R. Wir schliessen daraus, 
dass der Berübrnngspunkt von ß, sich innerhalb oder 
ausserhalb der endlichen Strecke AG befindet, je nachdem 
der BerObrnugspunkt von ß innerhalb oder ausserhalb der 
endlichen Strecke AG' liegt. 

Als Träger von Reihen, welche den fraglichen Kegelschnitt erzeugen, 
können wir auch die Geraden AG niid betrachten. Diese beiden Reihen 

nennen wir beziehungsweise ß und ß, ; ihre Gegenpunkte sind diu Eckpunkte 
A und E des dem Kegelschnitte umschriebenen Parallelogrammes. Denn die 
Tangente AG' verbindet den Punkt A in ß mit dem unendlich fernen Punkte 
in ß, und die Tangente EG' den Punkt E mit dem unendlich fernen Punkte in 
ß, es mässen somit die beiden unendlich fernen Punkte den Punkten A und E 
entsprechen. Der Berflhrungspunkt C des Trägers von ß, ergibt sich nach Satz 8, 
2. Abschnitt im Durchschnitte einer ans B zur Verbindungslinie der Gcgciipnukte 
AE gezogenen Parallelen mit diesem Träger. Ebenso erhält man den BerOhrungs- 
punkt D der Geraden EG' im Durchschnitte einer ausCzu GG', oder ans A. zu 
AE gezogenen Parallelen mit der Geraden EG'. Die vier Berflhruugs- 
punkte A^BCB der Seiten des umschriebenen Parallelo- 
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grammes bilden also die Ecken eines Parallelogramme 8, 
dessen Seiten zu den Diagonalen des umschriebenen 
parallel sind. Dass beide Parallelogramme einen gemeinscbaftlicben 
Mittelpunkt haben, bedarf wohl keines Beweises. 

Die parallelen Reihen if, und lassen uns nun leicht erkennen, ob die 
durch sie erzeugte Curve eine Ellipse oder eine Uyperhel ist. Wir wissen bereits, 
dass erstere oder letztere Curve zu Stande kommt. Je nachdem J2, und 
entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen. Die genannten Reihen verlaufen 
immer entgegengesetzt, sobald A, zwischen Ä und G’ liegt, den» in Folge dessen 
befindet sich auch B zwischen A und G, und ebenso C zwischen G und E; die 
einander entsprechenden Punkte A und G liegen also dann auf derselben Seite 
der Verbindungslinie der Gegenpnnkte A^ C, woraus wir scbliessen können, dass 
Ry und entgegengesetzt verlaufen. Es lässt sich demnach folgender Satz 
anfstellen : 

9.Die durch zwei schief gegeneinander gelegene, nicht 
ähnliche Reihen erzeugte Curve ist entweder eine Ellipse 
oder eine Hyperbel, je nachdem die Punkte A^, B, welche 
dem Durchschnitte A derTriiger beider Reihen entsprechen, 
zwischen A und den Gegenpnnkten G, G’ liegen, oder sich 
ausserhalb der Strecken und .dG' befinden. 

Die Gattung des erzeugten Kegelschnittes hängt also nur von der Lage 
der Gegeopuukte und der BerUhrungspunkte der erzeugenden Reihen gegen den 
Dnrchschnittspnnkt der letzteren ab, nicht aber etwa von der Grösse des 
Winkels, den die Träger der Reihen einschliessen. Daraus folgt, dass wenn 
man die Reiben durch Drehen um ihren Schnittpunkt in eine andere gegen- 
seitige Lage bringt, die erzeugte Curve ihre Gattung nicht ändert. Dies kann 
jedoch der Fall sein , wenn man die Reihen derart verschiebt, dass die im 
Durchschnitte ihrer Träger vereinigten Punkte andere werden. Gelangt 
durch eine solche Verschiebung der Gegenpunkt einer der zwei Reihen in 
den Dnrchschuilt beider Reihen , so bildet der Träger der anderen Reihe 
eine Asymptote, denn der Berührungspunkt des Trägers der letzteren Reihe 
liegt dann in unendlicher Entfernung nachdem derselbe dem im Durchschnitte 
beider Reiben befindlichen Gegenpunkte entspricht. Befinden sich demnach beide 
Gegenpunkte im Durchschnitte der zwei Reihen, so sind beide Träger 
Asymptoten, und umgekehrt liegen bei zwei projectiviseben Reiben, welche 
durch den Durchschnitt aller Tangenten einer Hyperbel mit den Asymptoten 
zu Stande kommen, die Gegenpnnkte im Durchschnitte der beiden Asymptoten. 

Befinden sich die beiden erzeugenden Reiben in perspectiviseber Lage, 
so gebt der erzeugte Kegelschnitt in zwei Punkte Ober. 
Diese Punkte sind das Projectionscentrum und der Punkt, welchen die Reiben 
entsprechend gemein haben. Der letztere Punkt muss nämlich auch zum 
Erzeugnisse der Reiben gehören, weil er in beiden Reihen . dem Schnittpunkte 
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der Trftger entspricht (mit welchem er coincidirt) also den Berahmn^pnnkt 
der erzeugten Carve mit den Trägem bildet. 

ln dem speciellcn Falle, wenn eine der erzengenden Pnnktreiben nnr ans 
einem einzigen Punkte besteht, ist auch der erzeugte Kegelscfanitt nnr e i n 
einziger Punkt. — Dass eine Punktreihe auch nnr aus einem Punkte 
bestehen kann sieht man leicht ein, wenn man sich einen StrahlenbUscbei durch 
eine Gerade geschnitten denkt, welche durch den Mittelpunkt des BQscbels geht. 

Wir gehen nun zur Untersuchung der Bedingungen aber, unter welchen 
eine Ellipse, eine Parabel oder eine Qyperbel durch zwei in derselben (2bene 
befindliche projectivische Strahlenbfischel entstehen. Um feststellen zn können, 
ob zwei solche Boschel und S, entgegengesetzt oder einstimmig verlanfen, 
denken wir ans den einen derselben parallel zu sich selbst, also derartig in 
seiner Ebene verschoben, dass die Richtung seiner Strahlen nicht geändert 
wird, bis die beiden Bäscbel concentriscb werden. Je nachdem die so erhaltenen 
concentrischen Bflschel dann entgegengesetzt oder einstimmig verlaufen, sind 
auch die nrsprOnglicben BQschel entgegengesetzt oder einstimmig verlaufend. 
Die Art des Verlaufens zweier einen Kegelschnitt erzeugender Strahlenbascbel 
bietet uns ein Mittel dar, die Gattung dieses Kegelschnittes in einfacher Weise 
zn erkennen, ohne dass man nOthig hätte, die Curve selbst zu constrairen. Vor 
allem ist klar, dass die erzeugte Curve nur dann eine Parabel oder Hyperbel 
sein kann, wenn in den beiden StrablenbOscbeln S und S, ein oder zwei Paare 
von parallelen, sich entsprechenden Strahlen verkommen, weil die Curve nur 
dann unendlich ferne Punkte besitzt. Solche parallele Strahlen werden, wenn 
man S und 5, auf die angegebene Weise in concentrische Lage bringt, offenbar 
Doppeistrahlcn bilden ; das zn Stande kommen von Kegelschnittslinien mit 
unendlich fernen Punkten hängt somit davon ab, dass die beiden concentrischen 
Strahlenbäschel Doppelstrablen haben. Sind keine Doppelstrahlen vorhanden, 
so wird die Curve eine Eliipse, weil es dann in S und £>, kein Paar von 
paralleleu, sich entsprechenden Strahlen, also auch keine unendlich fernen 
Curvenpunkte geben kann. Mit Rücksicht auf diese Umstände und darauf, dass 
in zwei entgegengesetzt verlaufenden, concentrischen Strahlenbüscheln immer 
zwei getrennte, reelle Doppelstrahlen vorhanden sind (Satz 44), kfionen wir 
nun behaupten : 

10. Zwei in derselben Ebene befindliche schief gegen 
einander gelegene projectivische StrahlenbUscbei erzeugen 
immer eine Hyperbel, wenn sie entgegengesetzt verlanfen. 

Die Asymptoten der erzeugten Hyperbel sind parallel zu den Doppel- 
strahlen der in concentrische Lage gebrachten Büschel, ihre Richtung kann 
somit leicht gefunden werden. 

Wird von zwei entgegengesetzt verlaufenden Strahlenbfischeln der 
eine um seinen Mittelpunkt beliebig gedreht, ohne dass er dabei aus seiner 
Ebene heraus tritt, so bleibt die durch beide Büschel erzeugte Curve nach 
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obigem Satze stets eine Hyperbel. Werden bei dieser Drebung die entsprecbenden 
Schenkel der entsprechenden rechten Winkel zu einander parallel, liegen also 
die nnendlicb fernen l‘nnkte io zwei auf einander senkrechten Richtungen, so 
bilden die Asymploten rechte Winkel nnd die Hyperbel ist dann eine gleich- 
seitige. Zwei beiieliigc entgegengesetzt verlaufende projec- 
tivische S t r ahl e n b ü sc L e I können daher immer in solche 
Lagen gebracht werden, dass sie eine gleichseitige Hyper- 
bel erzeugen. Man braucht dieselben nur so zu droben, dass die 
entsprecbenden Schenkel ihrer entsprecbenden rechten Winkel zu einander 
|)arallel werden. — Wenn die beiden Büschel durch Drehung des einen in 
perspeciiviscbc Lage kommen, so geht die Hyperbel in zwei gerade 
Linien U b e r. Die eine dieser Geraden ist der geradlinige Durchschnitt der 
crzeugcmlen Strahlenbflscliel, die zweite Gerade ist die Verbindungslinie der 
Mittelpunkte die.ser Büschel. Letztere Gerade gehört ntimlich auch dem 
Erzeugnisse der Bilscbel an, nachdem jedes solche Erzeuguiss bekanntlich durch 
die Mittelpunkte der erzeugenden Büschel bindurchgebt. Besteht einer der 
beiden erzeugenden Büschel nur aus einem einzigen Strahle, so ist auch der 
erzengte Kegelschnitt nur eine einzige Gerade. — Dass es Strahlen- 
büschel geben kann, welche nnr aus einem Strahle, bestehen, siebt man ein, 
wenn man sich eine Punktreibe ans irgend einem Punkte derselben proji- 
cirt denkt. 

In dem Falle, wenn die zwei Strahlenbüscbel congrnent 
und entgegengesetzt verlaufend sind, ist die erzengte 
Hyperbel immer gleichseitig. Derartige Büschel haben nämlich, eben 
weil sie entgegengesetzt verlaufen, immer zwei Paare von sich entsprechenden 
parallelen Strahlen und diese Strahlenpaare bilden rechte Winkel. Letzteres ist 
leicht einzuseben, wenn man bedenkt, dass die Doppelstrahlen in zwei 
congroenten, entgegengesetzt verlaufenden StrablenbUscbeln immer auf einander 
senkrecht stehen müssen; denn coincidiren in solchen Büscheln zwei entspre- 
chende Strahlen , so coincidiren auch die auf ersteren senkrecht stehenden in 
Folge der Congrnenz der Büschel. Dieses zweite coincidirende Strahlenpaar 
bildet aber zugleich den zweiten Doppelstrabl, da es in zwei concentrischen 
Strablenbüscheln nicht mehr als zwei Doppelstrahlen geben kann, wenn die 
beiden Büschel nicht identisch sind. 

Wenn die zwei erzeugenden Büschel S und S, einstimmig verlaufen 
und man verschiebt den einen parailel zu sich selbst in seiner Ebene bis die 
zwei Büschel concentrisch werden, so haben sie nach Satz 47 entweder zwei 
gesonderte reelle oder zwei coincidirende reelle , oder zwei imaginäre Doppel- 
strahlen, je nachdem der Winkel welcher von den sich nicht entsprechenden 
Schenkeln der entsprecbenden rechten Winkel gebildet wird, grösser, gleich, 
oder kleiner als der Winkel mn ist. — Durch mn bezeiebuen wir bekanntlich 
jenen Winkel in dem einen Büschel, dessen entsprechender m,», im andern 
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Bttscbel dieselbe Grösse bat ood so gelegen ist, dass er vom Strahle r, and t»in^ 
vom Strahle s, balbirt wird. — Die Strahlen, welche sich zd Doppelstrablen 
vereinigten, werden , wenn man S und S, in ihre nrsprOnglicbe gegenseitige 
Lage bringt, zu einander parallel, schneiden sich also in unendlich fernen 
Punkten. Wir können somit behaupten : 

11. Zwei in derselben Ebene befindliche, schief gegen 
einander gelegene p roj ecti vische Strab le n bOs ch e I, welche 
einstimmig verlaufen, erzeugen entweder eine Hyperbel, 
eine Parabel, oder eine Ellipse, je nachdem der Winkel 
rs,, welcher von den Richtungen der sich nicht entspre- 
chenden Schenkel der entsprechenden rechten Winkel 
gebildet wird,, grösser, gleich, oder kleiner ist, als der 
Winkel mn. 

Dreht man einen der zwei erzeugenden einstimmig verlaufenden Köschel 
um seinen Mittelpunkt, ohne da.ss er dabei aus seiner Ebene beranstritt , so 
ändert sich je nach der gegenseitigen Lage der beiden Uüscbcl die Gattung des 
durch sie erzeugten Kegelschnittes. Gelangen die Böschel durch diese Drehung 
in eine solche Lage, dass die Strahlen m und m, parallel werden , so schliesscn 
die Richtungen der Strahlen r und s, einen Winkel ein, welcher dem Winkel niii 
gleich ist und die erzeugte ünrve muss dann ohigem Satze zufolge eine Parnhcl 
werden. Der unendlich ferne Punkt derselben liegt in der Richtung der Strahlen 
m und »i,. Dreht man den einen BQschel in solchem Sinne weiter, dass der 
Winkel rs, grösser als mn wird, so bleibt die erzeugte Curve so lange eine 
Hyperbel, bis die Strahlen n und n, zu einander parallel werden, in welchen) 
Falle die Hyperbel in eine Parabel Ubergeht, deren unendlich ferner Punkt sich 
in der Richtung der Strahlen n und n^ befindet. Bei weiterer Drehung wird der 
spitze, von r und s, gebildete Winkel kleiner als mn, dann gibt es in den beiden 
Büscheln kein einziges Paar von parallelen sich entsprechenilen Strahlen und der 
erzeugte Kegelschnitt geht in eine Ellipse Ober. Erst wenn durch weiteres Dre- 
hen m und m, nochmals parallel werden, erhält man statt elliptischen Kegel- 
schnitten wieder die Parabel. Bei einer vollen Umdrehung des einen Büschels 
ist demnach nur in zwei verschiedenen Lagen desselben die erzeugte Curve eine 
Parabel, in unzähligen andern Lagen entsteht eine Hyperbel oder eine Ellipse. 
Der Fall, io welchem eine Parabel erzeugt wird, bildet den Uebergang zu jenen 
zwei Arten der gegenseitigen Stellung beider Büschel die das Zustandekommen 
einer Ellipse und einer Hyperbel bedingen. 

Werden bei der in Rede stehenden Drehung des einen Büschels die ent- 
sprechenden Schenkel der entsprechenden rechten Winkel, also r und r,, sowie 
s und s, zu einander parallel, so ist der erzeugte Kegelschnitt eine gleich- 
seitige Hyperbel. Kommen die beiden Büschel in pcrspectivische Lage, 
so wird ihr Erzengniss ein Linienpaar, welches ans dem Durchschnitte der Btl' 
scbel und der Verbindungslinie ihrer Miltclpunkte besteht, 

S 1 1 u d 1 g 1 : Lehrbuch der neueren Geometrie. 8 
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Sind die beiden einstimmig verlanfenden BOschel congrnent so haben sie, 
wie ans dem Satze 46 leicht gefolgert werden kann, entweder kein einziges 
Paar von parallelen sich entsprechenden Strahlen, oder es mOssen alle entspre- 
chenden Strahlen parallel sein. Im ersteren Falle gehört demnach die erzeugte 
Corre zur Gattung der elliptischen Kegelschnitte, and zwar ist sie ein Kreis, 
wofür der Nachweis sich daraus ergibt, dass alle Peripheriewinkel eines Kreises, 
welche auf demselben Bogen anfstehen, gleiche Grösse haben. Im zweiten Falle 
besteht das Erzeuguiss aus der Geraden, welche die Mittelpunkte beider Strah- 
IcnbOschel verbindet und der nnendllcb fernen Geraden, in welcher die D nreh- 
sebnittspnnkte sümmtlicher Paare von parallelen Strahlen liegen. — Bezüglich 
des Kreises bemerken wir noch, dass derselbe nur dnrrh einstimmig ver- 
laufende congruente Strahlenbüschel erzeugt werden kann; denn zwei 
sich entsprechende Winkel der erzeugenden BOschel werden zn Peripberie- 
winkeln , welche anf gleichen Bögen anfstehen , sie mOssen also einander 
gleich sein. 

Der Zusammenhang, welcher zwischen den Doppelstrablen der beiden, in 
concen Irische Lage gebrachten erzeugenden StrahlenbOscheln and den Asymp- 
toten der erzengten Curve besteht, lasst ans die Annahme imaginärer 
Asymptoten gerechtfertigt erscheinen. Haben nämlich die concentriseben 
BOschel imaginäre Doppelstrahlen, so sind auch die Asymptoten, da sie in jedem 
Falle zn den Doppelstrahlen parallel sind, imaginär. Nachdem non stets, wenn 
die Doppelstrahlen imaginär werden, die erzengte Cnrve eine Ellipse wird, so ist 
man berechtigt anzunebmeo, dass Jede Ellipse ein Paar von imagi- 
nären Asymptoten besitzt. — Der Fall, in welchem durch die beiden 
Büschel eine Parabel erzeugt wird , zeichnet sich dadurch aus, dass die zwei 
Doppelstrahlen der in concentrisebe Lage gebrachten Büschel coincidiren. Diese 
Doppelstrahlen sind reell; die Asymptoten einer Parabel müssen demnach eben- 
falls reell sein, da aber die Parabel nur einen anendlich fernen Punkt besitzt, 
und in diesem Punkte von der unendlich fernen Geraden ihrer Ebene berührt 
wird, so sind die beiden Asymptoten mit der unendlich fernen Geraden identisch. 


t) Tersebiedene, die Kegelschnitte betreffende Sätze und Aufgabem 

Die Resultate unserer bisherigen Untersuchungen Ober die Kegelschnitte 
gestatten uns eine grosse Zahl von Sätzen, welche sich auf diese Curven bezie- 
hen und anscheinend schwierig nachzuweiseo sind, meist sehr einfach zu begrün- 
den, sowie auch verschiedene, die Kegelschnitte betreffende Aufgaben mit Leich- 
tigkeit zu lösen. Wir wollen in Folgendem nur solche Sätze und Aufgaben 
betrachten, denen eine grössere Wichtigkeit zukommt, und welche sich anf Kegel- 
schnitte im Allgemeinen beziehen. 

Vor allem untersuchen wir die Sätze 3 und 6 dieses Abschnittes, nämlich 
den Brianchon’schen und Pascal’scben Satz, vorzugsweise rOcksichtlich 
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ihrer Specialitäten, etwas näher. Wir wiederholen diese Sätze in veränderter 
Form and stellen sie einander gegenüber am aaf ihre Analogie aufmerksam za 
machen. 


Werden sechs Punkte eines Ke- 
gelschnittes in irgend einer Reihenfolge 
zn einem Sechsecke verbanden, so lie- 
gen die drei Schnittpunkte der gegen- 
überliegenden Seiten des Sechseckes 
in ein und derselben Geraden. 

(Pascal.) 


Werden sechs Tangenten eines 
Kegelschnittes in irgend einer Reihen- 
folge za einem Seebsseit zusammenge- 
fasst, so schneiden sich die drei Ver- 
bindangslinien der gegenüberliegenden 
Ecken des Sechseckes in ein und dem- 
selben Punkte. (B r i a n c h 0 n.) 


Als ersten der sechs Punkte ÄBCDEF (Satz links) kann man jeden 
beliebigen, z. B. A wählen und erhält, indem mau die Reihenfolge der übrigen 
fünf Punkte so oft als möglich verändert, 1. 2. 3.4.5=120 Buchstaben- 
grappen, welche eben so vielen Sechsecken entsprechen. Unter letzteren sind 
offenbar alle möglichen Sechsecke enthalten, deren Eckpunkte die genannten 
Punkte sein können. Je zwei solche Sechsecke (i.B.ACBDFE und AEFDBC), 
bei welchen die Punkte B bis F in umgekehrter Ordnung auf einander folgen, 
sind aber identisch, wir können also, indem wir die sechs Punkte durch gerade 
Linien in beliebiger Reihenfolge mit einander verbinden nur 00 verschiedene 
Sechsecke erhalten. 

Der Kürze wegen nennt man ein Sechseck, das einem Kegelschnitte ein- 
geschrieben ist, ein Pascal'sches Sechseck und jede Gerade, in welcher 
die Durchschnittspnnkte der drei Paare von gegenüberliegenden Seiten eines 
solchen Sechseckes liegen, eine P a s c a l’scbe Linie. 

Bezüglich des Brian cbon’schen Satzes könnten ganz analoge Betrach- 
tungen angestellt werden, wodurch sich ergeben würde, dass es möglich ist sechs 
Tangenten eines Kegelschnittes auf 60 verschiedene Arten zu einem dem Kegel- 
schnitte umschriebenen Sechsecke zusammenfassen. 

Wir haben bereits bemerkt, dass die in Rede stehenden zwei Sätze auch, 
umgekehrt werden können. Der Pascal'sche gibt uns dann ein einfaches Mit- 
tel an die Hand, folgende Aufgaben 35 j 

zn lösen : 

Beliebig viele Punkte 
eines Kegelschnittes sollen 
ermittelt werden, wenn fünf 
Punkte desselben ABCDE 
(Pig. 35) gegeben sind. 

Man zieht durch einen der fünf 
Punkte, z. B. E, eine beliebige Ge- 
rade EF , betrachtet dieselbe als 
Seite eines Sechseckes, von welchem 
die gegebenen fünf Punkte Eckpunkte 

S' 
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sind and suclit mit Hilfe des Pascarschen Satzes jene Secbseckseite AF, 
deren Schnitt F mit EF ein Curvenpnnkt ist. AF ergibt sieb, wenn man die 
Schnittpunkte G und H der gegenQberliegenden Seitenpaare AB, DE und BC, 
EF durch eine Gerade verbindet, lien Durchsebnittspnnkt J der letzteren Ge- 
raden mit der Seite CD ermittelt und die Gerade JA zieht. EF wird dann von 
JA in einem sechsten Punkte F des Kegelschnittes getroffen. 

Mit Hilfe des Brianchon’scben Satzes lässt sich ebenso einfach die 
Aufgabe lösen; 

Beliebig viele Tangenten eines Kegelschnittes sollen 
ermittelt werden, wenn fUnf Tangenten desselben oöcde (Fig. 36) 
gegeben sind. 

Man wählt in einer der ffinf Tangenten , z. B. in e, einen Punkt E, 
betrachtet denselben als Eckpunkt eines dem Kegelschnitte umschriebenen 

Secbseckes, von welchem fflnf Seiten 
die gegebenen Tangenten sind, und 
bestimmt den sechsten Eckpnnkt F, 
nämlich einen zweiten Punkt , der 
durch E gehenden Tangente. Dies 
geschieht, indem man die zwei Paare 
gegcnOberlicgender Ecken A, D und 
B, E durch Gerade verbindet , deren 
Dnrchschnittspunkt wir 0 nennen 
wollen, und dio Gerade CO zieht. Die 
Tangente a und CO treffen sich dann 
in einem Punkte F, welcher in der 
durch E gchendcu Tangente liegt; 
es ist somit die Verbindungslinie der Punkte E und F eine sechste Tangente 
des Kegelschnittes. 

Bemerkenswertb ist , dass wenn bei einer bestimmten Reihenfolge der 
Eckpunkte eines Pascal’schen Sechseckes sich ungenaue, oder über dieZeichen- 
fläebe hinansfallende Schnitte der gegentlberliegenden Seiten ergeben, oft mit 
Vortbcil eine andere Reihenfolge der Ecken gewählt werden kann, wenn der 
P a s c a l’sche Satz benützt wird, um einen sechsten Punkt eines Kegelschnittes 
zu bestimmen. — Bei der Ermittlung einer sechsten Tangente mit Hilfe des B r i- 
anchun’scben Satzes ist die Reihenfolge der als Sechseckseiten betrachteten 
Tangenten auf die Genauigkeit und leichtere Durchführbarkeit der Construction 
ebenfalls von Einfluss. 

Liegen zwei Eckpunkte eines Pas cal’scben Sechseckes einander unend- 
lich nahe, so gebt die Seite, welche durch dieselben bestimmt wird, in eine 
Tangente des Kegelschnittes, und das Sechseck in ein dem Kegelschnitte ein- 
geschriebenes Fünfeck Uber Wir können somit den Satz anfstollen : 
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12. Sind ABCDE (Fig. 37) fQnf Panktu eines Kogel- 
scbnittoB, so liegt derScbnittpankt 77 der den Kegelschnitt 
io A berübrendoD Tangente mit CD in jener Geraden FG, 
weIcbediozweiDarcbscbnitts- ^ 

pnnkte der Geraden AB, DE 
and BC, AE verbindet 

Mit Hilfe dieses Satzes lässt sieb 
die Aufgabe sehr leiebt lösen ; 

Fünf Punkte eines Kogel- 
sebnittes sind gegeben, essoll 
die Tangente in irgend einem 
dieser Pnnkte construirt wer- 
den. 

Will man z. B. die Tangente in A 
(Fig. 37) ermitteln, wenn ausser A noch vier andere Punkte BCDE des Regel- 
Bcbnittcs gegeben sind , so bat man die Punkte F und G , in welchen sieb 
beziehungsweise die Geraden AB, DE und BC , AE schneiden, durch eine Ge- 
rade zu verbinden, den Durchschnittspunkt H von CD and FG zu bestimmen 
und die Gerade AH, welche die verlangte Tangente ist zu ziehen. 

Auch die Lösung der folgenden Aufgabe ergibt sich durch Benützung des 
obigen Satzes in einfacher Weise : 

Vier Punkte ABCD (Fig. 37) eines Kegelschnittes, und 
die Tangente in einem derselben, etwa in A, sind gegeben, 
es sollen beliebig viele andere Pnnkte des Kegelschnittes 
ermittelt werden. 

Dass der Kegelschnitt durch diese Angaben vollkommen bestimmt ist, 
leuchtet ein , sobald man sich erinnert, dass ein Berührungspunkt einer Tan- 
gente eigentlich zwei coincidirende Curvenpunkte repräsentirt, nachdem jede 
Tangente als eine Sekante anfgefasst werden kann, deren Durebsebnittspunkte 
znsammenfallen. Da nun ausser dem Berührangspunkto der gegebenen Tangente 
noch drei andere Curvenpunkte gegeben sind, so ist der Kegelschnitt nach Satz 
5, 2. Abschnitt vollkommen bestimmt. 

Um noch einen Punkt E des Kegelschnittes zu Bndon, ziehen wir durch 
D eine beliebige Gerade DE , betrachten dieselbe als Seite eines dem Kegel- 
schnitte eingeschriebenen Sechseckes, von welchem die Tangente in A, die Ge- 
raden AB, BC und CD ebenfalls Seiten sind, und bestimmen durch Anwendung 
obigen Satzes die sechste Seite AE. Diese schneidet die Gerade DE in einem 
Punkte E des Kegelschnittes. 

Fallen zwei Seiten eines Sechseckes, das einem Kegelschnitte umschrieben 
ist, zusammen, so gebt das Sechseck in ein Fünfeck Ober, auf welches der Bri- 
an c b o n'scbo Satz ebenfalls Anwendung findet. Als Durchschnittspunkt der 
zwei zusammenfallenden Seiten muss dann der Berührungspunkt dieser . Seiten 


(Fig, 37.) 
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angeBobcn werden ; denn lässt man zwei Tangenten einer Corve so lange an der 
Curve rortgiciten, bis sie mit einander eoincidiren , so werden scbliesslich die 
zwei Berübrungspunktc und der Durebsebuittspnnkt beider Tangenten in einem 
einzigen auf der Curve gelcgcueuen Punkte Zusammentreffen. Mit Rttcksiebt auf 
diesen Umstand können wir somit bebaupten ; 

13. Ist AfiCDd (Fig. 3Ü) ein Fünfeck, welches einem 
Kegciscbnitte um schrieben ist, so liegt der Berührungs- 
punkt T der Seite AG in der Verbindungslinie des dieser 
Seite gegenüberliegenden Eckpunktes C mit dem Durch- 
scbniltspunkte M der Diagonalen AD und BG. 

Dieser Satz kann zur Lösung der Aufgabe benützt werden : 

Fünf Tangenten eines Kegelschnittes sind gegeben, es 
soll der BerU lirungs])uukt irgend einer derselben ermittelt 
werden. 

Wären z. B. die Tangenten abede (Fig. 3(j) gegeben und man wollte deu 
BerUlirungspunkt von a tinden , so hätte man dem Satze zufolge die Diagonalen 
AD und BG des von den Tangenten gebildeten Fünfeckes zu ziehen und ihren 
Durchschnittspunkt ilf mit dem Eckpunkte C zu verbinden ; der Schnittpunkt 
von MC und a wäre dann der gesuchte Berührungspunkt. 

Durch Anwendung des Satzes 13 lässt sich auch die folgende Aufgabe 
leicht lösen ; 

Vier Tangenten abcd (Fig. 3t>) eines Kegelschnittes and 
der Berührungspunkt T einer derselben, etwa von a, sind 
gegeben, es sollen beliebig viele andere Tangenten des Kegel- 
schnittes ermittelt werden. 

Durch die Angabe von vier Tangenten und dos BerOhrangspanktes einer 
derselben ist der Kegelschnitt vollkommen bestimmt, nachdem die Tangente, 
deren BerUhrungspnnkt gegeben ist, als zwei coincidirende Tangenten anfgefasst 
werden kann, welche sich im gegebenen BerObrungspunkle schneiden. Es 
erscheinen somit eigentlich fünf Tangenten des Kegelschnittes gegeben, wodnrcb 
derselbe vollkommen bestimmt wird. 

Die Ermittlung irgend einer anderen Tangente kann, mit Berücksichtigung 
obigen Satzes, auf folgende Weise geschehen : Man wählt in d einen beliebigen 
Pnnkt D, verbindet denselben mit dem Dnrchschnittspunkte A von a and b, zieht 
ferner die Verbindungslinie des Punktes T mit dem Durchschnittspnnktc C der 
Tangenten c und d, und verbindet endlich den Schnittpunkt M der Geraden AD 
und CT mit dem Punkte B, in welchem sich b und c schneiden. Die Gerade BM 
trifft dann die Tangente a in einem Punkte G, welcher der aus D an den Kegel- 
schnitt gezogenen Tangente e angehört. Um diese Tangente zu erhalten bat man 
also nur die Punkte D und G durch eine Gerade zu verbinden. 

Coincidiren zwei Paare von Eckpunkten eines Pascal’schen Sechseckes, 
BO gebt dieses in ein dem Kegelschnitte eingeschriebenes Viereck über. Als 
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Seiten, welche zwei coiocidirendc Ponklc verbinden, müssen dann die Tangenten 
in diesen Punkten betrachtet werden. Nimmt mau an, dass die eoincidirendon 
Punkto an gegcnUbcrIicgeudeu Ecken des Viereckes vurbanden sind, so lässt sieh 
demnach behaupten : Die Durchsebnittspunkte E und der Uegenseiten eines 
einem Kegelschnitte eingeschriebenen Viereckes ÄBCI) (Fig. 38) und die Durch- 


(Fig. 38.) 



Rchnittspnnkte & und 1/ der Tangenten, welche den Kegelschnitt in den gegenüber- 
liegenden Ecken dieser Viereckes berühren , liegen in ein und derselben Geraden. 

Da die Reihenfolge der Eckpunkte eines Pascal’schen Sechseckes 
beliebig gewählt werden kann, ohne dass biednreh die Giltigkeit des Pas ca I’- 
seben Satzes aufgehoben würde, so ist es auch gestattet, die Reihenfolge ÄBDC 
der Eckpnnkto des Viereckes voraoszusetzen. Dann sind die Tangenten in A 
und D, die Seiten AB und DC, sowie die Diagonalen AC und BD Gegenseiten 
des Sechseckes, woraus sich ergibt, dass auch die Durchsebnittspunkte J, F 
und K dieser Gegenseiten in ein und derselben Geraden liegen müssen. Betrachtet 
man die Tangenten in B und C als Gegenseiten, so ergibt sich, dass auch der 
Dnrcbschnittspnnkt L derselben in der Geraden FK liegt. 

Wird ADBC als das eingeschriebene Viereck angesehen, so kann man 
aus dem P a s c a l’schen Satze ferner schliessen, dass der Durchschnittspunkt M 
der Tangenten in A und B und der Durchsebnittspunkt N der Tangenten in C 
und D der Verbindungslinie der Punkte E und K angeboren. — Mit Rücksicht 
auf den Umstand, dass die Tangenten in Ay B, C und D ein dom Kegelschnitte 
umschriebenes Viereck bilden, können wir nun folgenden Satz aufstellen : 

14. Ist ein Viereck ABCD (Fig. 38) einem Kegelschnitte 
eingeschrieben und ein zweites JMLN, dessen Seiten den 
Kegelschnitt in den Eckpunkten des ersteren Viereckes be- 
rühren, umschrieben, so liegen die Durchsebnittspunkte EFGII 
der Gegenseiten beider Vierecke in ein und derselben Ge- 
raden, ferner schneiden sich die Diagonalen beider Vierecke 
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in demHelbcn Punkto K und endlich gebt jede Diagonale des 
omschriobene n Viereckes durch die Schnittpunkte jezweier 
Gegenseiten des eingeschriebenen. 

EUnc bemerkcuswerthc Spccialität dieses Satzes ergibt sieb , wenn man 
eines der beiden Vierecke in ein Parallelogramm ttbcrgcbcu Iftsst Man findet 
dann folgendes: 

Die ßcrQb rungspunkte der Seiten eines einem Kegcl- 
sebnitto umschriebenen Parallelogrammes bilden die Eck- 
punkte eines zw eiten P arallclogrammcs, dessen Mittelpunkt 
mitjenem des ersteren zusammenfällt und dessen Seiten 
den Diagonalen des ersteren parallel sind. (Siebe Fig. 34.) 

Von besonderem Interesse ist der speciclle Fall, wenn die Diagonalen des 
eingeschriebenen Viereckes durch die Schnittpunkte je zweier Gegenseiten des 
umschriebenen Viereckes gehen. Nach Satz 37 bilden die Punkte EFGH meb 
in dem allgemeinen Falle eine harmonische Punktreihe ; gehen nun die Diago- 
nalen dos eingeschriebenen Viereckes durch die Schnittpunkte G und H der 
Gegenseiten des umschriebenen, so ist demzufolge der Strahlenbttschel, welcher 
aus den vier durch K gehenden Diagonalen beider Vierecke besteht, ein harmo- 
nischer. Daraus ist zu ersehen, dass auf jeder der vier Tangenten, welche Seiten 
des umschriebenen Viereckes bilden, harmonische Punktreihen zu 
Stande kommen ; der Berührungspunkt einer jeden solchen Tangente und die 
Schnittpunkte derselben mit den übrigen drei Tangenten sind die Elemente 
dieser Reihen. So z. B. würden die Punkte MAJG eine harmonische Reihe 
bilden, wenn die Diagonale BD durch G ginge. Denn es müsste dann die zweite 
Diagonale AG des eingeschriebenen Viereckes (nach Satz 37) durch den Punkt 
H geben, weil er der vierte harmonische Punkt zu E, F und G ist; der ans den 
Geraden KM, KA, KJ und KG bestehende Strahienbüschei wäre demnach 
harmonisch und ebenso die Punktreihe MAJG, welche als ein Schnitt dieses 
Büschels mit der Tangente in A betrachtet werden kann. In gleicher Weise 
lässt sich begründen, dass auch auf den Tangenten in B, C und D harmonische 
Punktreihen zu Stande kommen, deren Elemente der Berührungspunkt und die 
Schnittpunkte der betreffenden Tangente mit den drei übrigen sind. — Nach 
SaU 1, 2. Abschnitt werden je zwei Tangenten eines Kegelschnittes von den 
übrigen Tangenten in projcctivischen Punktreihen geschnitten ; daraus ergibt 
sieb, dass wenn die Punktreihe, welche auf der einen dieser zwei Tangenten zu 
Stande kommt, harmonisch ist, auch die auf der zweiten entstehende l^nkt- 
reihe harmonisch sein muss. Denken wir uns nun ausser den vier, dos um- 
schriebene Viereck bildenden Tangenten noch eine beliebige fünfte Tangente 
des Kegelschnittes gezogen, so folgt ans der eben gemachten Bemerkung, dass 
diese fünfte Tangente von den vier anderen ebenfalls in einer harmonischen 
Punktreihe geschnitten wird, wie leicht eiuznschen ist, wenn man sich erinnert, 
dass der Berührungspunkt einer jeden Tangente als der Schnittpunkt zweier 
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coincidireuder Taogenteu aufgcfasst werden kann. Die Seiten des nm- 
schriebenen Viereckes JMLN schneiden somit jede beliebige 
Tangente des Kegelschnittes in einer harmoniscbeu Punkt- 
reihe, wenn die Diagonalen des eingeschriebenen Viereckes 
ABCD durch die Schnittpunkte ü und H der Gegenseiten des 
ersteren Viereckes gehen. 

Vier Tangenten eines Kegelschnittes, welche die Eigenschaft haben, dass 
sie jede beliebige fünfte Tangente in einer harmonischen Punktreihe schneiden, 
nennt man harmonische Tangenten und den Kegelschnitt in Bezug auf 
das von solchen vier Tangenten gebildete Viereck den eingeschriebenen 
harmonischen Kegelschnitt. 

Die Berttbrungspunkte von vier harmonischen Tangenten zeichnen sich 
durch die Eigenschaft aus, dass die vier Verbindungslinien derselben mit irgend 
einem Punkte dos Kegelschnittes einen harmonischen Strahlenbttscbel bilden. 
Nehmen wir an, dass in Fig. 38 die Diagonalen BD nnd AC beziehungsweise 
durch Gr upd H gehen, so ist der Strahlenbttscbel AG, AD, AC, AB ein 
harmonischer, da er als ein Schein der harmonischen Reihe QEHF betrachtet 
werden kann. Ein Gleiches lässt sich für die Bttschel, deren Mittelpnnkte B , C 
und D sind, nacbweisen. Denken wir uns nun irgend einen fttnftcn Punkt des 
Kegelschnittes mit A, B, C und D durch Gerade verbunden, so bilden diese 
Verbindungslinien nach Satz 4, 2. Abschnitt einen Strahlenbttscbel, welcher den 
erwähnten harmonischen Büscheln projectivisch verwandt ist , er muss demnach 
ebenfalls harmonisch sein. Die Verbindungslinien der Eckpunkte des 
eingeschriebenen Viereckes ABCD mit irgend einem beliebigen 
Punkte des Kegelschnittes bilden also einen harmonischen 
Strahlonbttschel, wenn die Diagonalen dieses Viereckes durch 
die Schnittpunkte G und 1/ der Gegenseiten des umschriebenen 
Viereckes JMLN geben. 

Vier Punkte eines Kegelschnittes, welche eine solche Lage gegen einander 
haben, dass die Verbindungslinien derselben mit irgend einem fttnftcn Punkte 
des Kegelschnittes einen harmonischen Strahlcnbüschel bilden, nennt man in 
Bezug auf den Kegelschnitt harmonische Paukte und den Kegelschnitt 
in Bezug auf das durch vier harmonische Punkto bestimmte Viereck, den 
umschriebenen harmonischen Kegelschnitt. 

Die Lösung folgender Aufgaben ist nun, auf Grundlage der vorausgehenden 
Erklärungen, leicht zu finden : 

Es soll zu irgend drei Es soll zu irgend drei 

gegebenen Tangenten abc gegebenen Punkten AJ3C eines 
eines Kegelschnittes die Kegelschnittes der vierte 
vierte harmonische bestimmt harmonische bestimmt werden, 
werden. 

Eine Aufiösung der Aufgabe links ist folgende: 
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Man verbindet den Durcbscbnittspunkt der beiden Tangenten a nnd b mit 
dem BerUlirmigspauktc vun c und construirt im zweiten Dnrebsebnittspunkte 
dieser Verbindungslinie mit dem Kcgclsvliuittc eine Tangente au letzteren. Die 
so erhaltene Tangente ist dann eine vierte harmuuiscbe zu den drei gegebenen, 
nachdem das von den vier Tangenten gebildete umscbriebciie Viereck die 

Kigenschart hat, dass diu Diagonalen des Viereckes, welches durch die 

üerulirungspunktc bestimmt wird, gegen die Schnittpunkte der Gegenseiten 
des crstcren convergiren. 

Wird statt des Durchschiiittspunktes von o und b jener der Tangenten 
a nnd c mit den Berührungspunkte der dritten gegebenen Tangente verbunden, 
so ergibt sich im zweiten Durchschnitte dieser Vcrhindungslinie mit dem Kegel- 
schnitte der Berührungspunkt einer Tangente, welche ebenfalls die vierte 
harmonische zu ah nnd c ist. Eine dritte Auflösung rcsnltirt, wenn man den 

Schnittpunkt von b und c mit dem Berlilirungspunkte von a vetbimlet. Es gibt 

demnach drei Änflösniigen der obigen Aufgabe, also drei Tangenten des 
gegebenen Kegelschnittes, deren jede eine vierte harmonische zu, den drei 
gegebenen ist. 

Werden vier harmonische Tangenten abcd von einer beliebigen fünften 
Tangente des Kegelschnittes beziehungsweise in den Punkten ABCD geschnitten 
und sind A und C, sowie B und D einander zugeordneto Punkte, so nennt man 
a und c, sowie b nnd d einander zugeordnete oder conjngirte 
harmonische Tangenten. 

Wie leicht einzusehen, werden bei obigen drei Auflösungen der in Rede 
stehenden Aufgabe einmal a nnd b, dann a und c, endlich b nnd c einander 
zugeordnet; man kann daher auch sagen, dass die eine oder die andere dieser 
Auflösungen sich ergibt, je nachdem man a und b, a und c, oder b und c als 
einander zugeordnete Tangenten betrachtet. 

Die Aufgabe rechts wird gelöst, indem man in zweien von den gegebenen 
drei Punkten die Tangenten zieht nnd den Dnrehsebnitt der letzteren mit dem 
dritten gegebenen Punkte verbindet; der zweite Schnittpunkt der so erhaltenen 
Verbindungslinie mit dem Kegelschnitte ist dann der gesuchte vierte harmonische 
Punkt. Auch hier sind drei Auflösungen möglich, da je nachdem man die 
Tangenten in A und J9, in A und C, oder in B nnd C zieht, verschiedene 
vierte harmonische Punkte sich ergeben. Man nennt im ersteren Falle A und B, 
im zweiten A und G, im dritten B und C einander zugeordnete oder conjngirte 
harmonische Punkte des Kegelschnittes. 

Ohne weitere Begründung dürften nun auch die folgenden zwei Sätze 
leicht einzusehen sein : 

Der Durcbscbnittspunkt Die Verbindungslinie von 

von je zwei einander zuge- je zwei einander zugeordne- 
ordneten harmonischen Tan- ton harmonischen Punkten 
genten eines Kegelschnittes eines Kegelschnittes nnd die 
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und die BerttbrnnKsi> unkte indenzwcitlbrigenharmoni- 
der zwei Ub rigeu baniionisuben sehen Punkten gezogenen 
Tangenten liegen in ein und Taiigeutcn schneiden sieb in 
derselben Geraden. ein und de in selben Punkte. 

Ist ein Viereck gegeben, dessen Seiten wir abcd nennen wollen, und es 
wäre ein demselben eingeseliriebener liarinoniseber Kegel.sclinitt zu euuslrniren, 
so bestimmen wir zunächst die Berührungspunkte ABCD der Seiten dieses 
Viereckes, indem wir dun Durchscliuilt seiner Diagonalen mit den zwei SrliniU- 
puuklcn der Gegenseiten verbinden. Diese Verbindungslinien schneiden abcd in 
den Berührungspunkten ABCD. Man bat nun vier Tangenten des zu 
coDstruirendeu Kegelschnittes mit ihren Berührungspunkten und kann auf die 
bereits erklärte Weise beliebig viele andere Punkte und Tangenten desselben 
ermitteln. — Nachdem cs gestattet ist a und b, a und c, oder auch b und c als 
Gegenseiten zu betrachten, so kann man durch die angegebene Coustrnction 
drei, aber auch nicht mehr, von einander verschiedene 
harmonische Kegelschnitte, welche demselben Vierecke 
eingeschrieben sind, erhalten. 

Wenn einem gegebenen Vierecke ABCD ein harinonisclicr Kegelschnitt 
umschrieben werden soll, so verbindet man die zwei Dnrcliscbnittspunktc der 
Gegenseiten durch eine Gerade, bestimmt die zwei Dorcbscbnittspunkte dieser 
Geraden mit den beiden Diagonalen und verbindet letztere Punkte mit den 
Ecken des gegebenen Viereckes. Die so erhaltenen Verbindungslinien , selbst- 
verständlich jene, welche nicht Diagonalen sind, bilden ein dem zu construirenden 
Kegelschnitte umschriebenes Viereck , dessen Seiten den Kegelschnitt in ABCD 
berühren. Der letztere erscheint somit durch vier Tangenten und die Berührungs- 
punkte derselben bestimmt. — Da man entweder A und B oder A und C, oder 
auch B nnd C als gegenüberliegende Ecken des gegebenen Viereckes betrachten 
kann, und jede dieser Annahmen einem andern Kegelschnitte entspricht, so hat die iu 
Rede stehende Aufgabe ebenfalls drei Anflösnngen. Die zwei znletzt betrachteten - 
Aufgaben kann man demnach in folgender f'orm geben: 

Es sollen die drei einem Es sollen die drei einem 

gegebenen Vierecke einge- gegebenen Vierecke um- 
schriebenen harmonischen schriebenen harmonischen 
Kegelschnitte constrnirt Kegelschnitte constrnirt 
werden. werden. 

Wir haben, um zu den Sätzen und Aufgaben über die einem Kegelschnitte 
umschriebenen nnd eingeschriebenen Vierecke zu gelangen, den Pascal’schen 
Satz als Ausgangspunkt gewählt. Dieselben Resultate würden sich auch ergeben 
haben, wenn wir vom Brianchon’schen Satze ausgegangen wären. Es erscheint 
daher überflüssig, den speciellen Fall zu betrachten, in welchem hei einem 
Sechsecke, das einem Kegelschnitte umschrieben ist, zwei Paare von Seiten 
coincidiren. 
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Nimmt mau an, dass bei einem P a s c a rschou Sechsecke drei Paare von 
Eckpunkten zasammcnfallen, so gebt letzteres in ein dem Kegelschnitte 
eingeschriebenes Dreieck über. Die Seiten des Sechseckes werden dann von den 
Seiten des oingeschriobenon Dreieckes und den io den Eckpnnklen dieses 
Dreieckes gezogenen Tangenten gebildet. Mit Rücksicht auf den PascaTseben 
Satz kann man demnach bebanpten : 

15. Ist ein Dreieck einem Kegelschnitte eingeschrieben, 
so liegen die drei Oarcbschnitts punkto seiner Seiten mit 
den in den gegenüberliegenden Ecken gezogenen Tangenten 
auf ein und derselben Geraden. 

Coincidiron drei Paare von Seiten eines Sechseckes, das einem Kegel- 
schnitte eingeschrieben ist, so gebt dieses Sechseck in ein dem Kegelschnitte 
umscbricbcnes Dreieck über. — Wir haben diesen Fall bereits betrachtet (siebe 
Fig. 32) nnd von dem hierauf bezüglichen Satze Uebraneb gemacht, welcher lautet : 

lü. Ist ein Dreieck einem Kegelschnitte umschrieben, 
so schneiden sich die Verbindungslinien seiner Ecken 
mit den Berührungspunkten der gegenüberliegenden Seiten 
in ein nnd demselben Punkte. 

Wie man mit Benützung der letzteren zwei SAtze die folgenden Aufgaben 
löst, bedarf wohl keiner weiteren Erklärung: 

Zwei Tangenten mit ihren Zwei Tangenten mit ihren 

Borübrnngspun kten nnd ein Berührungspunkten nnd eine 
dritter Punkt eines Kegel- dritte Tangente eines Kegel- 
schnittes sind gegeben es Schnittes sind gegeben, cs 
soll die Tangente in dem soll der Berührungspunkt 
gegebenen dritten Punkte der gegebenen dritten Tan- 
bcstimmt werden. gentc bestimmt werden. 

Es worden oben die Aufgaben gelöst: Wenn fünf Punkte oder Tangenten 
eines Kegelschnittes gegeben sind, beliebig viele andere Punkte bcziohnngswoise 
Tangenten desselben zu construiren. Nimmt man an, dass bei der ersteren dieser 
Aufgaben zwei Paare der gegebenen Punkte, bei der letzteren zwei Paare der 
gegebenen Tangenten coincidiren, so kann man die in Bede stehenden Aufgaben 
wie folgt, ausdrücken : 

Zwei Tangenten mit ihren Zwei Tangenten mit ihren 

Berührungspunkten und ein Berührungspunkten nnd eine 
dritter Punkt eines Kegel- dritte Tangente eines Kegel- 
schnittes sind gegeben, es Schnittes sind gegeben, es 
sollen beliebig viele andere sollen beliebig viele andere 
Punkte des letzteren bestimmt Tangenten des letzteren be- 
werden. stimmtwerden. 

Die Lösung dieser Aufgaben kann ganz in derselben Weise geschehen, 
wie wir die allgemeinen Aufgaben gelöst haben, deren specielle Fälle sie sind. 
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Es dOrfte daher nicht nOthig sein, die betreffenden Constmctionen besonder s 
zn erkl&ren. 

Die Sätze nnd Aufgaben , welche in diesem Kapitel bisher betrachtet 
worden, fanden alle ihre BegrOndong, beziehungsweise Lösung, in dem 
Pascal’schen und Brian chon’schen Satze. Wir gehen nun zu anderen Sätzen 
nnd Aufgaben Ober, bei welchen die Entstehung der Kegelschnitte durch 
projecliviscbe Punktreihen und Strahlenbüschel vorzugsweise in Betracht 
kommt. 

17. Sind zwei Dreiecke Sind zwei Dreiecke einem 

einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben, 
schriebe n, so sind sie zn- so sind sie zugleicb einem 
gleich einem andern Kegel- anderen Kegelschnitte ein- 
scbnitte umschrieben. geschrieben. 

ln Fig. 39 seien ABC und DEF zwei beliebige einem Kegelschnitte 
eingeschriebene Dreiecke. Die Verbindongsliiiien des Punktes A mit ECB und 
F bilden einen StrablenbOschel S, welcher dem 
BOscbel S, projectiviscb verwandt ist, der von 
den Verbindungslinien des Punktes D mit 
ECB nnd F gebildet wird. Die Punktreihe B, 
welche als Schnitt von S mit der Orcieckscitc 
EF zu Stande kommt uud jene Reihe i2,, in 
der die Seite SC den Bu.schcl S, schneidet, 
sind demnach ebenfalls projectiviscb. Da nun 
die Verbindungslinien der entsprechenden 
Punkte dieser zwei Reihen zugleich Dreieck- 
selten sind, so müssen letztere Tangenten 
eines und desselben Kegelschnittes sein. 

Der Beweis für den Satz rechts kann wie folgt geführt werden : 

Die vier Tangenten AB, AC, DE DF schneiden nach Satz 1 die 
Tangenten EF nnd BC in zwei projectivischen Punktreihen B nnd R , , somit 
sind die zwei Strahlenbüscbel, welche entstehen, wenn man die Punkte von 
R mit A und jene von R, mit D verbindet, ebenfalls projectiviscb, woraus folgt, 
dass die Punkte A nnd D, sowie die vier Durchschnitte BCEF von je zwei 
sich entsprechenden Strahlen, nämlich die Eckpunkte der umschriebenen 
Dreiecke, in einem Kegelschnitte liegen müssen. 

Mit Hilfe des einen oder des anderen dieser Sätze lässt sich non der 
folgende leicht naebweisen : 

IS.Haben zwei Kegelschnitte eine solche Lage, dass 
dem einen ein Dreieck umschrieben werden kann, welches 
zugleich dem anderen eingeschrieben ist, so gibt es 
unendlich viele Dreiecke, welche dieselbe Bedingung 
erfüllen. Jeder Punkt des nmscliriebenen Kegelschnittes, 
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welcher ansserbalb des eingeschriebenen liegt, kann nämlich 
Eckpunkt eines solchen Dreieckes sein. 

Ist ABC (Fig. 39) ein die angegebene Bedingung erfflliendes Dreieck 
und man zieht aus irgend einem Punkte D des umschriebenen Kegelschnittes 
K zwei Tangenten DE und DF an den eingeschriebenen K^, so bilden der 
Punkt D und die Durchschnittspnnkte E und F der zwei Tangenten mit K die 
Eckpunkte eines zweiten Dreieckes, welchem nach Satz 17 ein Kegelschnitt 
eingeschrieben werden kann, der auch dem Dreiecke ABC eingeschrieben ist. 
Dieser Kegelschnitt kann kein anderer sein als , nachdem derselbe durch 
fOnf Tangenten von nämlich die Seiten des Dreieckes ABC und die 
Geraden DE und DF vollkommen bestimmt erscheint. — Dass jene Punkte 
von X, welche innerhalb liegen, keine Eckpunkte eines Dreieckes bilden 
können, dessen Seiten K, berühren, ist selbstverständlich. 

Zwei wichtige Sätze, welche ihre Begründung ebenfalls in den Eigen- 
schaften projectivischer Punktreihen und Strablenbflschel finden, sind folgende ; 

19. Wenn ein Viereck Wenn ein Viereck einem 

einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben ist, 
schrieben ist, so steht das so steht das Product der 

Product der Entfernungen Entfernungen irgend einer 
irgend eines Punktes der Cnrve Tangente der Cnrve von zwei 
von zwei gegenüberliegenden gegenüberliegenden Ecken des 
Seiten des Viereckes zum Viereckes zum Products der 
Products der Entfernungen Entfernungen derselben Tan- 
desselben Punktes von den gente von den beiden andern 

beiden andern Seiten in Ecken in einem constanten 

einem constanten Verhält- Verhältnisse, 
n i 8 s e.*) 

Der Satz links lässt sich wie folgt nachweisen : Die Ecken des einge- 
schriebenen Viereckes seien ABCD und P heisse irgend ein Punkt des Kegel- 
schnittes. Verbindet man den Punkt A mit B, C, D und P durch gerade Linien, 
so entsteht ein StrahlenbOschel mit dem Mittelpunkte A, welcher jenem 
Büschel projectiviscb verwandt ist, dessen Mittelpunkt sich in C befindet und 
der von der Tangente in C und den Geraden CB, CD, CP gebildet wird. Für 
diese beiden Strahlcnbüschel besteht, wenn mau die Tangente in C durch CT 
bezeichnet, die Gleichung; 

sin BAP sin BAC _sin BCP sm BCT 
sin i)AP ' sin DAC sin DCP ' sin DÖT' 
aus welcher sich ergibt : 

sin BAP . sin DCP sin DAC . sin DCT 
Rin DAP . sin BCP^sirTlUC .^^BCT' 

*) Dieser Satz wurde zuerst von Pappus (gegen Ende des 4. Jahrhundert 
n. Chr.) aufgestellt und wird desshalh der Satz des Pappus genannt. 
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Da nun 


sin BAP 
sin DAP 


gleich dem Verhältnisse der Perpendikel ist, welche 


man von P anf die Seiten AB nnd AD fällen kann, nnd 


sin DCP 


gleich dem 


Verhältnisse der von P anf die Seiten CD nnd BC gefällten Perpendikel, so gibt 
der Theil links vom Gleichheitszeichen an, in welchem Verhältnisse das Product 
der Entfernungen des Punktes P von AB nnd DC zu dem Prodncte der Ent- 
fernungen desselben Pnnktes von den Seiten AD und BC steht. Nachdem ferner 
der Werth des Tbeiles rechts vom Gleichheitszeichen eine von der Lage 
des Punktes P unabhängige constante Grösse hat , so erscheint obiger Satz 
gerechtfertigt. 

üm den Satz rechts zu begründen, nehmen wir ein einem Kegelschnitte 
umschriebenes Viereck ABCD und irgend eine Tangente t des erstcren an. 
Der Schnittpunkt der gegenüberliegenden Seiten AB nnd CD heisse E, der 
Berührungspunkt von CD sei F nnd die Schnittpunkte von AB und CD mit 
der Tangente t nennen wir beziehnngsweise P und Q. 

Auf den Seiten AB nnd CD kommen durch den Schnitt derselben mit 
den Tangenten BC, CD nnd t zwei projectivische Pnnktr^ihen zu Stande, 
nämlich die Reihen ABPE nnd DCQF. Es gilt somit die Gleichung : 

BP ' BE~~CQ ' CF' 

ans welcher folgt: 

AP . CQ BE . CF 
BP. DQ~ AE. DF 
AP 

Da gleich dem Verhältnisse der Entfernungen der Punkte A und B 
CQ 

von der Tangente t ist und das Verbältniss der Entfernungen der Punkte 

C nnd D von derselben Tangente t angibt, so kann ans letzterer Gleichung 
obiger Satz (rechts) gefolgert werden, nachdem der Theil rechts vom Gleich- 
heitszeichen einen von der Lage der Tangente t unabhängigen Werth bat. 

Ans den Sätzen 19 ergeben sich einige andere — deren Aufstellung uns 
wohl zu weit führen würde — wenn man ein oder zwei Paare von Ecken des 
eingeschriebenen, beziehungsweise von Seiten des umschriebenen Viereckes 
coincidiren lässt. 

20. Wenn ein Viereck Wenn ein Vieteck einem 


einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben 
schrieben ist, so bilden die ist, so bilden die Verbindnngs- 
Dnrchschnittspnnkte irgend linien irgend eines in der 
einer in der Ebene des Ebene des Kegelschnittes 
Kegelschnittes gelegenen gelegenen Punktes mit den 
Geraden mit den Seiten des Ecken des Viereckes und 
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Viereckes und die Dnrch- 
scbnittspuuktc derselben Ge- 
raden mit dem Kegciscbn itte 
eine involutoriscbc Punkt- 
reibe. Entspronbende Punkte 
der letzteren sind die zwei 
Durchscbnittspnnkte mit dem 
Kegelscbnitte, sowie je zwei 
Punkte, welche sich in gegen- 
überliegenden Seiten befin- 


die Tangenten, welche von 
demselben Punkte an den 
Kegelschnitt gezogen werden 
können, einen involntorischen 
Strahle II büscbel. Entspre- 
chende Strahlen des letzteren 
sind die zwei Tangenten, 
sowie je zwei Oeradö, welche 
gegenüberliegende Ecken ver- 
binden. 


den.*) 

Das eingeschriebene Viereck sei aßyd (Pig. 40) und die schneidende 
Gerade heisse g. Die Schnittpunkte von g mit dem Kegelschnitte nennen wir 

B, Bf, jene mit den Seiten 
(Fig. ).) beziehnngs- 

weisc A, C, Af und C,. 

Wie leicht einzusehen 
sind die Puiiklrcibcn ABC^B^ 
und CBAf Bf prnjcclivisch, 
naclidem sie Schnitte der Ge- 
raden g mit den zwei projec- 
tivischen StrahlcnbOscheln sind, 
welche dnreh die Verbindungs- 
linien der Punkto a und y mit 
den Curvenpnnkten ßBdBf 

gebildet werden; man hat also: 

(ADCfBf)^{CBAfBf). 

Betrachtet man die Punkte ß und ä als Mittelpunkte von Stralilenbüscheln, 
deren Strahlen durch die Curvenpunktc nByB, gehen, so kann man sich leicht 
überzeugen, dass die Gleichung besteht: 

{ABCBf) = (CfBA,B,) 

Fis ist somit : 


und 



ACf 

ABf 

CAf 

CBf 

BCf 

■ BB, ~ 

~ BA, 

• BB, 

AC 

ABf 

C.vl. , 

. C.Ä, 

BC ■ 

BB, ~ 

BAf 

BB, 


*) Desargues stellte dieses Theorem zuerst auf, dasselbe wird daher der 
Satz des Desargues genannt. 
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Dividirt man die zweite dieser Gleicbnngen durch die erste, so ergibt sich : 
AC AC, _ f\A, CJi, 

BC ■ BC\ ~ CÄ^ '' CH,’ 

oder 

AC AC, A,C 

BC BC, ~ B, C, B, C 

Ans der symbolischen Kuriii 

(ABCC,) = {A,B,C,C) 

der znletzt anfgestellten Oleicbuug ist leu bt zu erkennen, dass die sechs Punkte 
ABC A,B,C, in der That eine Involution bilden. Die Punktreihe ABGC, 
ist nänilieli, wie aus dieser Gleichung und dem Satze 3, 1. Abschnitt, folgt, der 
Reibe A, B, C, C projectivisch verwandt und beide Reihen haben eine solche 
Lage, dass der Punkt C dem Punkte C, entspricht, ob man C als Punkt 
der einen oder jder andern Reihe betrachtet, woraus sich nach Satz 51, 
1. Abschnitt, ergibt, dass die zwei Reihen involutorisch liegen. Entsprechende 
Punkte dieser Involution sind A und A , , B and B , . sowie C und C, . Obiger 
Satz links erscheint somit gerechtfertigt. 

Selbstverständlich gilt derselbe auch für die Vierecke ayß8 und ay8ß, 
deren Seiten aus den Diagonalen und zwei gegenOberliegcndeu Seiten des 
zuerst betrachteten Viereckes gebildet werden. In dem Vierecke ay8ß sind 
aß, yd und ay,ßd zwei Paare gegenüberliegender Seiten. Heissen D nnd D, die 
Schnittpunkte der znletzt genannten Seiten mit g, so bilden .AAj, BB, und DD, 
obigem Satze zufolge drei Paare entsprechender Punkte einer involutorischen 
Reihe, diese Reihe ist, wie aus Satz 58, 1. Abschnitt, geschlossen werden kann, 
mit der diircb die Puiiklpaarc AA,, BB,, CC, bestiirimten involiilorisidien Reibe 
identisch, es bilden also aucli die Sclinittpiinkte der Diagonalen 
des eingeschriebenen Viereckes aßyd ein Paar sich entspre- 
chender Punkte der in obigem Satze (links) erwähnten 
involutorischen Reihe. 

Mit Hilfe des Satzes 20 (links) ist man auch ini Stande beliebig viele 
Punkto eines Kegelschnittes zu bestimmen, wenn fünf Punkte desselben gegeben 
sind. Man zeichnet ein Viereck, dessen Ecken vier der gegebenen Punkte bilden 
und zieht ans dem fünften Punkte eine beliebige Gerade; der zweite Durch- 
schnitt dieser Geraden mit dem Kegelschnitte erscheint nach Satz 58, 
1. Abschnitt, durch die übrigen Punkte der involutorischen Reihe bestimmt, 
welche obigem Satze zufolge anf der in Rede stehenden Geraden liegen, und 
kann durch eine einfache Construction ermittelt werden. 

Trifft g den Kegelschnitt nicht, so werden zwei sich entsitrechende Punkte 
der Involution, nämlich die Schnittpunkte von <7 mit der Curve, imaginär. 

Berfihrt die Gerade g den Kegelschnitt so coincidiren 
die Schnittpunkte B und B, und bilden einen Doppelpunkt 
der Involution. Daraus ergibt sich eine Lösung der folgenden Aufgabe : 

ständig 1: Lobrbncli dar nsnoron Q<>ometrie. 9 
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Einen Kegelschnitt zu constrniren, wenn vier Punkte 
desselben und eine Tangente, welche durch keinen dieser 
Punkte geht, gegeben sind. 

Der BerQbmngspankt der gegebenen Tangente ist nämlich einer der 
zwei Doppeipnnkte jener involntorischen Pnnktreibe, in welcher die Tangente 
von den Seiten des Viereckes geschnitten wird, dessen Eckpunkte die gegebenen 
vier Punkte bilden. Da eine involutorische Reihe dorch zwei Paare sich 
entsprechender Punkte vollkommeii bestimmt wird, so lassen sieb die beiden 
Doppelpunkte aus den Angaben unzweideutig ermitteln. Der Umstand, dass in 
einstimmig verlaufenden involntorischen Reihen keine Doppelpunkte vorhanden 
sind, in entgegengesetzt verlaufenden aber stets zwei Doppelpunkte Vorkommen 
beweist, dass obige Hedingungen entweder von keinem oder 
von zwei verschiedenen Kegelschnitten erfüllt werden. 
Denn verläuft die auf der gegebenen Tangente entstehende Reihe einstimmig, 
so bat erstere keinen reellen Bcrübrungspniikt, es gibt also umgekehrt keinen 
reellen Kegelschnitt, weicher der Aufgabe entsprechen würde, verläuft jedoch 
die erwähnte Reihe entgegengesetzt, so ergeben sich immer zwei reelle 
Berührungspunkte, woraus zu schliessen ist, dass dann zwei verschiedene 
Kegelschnitte die gestellten Anfordernngen erfüllen. 

Nachdem der Beweis für den obigen Satz rechts in analoger Weise 
gegeben werden kann, wie jener für den Satz links, so unterlassen wir es, 
denselben durchznfUhren. Wir bemerken nur, dass auch die Ver- 
bindungslinien des beliebig gewählten Punktes mit den 
zwei Schnittpunkten der gegenüberliegenden Seiten des 
umschriebenen Viereckes ein Paar sich entsprechender 
Strahlen des in diesem Satze erwähnten involntorischen 
Büschels sind. Man überzeugt sich hievon leicht, wenn man berücksichtigt, 
dass der in Rede stehende Satz nicht nur für ein nmschriebenes Viereck gilt, 
dessen Seiten abcd sind (und so aufeinander folgen, wie sie genannt wurden), 
sondern auch für das Viereck ardb. 

Liegt der Paukt, von welchem ans gegen die Ecken des nmschriebenen 
Viereckes Gerade gezogen sind, innerhalb des Kegelschnittes, so werden zwei 
Strahlen des involntorischen Büschels, der sich dem Satze rechts zufolge ergibt, 
imaginär. Es sind dies jene Strahlen, welche den Kegelschnitt tangiren. Ist der 
Mittelpunkt des involutorischen Büschels ein Punkt des Kegelschnittes, so 
coincidiren die zwei Strahlen, welche Tangenten des Kegelschnittes sind and 
bilden einen Doppel strahl der Involution. Dieses Ergebniss führt uns 
zur Iki-sung folgender Aufgabe: 

Ein Kegelschnitt soll construirt werden, wenn vier 
Tangenten und ein Punkt desselben, welcher in keiner 
dieser Tangenten liegt, gegeben sind. 
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Die Tangente in dem gegebenen Pnnkte ist einer der zwei Doppelstrahlen 
jenes involutorischen Boschels, dessen Strahlen die Verbindongslinien des 
gegebenen Pnnktes mit den Ecken des von den gegebenen Tangenten gebildeten 
Viereckes sind. Nach Satz 58, 1. Abschnitt, werden die zwei Doppelstrablen durch 
die Übrigen bekannten Strahlen des in Rede stehenden BQschels vollkommen 
bestimmt. Aus dem Umstande jedoch, dass wenn der involutorische Büschel 
einstimmig verlüuft, keine reellen Doppelstrahlen vorhanden sind nnd im Falle 
er entgegengesetzt verlauft, stets zwei reelle Doppelstrablen Vorkommen, folgt, 
dass die Bedingungen obiger Aufgabe entweder von 
keinem Kegelschnitte oder von zwei verschiedenen Kegel- 
schnitten erfüllt werden. 

Coiucidiren zwei Eckpunkte des dem Kegelschnitte eingeschriebenen 
Viereckes, und zwei Seilen des umschriebenen, so kann man obige Satze in 
folgender Weise ausdrücken ; 

21. Wenn ein Dreieck Wenn ein Dreieck einem 

einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben 
schrieben ist, so bilden die ist, so bilden dieVerbindungs- 
Durch sch nittspunkte irgend linien irgend eines Punktes 
einer in der Ebene des der Ebene desKegelschnittes 
Kegelschnittes gelegenen mit den Ecken des Dreieckes 
Geraden mit den Seiten des nnd mit dem Berührungs- 
Dreieckes, mit der in einem pnnkte einer beliebigen 
beliebigen Eckpunkte gezo- Dreieckseite, ferner die aus 
geneu Tangente und mit dem demselben Punkte gezogenen 
Kegelschnitte eine invoin- Tangenten einen involutori- 
torische Pnnktreihe. Ent- sehen Strahlenbüschel. Ent- 
sprechende Punkto der sprechende Strahlen des 
letzteren sind die zwei letzteren sind die zwei 
Durcbschnittspunkte mit dem Tangenten, die Verbindungs- 
Kegelschnitte, die Durch- linien mit den Plndpnnkten 
schnitte der zwei Dreieck* jener Seite, in weicher der 
seiten, welche sich im Be- erwähnte Berührungspunkt 
i'Uhrungspunktc der erwähnten liegt, nnd die zwei übrigen 
Tangente treffen, und die Verbindungslinien. 

zwei übrigen Schnittpunkte. 

Nimmt man an, dass in dem eingeschriebenen Vierecke (Satz 20) zwei 
Paare von Ecken, in dem nmschriebenen zwei Paare von Seiten coiucidiren, so 
ergeben sich folgende Sätze : 

22. Wenn ein Winkel Wenn ein W i n k c I c i n e in 

einem Kegelschnitte nmschrie- Kegelschnitte umschrieben 
ben ist, so bilden die Durch- ist, so bilden die Verbindungs- 
schnittspunkte irgend einer linien irgend eines Punktes 

9* 
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in der Ebene deg Kegel* 
Bcbnitteg gelegenen Geraden 
mit den Schenkeln des 
Winkels, mit der Verbindungs- 
linie der Berührnngspunkte 
der Schenkel und mit dem 
Kegelschnitte eine involnto- 
rische Panklreihe. Entspre- 
chende Punkte der letzteren 
sind die Sebnilipnnkte mit 
der Curve ond die in den 
Schenkeln gelegenen, während 
der Durchschnitt mit der 
erwähnten Verhindungslinie 
einen Doppelpunkt bildet. 


der Ebene des Kegelschnittes 
mit den Be r U h rn n gs pu n k te n 
der Schenkel und mit dem 
Scheitel des Winkels, ferner 
die ans demselben Punkte 
gezogenen Tangenten einen 
i n V 0 I u 1 1 ) r i s c h e n Strahlen- 
büscbel. Entsprechende Strah- 
len des letzteren sind die zwei 
Tangenten und jene Strahlen, 
welche durch die Berührnngs- 
punkte der Schenkel gehen, 
während die durch den Scheitel 
gehende Verbindungslinie 
einen Doppelstrahl bildet. 


Aus diesen Sätzen lassen sich die Anflösungun nachstehender Aufgaben 
leicht folgern: 


Ein Kegelschnitt soll 
construirt werden, wenn zwei 
Tangenten und drei Punkte 
desselben, welche ausserhalb 
den zwei Tangenten liegen, 
bekannt sind. 


Ein Kegelschnitt soll 
construirt werden, wenn zwei 
Punkte und drei Tangenten 
desselben, welche durch keinen 
der drei Punkte gehen, bekannt 
sind. 


Heissen p, q (Fig. 41) die Tangenten und A, B, C die gegebenen drei 
Punkte, so verbindet mau, um die Aufgabe links zn lösen, A mit B, welche 
(Fig.) 41. Verbindungslinie p, q in 

zwei Punkten M und N 
schneidet, und crmiticit 
die Doppelpunkte Dnud 
D’ der durch die vier 
Punkte A, B, M, N be- 
stimmten involutoriscben 
Reihe. D, ebenso wie D' 
gehört, dann, dem obigen 
Satze zufolge, einer Ge- 
raden an, welche die 
Berührungspunkte der 
Tangenten p und q ver- 
bindet. Um einen zweiten 
Punkt einer solchen Ge- 
raden zu erhalten ver- 
bindet man A mil C, weiche Verbindungslinie p, q in den Punkten P und Q 



Digitized by Google 



beirrffende Sät!e ttnd Aufiinhen. 


133 


trifft, and ermittelt die Doppcipnnkte .;/ und der involutorischcn Reihe 
ACPQ. Der Punkt J gehört non ebenfalls, sowie auch ./ einer Geraden an, 
welehc die Berdbrangspunktc von p und q vcrbimlet ; jede von den vier Geraden 
DJ, T)J, D'J, D'~f mass demnach durch die Berührungspunkte von j> und q 
mit einem Kegelschnitte gehen, welcher die Bedingungen der Aufgabe erfüllt. — 
Man könnte meinen, dass cs ausser den genannten vier Geraden noch andere 
geben müsse, welche die Berührungspunkte von p und q verbindeu, nachdem 
man auch in der auf BC zu Stande kommenden involutorischcn Reibe Doppel- 
punkte erhält. IndcEs zeigt eine einfache Betrachtung, dass jeder dieser Duppel- 
punkle einer der vier Geraden angehürt. Man braucht sich nur zu erinnern, dass 
durch die Doppelpunkte einer jeden involuturischen Reihe je zwei sich 
entsprechende Punkte barinouisch getrennt werden (Satz 1. Abschnitt), dass 
ferner zwei harmonische Reihen stets projectivisch verwandt sind und dass 
endlich je zwei von den sich auf AB, AC und BC ergebenden harmonischen 
Reihen perspectivisch liegen. — Wir deuten diese Beziehungen nur au, da uns 
die vollständige Durchführung des betreffenden Beweises, welcher übrigens 
keine Schwierigkeiten bietet, wohl zu weit fuhren wUrdo. 

Um die obige Aufgabe rechts zu lösen, verbindet man den Durchschnitts- 
punkt 8 zweier von den drei gegebenen Tangenten a, h, c, etwa a und b mit den 
gegebenen zwei Paukten B und Q, und ermittelt die Doppcistrahlen d, il' des 
dnn'li a, b, SP, S(J bestimmten involutorisclion Büschels. Jeder dieser Dojipel- 
strahlen geht nach obigem Satze durch einen Punkt , in welchem sich die in 1‘ 
und Q berührenden Tangenten treffen. Wählt man statt » und h zwei andere 
Tangenten, etwa a und c, verbindet ihren Durchschnittspunkt £>' mit P und Q, 
und ermittelt die Doppelstrahlen dd’ dos durch a,c, S'P, S'y gebildeten involuto- 
rischen StrahlenbUschels, so bat man vier Gerade d, dt, d, tf, welche in ihren 
Durchschnitten vier Punkte bcsiimmen, deren jeder als Schnittpunkt der in P und Q 
berührenden Tangenten betrachtet werden kann. Sind diese Tangenten ermittelt, 
so ist die in Rede stehende Aufgabe auf emo bereits früher gelöste zurUckgefUhrt. 

Liegen zwei Punkte bei der obigen Aufgabe (links) derart, dass sic von 
jenen Punkten, in welchen ihre Verbindungslinie die zwei gegebenen Tangenten 
schneidet, getrennt werden, so erhält man keine reellen Doppelpunkte. Es ver- 
laufen nämlich dann zwei der in Betracht kommenden involutorischcn Reihen 
einstimmig, da in ihnen ein Paar sich entsprechender Punkte durcli ein zweites 
solches Paar getrennt wird, folglich gibt es in diesem Falle keine reellen Doppel- 
punkte, also auch keinen reellen Kegelschnitt, der die Aufgabe erfüllen würde. 
Letzteres ist auch bei der Aufgabe links der Fall, wenn die gegebenen Punkte 
und Tangenten eine solche Lage haben, dass zwei der erwähnten involutorischcn 
Slralilenbüschel einstimmig verlaufen. 

Ans den Auflösungen obiger Aufgaben können wir scblicssen, dass den 
Boilinguugen derselben entweder k ei n Kegelschnitt, oder 
vier verschiedene Kegelschnitte entsprechen. 


Digitized by Google 



134 


Zweiter Abschnitt. Verschiedene, die Kegelschnitte 


Nimmt man an, dass bei deo in Rede stehenden Aufgaben einer der 
gegebenen Punkte in einer von den gegebenen Tangenten gelegen ist , also znm 
BerUbrungspunkte dieser Tangente wird, so bat man folgende Anfgaben : 

Ein Kegelschnitt soll Ein Kegelschnitt soll 

construirt werden, wenn zwei constrnirt werden, wenn zwei 
seiner Tangenten, der Be- seiner Punkte, die Tangente 
rübrnngspunkt von eiuerder- in einem derselben nnd zwei 
sei ben und zwei Curvenpunkte, Tangenten, wovon keine durch 
welche ausserhalb den gege- einen der gegebenen Punkte 
benen Tangenten liegen, be- geht, bekannt sind, 
kannt sind. 

Man verbindet, um die Aufgabe links zu lösen, die zwei ansserbalb den 
gegebenen Tangenten p und q befindlichen Punkte A und B, ermittelt in der 
involutoriscben Reihe, welche auf der Geraden AB zm Stande kommt, die 
Doppelpunkte DD' und verbindet letztere mit dem gegebenen BerOhmngspnnkte 
C. Der Durchschnitt von CD sowohl, als auch jener von CD' mit der Tangente, 
deren Berührungspunkt nicht gegeben ist, mnss ein Berührungspunkt eben dieser 
Tangente sein. 

Die Aufgabe rechts wird gelöst , indem man den Dnrcbschnittspnnkt S der 
beiden Tangenten p und q, deren BerObrnngspnnkte nicht bekannt sind, mit den 
beiden gegebenen Curvenpunkten A, D verbindet nnd die Doppelstrahlen d, d! 
des involutoriscben Büschels p, q, NA, SB sucht. Sowohl d, als auch cf schnei- 
den dann die dritte gegebene Tangente r in einem Punkte, welcher der in B 
berührenden Tangente angehört, vorausgesetzt, dass A der Berühmngspnnkt 
von r ist. Die Tangente in B erscheint somit bestimmt, da durch die angeführte 
Construction ein zweiter Punkt derselben gefunden wird. 

Aus den Lösungen der beiden zuletzt behandelten Aufgaben kann man 
schliessen , dass den Bedingungen dieser Aufgabe entweder 
kein Kegelschnitt oder zwei verschiedene Kegelschnitte 
entsprechen. Ersteres ist dann der Fall, wenn die involutorische Reihe, 
beziehungsweise der involutorische StrablenbUscbel, deren Doppelelemente zu 
ermitteln sind, einstimmig verlaufen, was man aus der Lage der gegebenen 
Bestimmnngsstücke sofort zu erkennen im Stande ist. 

Wir kehren nun wieder zu den Sätzen 2U zurück. Es ergeben sich ans 
denselben unmittelbar die folgenden: 

23. Sind zwei Vierecke SindzweiVierockeeinem 

einem Kegelschnitte einge- Kegelschnitte umschrieben 
schrieben und schneiden drei und gehen die Verbindungs- 
Seiten des einen drei Seiten linien von drei Ecken des 
des anderen in drei Punkten, einen mit drei Ecken des 
welche in ein nnd derselben andern durch ein nnd densel- 
Geraden liegen, so befindet ben Punkt, so geht auch die 
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sich auch der Darchauhnitt Verbiadoogslinie der abrigen 
der übrigen zwei Seilen auf zwei Kekeu durch diesen 
dieser Geraden. Punkt. 

Der Durebsebnittspnnkt der vierten Seile des einen Viereckes mit der 
erwähnten Geraden (Satz links) erscheint nämlich als Element einer iuvoliitori- 
seben Keihe, von welcher fünf Punkte gegeben sind, nach Satz ÖB, 1. Abschnitt, 
vollkommen bestimmt. Dasselbe gilt auch bezüglich des Durchschnittspunktes 
der vierten Seite des zweiten Viereckes. Die fünf Punkte sind, aber dieselben 
für jede der beiden involutorischcn Reihen, welche durch die zwei Vierecke zu 
Stande kommen , daher müssen auch die beiden in Frage stehenden Durch- 
scbnillspnnkte coincidiren. — Der Satz rechts kann in ganz analoger Weise 
begründet werden. 

Aus diesen Sätzen folgen die nachstehenden ; 

24. Wird ein Viereck, das Wird ein Viereck, das 

einem Kegelschnitte eingc- einem Kegelschnitte um- 

schrieben ist, derart verändert, schrieben ist, derart verüu- 
dass es dem Kegelschnitte dert, dass cs dem Kege 1- 
e ingesch riebe n bicibt und drei schnitte umschrieben bleibt 
seiner Seiten sich um drei und drei seiner Ecken sich 

ihrer Punkte drehen, welche in drei Geraden bewegen, 

derselben Geraden augehören, welche gegen denselben Punkt 
so dreht sich die vierte Seite couvergiren, so bewegt sich 
ebenfalls um einen Punkt die- die vierte Ecke ebenfalls in 
sor Geraden. einer durch diesen Punkt 

gehenden Geraden. 

Coincidiren in dem eingeschriebenen Vierecke (Satz links) zwei auf einan- 
der folgende Eckpunkte, so geht die durch letztere bestimmte Seite in eine 
Tangente und das Viereck in ein Dreieck über, dessen Seiten dieselben Punkte 
enthalten, um welche sich drei Seiten des Viereckes drehen. Fallen zwei aufein- 
ander folgende Seilen des umschriebenen Viereckes (Satz rechts) zusammen, so 
wird der Durchschnittspunkt dieser Seiten ein Berührungspunkt und das Vier- 
eck verwandelt sich in ein Dreieck, dessen Ecken in denselben Geraden liegen, 
welche die Ecken des Viereckes enthalten. — Diese Bemerkungen führen zu 
einer einfachen Lösung folgender Aufgaben : 

£ in e m K eg el s chni tt e sol 1 Einem Kegelschnitte soll 

ein Dreieck eingeschrieben ein Dreieck umschrieben wer- 
werden, dessen Seiten durch den, dessen Ecken in drei b o- 
drei bestimmte Punkte einer stimmten, durch denselben 
Geraden gehen. Punkt gebenden Geraden 

liege n. 

Man construirt irgend ein dem Kegelschnitte eingeschriebenes Viereck, von 
welchem drei Seiten durch die drei gegebenen Punkte geben und zieht ans dem 
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Durcbsrhoitte der vierten Seite mit der durch die drei Punkte bestiraroten Ge- 
raden eine Tangente an den Kegelschnitt. Der Berührungspunkt dieser Tangente 
ist ein Eckpunkt des verlangten eingeschriebenen Dreieckes. — Das um- 
schriebene Dreieck (Aufgabe rechts) wird durch folgende Construction erhalten : 
Man zeichnet irgend ein dem Kegelschnitte umschriebenes Viereck , von 
welchem drei Ecken in den gegebenen drei Geraden liegen, und verbindet die 
vierte Ecke mit dem Durchschnitte der drei Geraden. Diese Verbindungslinie 
trifft den Kegelschnitt in zwei Punkten, welche so gelegen sind, dass die in ihnen 
gezogenen Tangenten Seiten zweier Dreiecke werden , deren jedes die verlangte 
Bedingung erfüllt. 

Wir schliessen aus diesen Lösungen, dass obigen Aufgaben entweder kein 
Dreieck, oder zwei verschiedene Dreiecke etitsprechen, — 

Specialitäten der Sätze 20 sind auch die folgeudeu: 

Die Verbindungslinien 
irgend eines Punktes, welcher 
der Ebene eines einfachen 
Viereckes angehört, mit den 
Ecken des letzteren nnd den 
zwei Durchschnittspunkten 
der gegenüberliegenden Seiten 
bililen einen in voiti torischen 
S t rali le n b ü s c h e 1. Entspre- 
chende Strahlen dieses Bü- 
schels sind je zwei durch ge- 
genüberliegende Ecken gehende 
Verbindungslinien, sowie jene, 
welche die Schnittpunkte gegen- 
il h e r 1 i c g e n d c r Seiten eut- 
halten. 

Dass diese Sätze nur Specialitäten der Sätze 20 bilden, leuchtet ein, wenn 
man die beiden Diagonalen, bc/.icliungswcise die zwei Schnittpunkte der gegen - 
ubcrlicgcndepi Seiten , als einen Kegelsehnitt betrachtet. Zwei sieh schneidende 
Gerade, sowie zwei l’nnkte, können ja beknnntlicb als ein Kegelschnitt aufgefasst 
werden. Bilden zwei solche Gerade die Diagonalen eines Viereckes, so erscheint 
letzteres dem durch diese Geraden repräsentirten Kegelschnitte eingeschrieben. 
Fasst man hingegen die beiden Durchschnittspunkte der gegenüberliegenden 
Seiten eines Viereckes als einen Kegelschnitt auf, so erscheint das Viereck 
diesem Kegelschnitte umschrieben. 

Geht die schneidende Gerade (Satz links) durch den Schnittpunkt zweier 
gegenüberliegender Seiten oder der Diagonalen, so ist dieser Funkt ein Doppel- 
element der involutorischen Reihe. Verbindet die schneidende Gerade beide 
Schnittpunkte der gegenüberliegenden Seiten, so geht die involntoriscbe Reibe 


25. Die Durch schnitt s- 
pnnkte irgend einer Geraden, 
welche sich in der Ebene eines 
einfachen Viereckes befindet, 
mit den Seiten nnd Diagonalen 
des letzteren bilden eineiuvo- 
lutoriscbc Punktreihe. Ent- 
sprechende Punkte dieser 
Reibe sind je zwei in gegen- 
überliegenden Seiten befind- 
liche, sowie die Schnittpunkte 
mit den Diagonalen. 
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in eine harmoniscbe Ober, naclidem die genannten Schnittpunkte Doppelelemente 
bilden. Es zeigt sieb also, dass der Satz 37, 1. Abschnitt auch eine Specialität 
des obigen Satzes ist. 


26. Bleiben zwei gegen- 
überliegende Winkel eines 
veränderlichen vollständigen 
Yierseits ihrer Grösse nach 
constant, während sie sich 
nm ihre Scheitel drehen und 
eine dritte Ecke irgend eine 
bestimm te Gerade durchläuft, 
so beschreiben die drei übri- 
gen Ecken je einen Kegel- 
schnitt, der durch die er- 
wähnten zwei Scheitel geht.*) 


Bleiben zwei gegenüber- 
liegende Seiten eines verän- 
derlichen, vollständigen 
Vierecks ihrer Grösse nach 
constant, während sie sich in 
den Geraden, auf welchen sie 
liegen, fortbewegen nnd eine 
dritte Seite sich nm irgend 
einen ihrer Punkte dreht, so 
bilden die drei übrigen Seiten 
Tangenten je eines Kegel- 
schnittes, der auch di e erwähn- 
ten zwei Geraden berührt. 

(Satz links.) Die Ecken des vollständigen Vierseits nennen wir PMAM^ 
BC (Fig. 42), die Scheitel der Winkel a und /i, deren Grösse constant bleiben 
soll, seien M und Af, nnd die Ecke, welche sich in einer bestimmten Geraden 
g bewegt, heisse P. Jeder Schenkel der genannten beiden Winkel beschreibt 
während der Drehung einen Strahlen- (Pig 42 .) 

bOschel, es kommen somit vier Strahlen- 
büschel zn Stande, von welchen die durch 
MP, JfjP erzeugten perspectivisch liegen, 
weil die Durrhschnittspunkte von je zwei 
sich entsprechenden Strahlen derselben 
sich auf der Geraden ^ befinden. Diese 
zwei Büschel sind daher auch projcc- 
tiviseb verwandt. Nachdem nun die durch 
MP und MA entstehenden Büschel, sowie die Büschel, welche durch Af,P und 
M^A zu Staude kommen, congruent sind, so müssen alle vier Strablenbüschcl 
nntereinander projectivisch verwandt sein. Daraus folgt, dass je zwei von ihnen, 
welche nicht perspectivisch liegen, einen Kegelschnitt erzeugen, also die Schenkel 
MA nnd M^A, ferner AfPund M^A, endlich MA nnd Af, P. Die Ecken Ä,B^C, 
in denen sich diese Paare von Schenkeln schneiden, beschreiben somit jo einen 
Kegelschnitt, der durch M und Af, liindurchgeht. — Gibt cs eine Stellung des 
Vierseits, in welcher die Seiten MA, M^A coincidiren, so beschreibt der Punkt 
A ebenfalls eine gerade Linie, da in diesem Falle die von den genannten Schen- 
keln erzeugten Strablenbüschel perspectivisch liegen. 



•) Newton stellte dieses Theorem unter dem Titel: „Organische Beschreibung 
der Kegelschnitte“ zuerst auf (Enumeratio linearum tertii ordinis. 17ü6j. 
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(Satz rechts.) Sind ABCD Ecken des vollstandiRen Vierecks and 
bewegen sich die Seiten von constanter Grösse AB und CD in den Geraden, 
auf welchen sie liegen, derart, dass die Verbindongsliiiie der Pnnkte A and D 
stets durch ein and denselben Punkt gebt, so bilden die einzelnen Stellangen 
von A and D Elemente zweier perspectiviscb liegender Reiben. Da nun die 
Reihe, welche B durchläuft, der durch A erzeugten congrnent ist und ebenso 
die durch C erzeugte jener, welche durch D zu Stande kommt, congrnent sein 
mnss, so sind alle vier durch die Pnnkte A, B, C, D entstehenden Reiben unter 
einander projectivisch verwandt. Daraus folgt, dass die Projectionsstrablen von 
je zwei dieser Reihen , welche nicht perspectiviscb liegen , Tangenten eines 
Kegelschnittes bilden, der auch die Geraden, in denen sich .df?and CD bewegen, 
tangirt. — Wenn bei irgend einer Lage des Vierecks die Punkto B und C mit 
dem Durchschnitte der Seiten AB und CD coincidiren , so schneiden sich die 
sämmtlicben Verbindungslinien von B nnd C in einem einzigen Pnnkte, nachdem 
in diesem Falle die von den genannten Punkten erzeugten Reiben perspec- 
tivisch liegen. 

Wie man zu verfahren hat, um mit BenOtzung obiger Sätze beliebig viele 
Pnnkte, beziehungsweise beliebig viele Tangenten eines Kegelschnittes zu erhal- 
ten, wenn fünf Punkte, oder fünf Tangenten des letzteren gegeben sind, bedarf 
wohl keiner eingehenden Erklärung. Das wesentliche dabei ist im ersteren 
Falle die Ermittlung der Geraden, welche von einer Ecke des Vierseits durch- 
laufen wird, im zweiten die Auftindung jenes Punktes, um welchen sich eine 
Seite des Vierecks dreht. 


27. Bleibt die Grundlinie 
eines veränderlichen Drei- 
eckes der Grösse nach con- 
stant, während sie sich in 
irgend einer bestimmten Ge- 
raden fortbewegtunddie bei- 
den übrigen Seiten sich um 
zwei ihrer Punkto droben, so 
beschreibt die Spitze des 
Dreiecks einen Kegelschnitt, 
weicher durch die zwei er- 


Bleibt der Winkel an der 
Spitze eines veränderlichen 
Dreiecks der Grösse nach 
constant, während er sich um 
seinen Scheitel dreht und die 
beiden übrigen Ecken sich in 
zwei Geraden fortbewegen, so 
tangirt die Grundlinie stets 
denselben Kegelschnitt, wel- 
cher auch die zwei erwähn- 
ten Geraden berührt. 


wähnten Punkte geht. 

(Satz links.) Das Dreieck heisse ABC, die Gmndlinie desselben sei BC 
nnd die Punkte, um welche sich AB und AC drehen, nennen wir M und 3fj. 
Bei dieser Drehung beschreiben die Seiten AB und AG zwei projectivische 
Strahlenbüschel. Die Ponktreiben, welche B nnd C während der Bewegung der 
Grundlinie durchlaufen, sind nämlich wegen der constanten Grösse der letzteren 
cougrucnl und da die zwei Strahlenbüschel Scheine der zwei Reihen bilden, so 
müssen sie projectivisch verwandt sein, woraus eben folgt, dass der Pnnkt A, als 
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Dorchschnittspankt je eines Paares sich entsprechender Strahlen, einen Kegel- 
schnitt beschreibt. Dass dieser Kegelschnitt dnrcb die Mitlelpnokte M and M^ 
der erzeugenden StrahlenbQschel geht, bedarf keines Beweises mehr. 

(Satz rechts.) Ist AHÜ das veränderliche Dreieck, A seine Spitze und 
bewegen sich die Punkte B und C beziebnngsweise in den Geraden g und 17 ,, 
während der Winkel bei A seine Grösse nicht ändert, so beschreiben die Seiten 
AB and AC offenbar zwei congruente StrablenbUschel, daher müssen die auf g 
und als Schnitte dieser Büschel sich ergebenden Panktreiben projectivisch 
verwandt sein. Nachdem nun die Grundlinie des Dreieckes stets je zwei ent- 
sprechende Punkte der genannten Reihen verbindet, so tangirt sie beständig ein 
and denselben Kegelschnitt. 

28. Drehen sich die Seiten 
aj, a, . . . . a„ eines veränder- 
lichen einfachen wecks der 
Reibe nach am n ihrerPunkte 
Jlfp Mf .... Mn , während n — 1 
Eckpunkte .ip A^ . . . . der- 

selben sich beziehungsweise 
auf den Geraden . 7 ,, g^ . . . . 7,-1 
bewegen , so beschreibt die 
letzte Ecke und jeder Schnitt- 
punkt zweier nicht anmittel- 
bar aufeinander folgender Sei- 
ten des necks Je einen Kegel- 
schnitt. Jeder dieser Kegel- 
schnitte geht durch jene zwei 
Punkte, nm welche sich die 
beiden Seiten drehen, deren 
Durchschnitt eben den Kegel- 
schnitt beschreibt.'*') 

(Satz links.) Um den Beweis für diesen Satz licrzustellen bat man nur 
zu zeigen, dass die von den Seiten während ihrer Drehung beschriebenen Slrah- 
lenbüscbel alle untereinander projectivisch verwandt sind. — Dass der Büschel, 
welchen die Seite a, (Fig. 43) bei ihrer Drehung um beschreibt, jenem 
Büschel projectivisch ist, der durch dio Seite während ihrer Drehung um üf^ 
zu Stande kommt, folgt ans dem Umslando, dass dio beiden Büschel perspcc- 
tivisch liegen, nachdem der Durchschnittspunkt A^ von je zwei ihrer Strahlen 
stets auf der Geraden g^ gelegen ist. Ebenso lässt sich naebweisen, dass je zwei 


Durchlaufen die Ecken .4,, 
Aj . . . . eines veränder- 

lichen einfachen necks der 

Reibe nach n Gera de 7,, • ffn 

während n — 1 Seiten a,, 
»2 desselben sich be- 

ziehungsweise nm ihre Punkte 
.1/, , . . . . Jf, _ I drehen, so 

tangirt die letzte Seite und 
jede Diagonale des necks stets 
je einen Kegelschnitt. Jeder 
dieser Kegelschnitte berührt 
auch jene zwei Geraden, wel- 
che die beiden Ecken durch- 
laufen, deren Verbindungs- 
linie oben den Kegelschnitt 
tangirt. 


♦jBraikenridgc und Mac-Laurin fanden diesen Satz fast gleichzeitig. 
Derselbe wurde zuerst in einem Werke von Itraikenridgc veröffentlicht, 
welches 1733 erschien. 
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BOsoliel, die von zwei beliebigen, sich in einer Ecke des Polygons schneidenden 
Geraden erzeugt werden, perspectiv i.scli liegen. Daraus folgt, dass alle von den 

Seilen beschriebeneii Strabtrnbnsrhel pro- 
jectiviscli verwandt sind und damit erseheint 
auch obiger Satz geroebtfertigt. 

Der [feweis für den Satz rechts kann 
in ganz analoger Weise gegeben werden. 
Es bandelt sich nur darum, zu zeigen, dass 
je zwei von unmittelbar aufeinander folgen- 
den Ecken während ihrer Bewegung zwei 
perspectiv isch liegende l’nnkircihen erzen- 
gen, dass also alle durch die Bewegung der 
Ecken des Polygons sich ergebende Punkt- 
reihen projectivisch verwandt sind. 

Zum Schlüsse dieses Capitcls betrachten wir iiuchmals folgende Aufgaben : 
Die Dop pelpuukte zweier Üio D o p p e 1 s t r a li 1 e n 

coii j ectivischer Punklreihen zweier c u nee ii Ir i sch liogen- 
sollcn bestimmt worden. der, projectivischcr Strahlen- 

bfischel sollen bestimmt 
werden. 

AA^, und CC, (Fig. 44) seien drei Paaro sich eutspreebender 

Punkto zweier conjectivischer Keiheu, deren Doppelpunkte ermittelt werden 

sollen. Man beschreibt 
einen beliebigen Kreis 
und verbindet irgend 
einen Punkt M dcsselbcu 
mit den genannten sechs 
Punkten der beiden Rei- 
hen. Die Durchschnitte 
dieser Verbindungslinien, 
nämlich die Geraden, 
welche durch ABC, 
.djifjC, gehen, mit dem 
Kreise nennen wir bezie- 
hungsweise aßy, 

Nun verbindet man a mit 
/Sj und j<j, dann a, mit ß 
und /, wodurch sich im Schnitte von aß^ und a^ß der Punkt P, im Schnitte von 
ay, und der Punkt Q ergibt. Die Gerade PQ trifft den Kreis in zwei Punk- 
ten d und d', welche mit M verbunden Linien geben, deren Durchschnitte D 
und D' mit dem Träger der conjectivischen Reihen die gesuchten Doppel- 
punkte sind. 


(big. 44.) 
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Der Beweis f&r diese Aaflösnng ist folgender ; Die Verbindnngslinien des 
Pnnktes M mit ABC . . , A^B^C^ . . bilden zwei projectiviscb verwandte 
Strableiibüscbel, weiche wir duri h S und bezeichnen wollen. Die beiden 
Strahlenbüschel , welche ans den Verbindungslinien des Pnnktes a mit 
a, . . . und des Punktes a, mit aßy . . bestehen, nennen wir s und s,. 

Da nun S mit .s, und iS>, mit s projeciivisch verwandt ist, nachdem je zwei ent- 
sprechende Strahlen dieser Büschel sich in einem Punkte des Kreises schneiden, 
so müssen auch s und .Sj projectivisch verwandt sein. Wie leicht einznsehen, 
entsprechen den Strahlcu «a, , «/¥,, «y, im Büschel s die Strahlen «,a, a^ß, a,y 
im Büschel s^, woraus hervorgeht, dass diese zwei Büschel perspectivisch liegen, 
da sic den Strahl aa, entsprechend gemein bähen. Der geradlinige Durch- 
schnitt von s und s, ist die Verbindungslinie der Punkte P und Q. Wird nnn 
irgend ein Punkt der Geraden PQ mit a und n, verbanden und verbindet man 
ferner die Punkte, io welchen die beiden so erhaltenen Geraden den Kreis 
schneiden, mit M, so sind letztere zwei Verbindungslinien offenhar sich entspre- 
chende Strahlcu der Büschel S und Sj. Daraus folgt, dass die Geraden und 
Hfä' Doppcistrablen dieser Büschel sein müssen, dass also auch D und D' 
Doppelpunkte der gegebenen conjectivischen Reihen sind. 

Schneidet PQ den Kreis nicht, so haben die beiden Reihen keine reellen 
Doppelpunkte; berührt PQ den Kreis, so ist nur ein reeller Doppelpunkt 
vorhanden. 

Die Aufgabe rechts wird wohl am einfachsten dadurch gelöst, dass man , 
beide StrahlenbOschel durch irgend eine Gerade schneidet, die Doppelpunkte 
der anf dieser Geraden entstehenden conjectivischen Reihen bestimmt und die- 
selben mit dem Mittelpnuktc der Büschel verbindet. Letzteres entfallt, wenn man 
den Kreis so annimmt, dass er durch den genannten Mittelpunkt hindurchgeht. 


g) Pol and Polare eines Kegelschnittes. 

Ans dem Satze 14, 2. Abschnitt kann eine Reihe wichtiger Eigenschaften 
der Kegelschnitte gefolgert werden, von welchen wir nun die hauptsächlichsten 
in Betracht ziehen wollen. 

ABCD {V\g. 45 und 4G) *) seien die Eckpunkte eines einem Kegelschnitte 
amschricbenen Viereckes, Q und B die Durchschnitte von je zwei Gegenseiten 
desselben und P der Schnittpunkt der beiden Diagonalen. Nach Satz 14 gehen 
auch die Verbindnngslinien der Berührnngspnnkte E, F und G, II je zweier 
gegenüberliegenden Seiten durch den Pnnkt P und die Schnittpnnkte K, L der 
gegenüberliegenden Seiten des eingeschriebenen Vierecks GEFIF befinden 
sich im Durchschnitte von QR beziehungsweise mit BD nnd AC. Die Diagonale 

*) Die obigen Erklärungen beziehen sich anf b<‘iile Figuren zugleich, I.etztere 
unterscheiden sich wesentlich nur dadurch , dass in der eiuen die Gerade QH ganz 
ausserhalb des Kegelschuittes liegt, während sie in der andermi die Curve schneidet 
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EF des eiDgescbriebenen Vierecks wird von ihrem Scbnittponkte M mit KL 
und dem Pnnkte P barmoniscb getbeilt. (Satz 37, 1. Abscbnitt). Daraus folgt, 

(Fig. 45.) 


^Fig. 4ß.) 


dass der Punkt P seinen Ort nicht ändert, wenn die Punkte 21, F und E, mit 
denen er eine harmonische Reibe bildet, an ihrer Stelle bleiben. Letzteres ist 
der Fall, wenn die in Q sich schneidenden Tangenten fix bleiben, während die 
beiden anderen Tangenten, welche sich in R treffen, ihre Lage derart ändern. 
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dass B sich beständig auf der Geraden MQ befindet. Die Bertthrnngs- 
pnnkte aller Paare von Tangenten, welche sich in irgend 
einem Punkte R der Geraden MQ treffen, geben somit durch 
ein und denselben Punkt P. 

Der Punkt Pwird der Pol der Geraden MQ und diese die Polare des 
Punktes P genannt. 

Die Diagonale QH des eingeschriebenen Vierecks wird von P und dem 
Schnittpunkte N derselben mit MQ ebenfalls harmonisch getheilt. Nachdem 
nun diese Diagonale mit der Berübrungssehne der beiden Tangenten identisch 
ist, welche sich in R schneiden, und letzterer Punkt ganz beliebig in MQ 
angenommen werden kann, so muss, was für die Sehne GH gilt auch für jede 
andere durch P gehende Sehne gelten, woraus der Satz folgt ; 

29. Pol und Polare theilen Jede durch ersteren gehende 
Sehne harmonisch. 

Aus diesem Satze geht hervor, dass der Pol ausserhalb oder 
innerhalb des Kegelschnittes liegt, je nachdem letzterer von 
der Polaren geschnitten wird, oder nicht. 

Berührt die Polare den Kegelschnitt, so ist ihr B e- 
r Obrnngspunkt der Pol. Denn in diesem Falle ist der Bertthrnngspnnkt 
zugleich der Durchschnitt aller BerUhrungsschnen von je zwei Tangenten, 
welche sich in einem Punkte der Polaren schneiden. 

Ist p irgend eine in der Ebene eines Kegelschnittes gelegene Gerade, 
BO kann der Pol P dieser Geraden in verschiedener Weise ermittelt werden, 
wie folgt: 

1. Man zieht ans zwei beliebigen Punkten Q und R der Geraden p je ein 
Paar von Tangenten. Der Durchschnitt der zwei Burabrnngssehnen EF und GH 
ist der gesuchte Punkt. 

2. Man zeichnet irgend ein dem Kegelschnitte umschriebenes Viereck 
ABCD, bei welchem je zwei gegenOberliegcnde Seiten sich in einem Punkte 
der Geraden p schneiden. Der Schnittpunkt der Diagonalen des Viereckes ist 
der Pol von p. 

3. Man zieht ans einem beliebigen Punkte Q von p zwei Tangenten an 
den Kegelschnitt und ermittelt jene Gerade, die mitp und den zwei Tangenten 
einen harmonischen StrahlenbOschel bildet, in welchem die Tangenten einander 
zugeordnet sind. Der Schnittpunkt der so erbaltenen Linie mit der Berühruugs- 
sehne der beiden Tangenten ist der Punkt P. 

4. Man zieht aus zwei beliebigen Punkten Q und R der Geraden p je ein 
Tangentenpaar an den Kegelschnitt und bestimmt zu jedem dieser Paare und 
der Geraden p den vierten harmonischen Strahl derart, dass die Tangenten 
einander zugeordnete Strahlen werden. Die zwei so erhaltenen Strahlen 
schneiden sich in P. 
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5. Wenn die Carve scbneidet (Fig. 46), so ergibt sich P einfach als 
Darchschnitt der beiden Tangenten, welche in den Schnittponkten T und T der 
Geraden p mit dem Kegelschnitte an letzteren gezogen werden können. 

Die nnter und 4 angegebenen Constrnctionen finden ihre Begröndnng 
darin, dass Jede durch P gebende Sehne des Kegelschnittes von P nnd p 
harmonisch getheilt wird. 

Der Beweis für die letzte der angeführten Constructionen geht ans der 
unter 1 angegebenen hervor. Wenn nAmlich Q und Ä mit T und T coincidiren, 
so fallen auch die Beröbrnngssehnen der von Q und B ausgehenden Tangenten- 
paare mit den in T und T gezogenen Tangenten zusammen ; letztere müssen 
sich also in P schneiden. 

Um zu einem in der Ebene eines Kegelschnittes befindlichen Punkte P die 
Polare p zu finden, kann man auf folgende Arten verfahren ; 

1'. Mau zieht durch P zwei beliebige Gerade, welche den Kegelschnitt 
schneiden, betrachtet dieselben als Diagonalen eines dem Kegelschnitte einve- 
sebriebenen Viereckes EGFH und bestimmt die Schnittpunkte K und L der 
Gegenseiten dieses Viereckes. Die Verbindungslinie der Punkte K und L ist die 
gesuchte Polare. 

2'. Man zeichnet irgend ein dem Kegelschnitte umschriebenes Viereck 
ABCD, dessen Diagonalen sich in P schneiden. Die Verbindungslinien der zwei 
Punkte Q nnd i2, in welchen sich Je zwei Gegenseiten dieses Viereckes treffen, 
ist die Polare von P. 

3'. Man zieht durch P irgend eine dieCnrve schneidende Gerade, bestimmt 
auf dieser Geraden Jenen Punkt M, welcher von P durch die Curveupuukte E 
und F harmonisch getrennt wird, und verbindet mit dem Schnittpnnkte Q der 
in E und F gezogenen Tangenten. Letztere Verbindungslinie ist die gesuchte 
Polare. 

4'. Man zieht durch P zwei beliebige, die Curve schneidende Gerade, 
bestimmt in Jeder dieser Geraden Jenen Punkt M, beziehungsweise N, welcher 
von P durch die betreffenden Schnittpunkte E, F und G, II harmonisch getrennt 
wird, und verbindet M mit N. Letztere Verbindungslinie ist die gesuchte Polare. 

5’. Liegt P ansM-rhalb dem Kegelschnitte (Fig. 46), so ist die Berührungs- 
scliiie TT der ans P an die Gnrve gezogenen Tangenten zugleich die 
Polare von P. 

Alle diese Constructionen finden ihre einfache Begründung in den vorans- 
gehenden Erklärungen. 

30. Die Polaren aller Punkte einer Geraden p gehen 
durch den Pol P dieser Geraden nnd umgekehrt liegen die 
Pole aller durch ein und denselben Punkt P gehenden Geraden 
auf der Polaren p des Punktes P 

Dieser Satz kann auch in folgender Form ausgedrflekt werden; 
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Uewcgt sich ein Pnnk^ Dreht sich eine Gerade 

in einer Geraden p, so dreht um einen in ihr liegenden 
sich seine Polare um den Punkt i* so bewegt sich ihr 
Pol P dieser Geraden, indem Pol auf der Polaren p dieses 
sie bestilndig durch letzteren Punktes, 
biudurchgeht. 

Dass die Polaren aller Punkte einer Geraden p (Fig. 4f) und 40), welche 
ausserhalb des Kegelschnittes liegen, durch den Pol P dieser Geraden gehen, 
ergibt sich einfach daraus, dass die üerUhruiigssehoe (z. II. EF oder Gli) irgend 
eines Paares von Tangenten die Polare jenes Punktes (Q oder A) ist, in welchem 
sich die beiden Tangenten schneiden. (Siehe obige Coustruction :*)'). Voti diesen 
Berührnugsschnen wurde ja nachgewieseii , dass sie alle durch den Punkt P 
gehen. — Der Beweis dafUr, das die Polaren jener Punkte von p, welche 
innerhalb des Kegelschnittes liegen, ebenfalls durch P gehen müssen, kann wie 
folgt gegeben werden : Ist Jff {Fig. 40) ein beliebiger, innerhalb der Curve 
gelegener Punkt von p und man will die Polare von Jlf ermitteln, so geschieht 
dies dadurch, dass man zwei beliebige sich in ßf schneidende Sehnen TT' und 
EF zieht und die Schnittpunkte jener zwei Tangentenpaare, welche den Kegel- 
schnitt in den Endpunkten der beiden Sebneu berühren, durch eine Gerade 
verbindet. Letztere ist dann die Polare von Af. (Siebe Construction 4’). Da nun 
eine der Sehnen TT" so gewählt werden kann, dass sie mit der Polaren p 
coincidirt, so muss die Polare von ßf durch den Schnittpunkt der in T und T' 
gezogenen Tangenten, nämlich durch den Pol P gehen. 

Dass die Pole aller durch ein und denselben Punkt P gehender Geraden, 
welche die Curve schneiden, in der Polaren p von P gelegen sind, leuchtet ein, 
wenn man bcrOcksicbtigt, dass der Durchschnittspnukt zweier Tangenten 
zugleich der Pol der BerOhrungssebne dieser Tangenten ist (Construction 5) 
und dass die Durchschnittspnnkte aller Tangentenpaare, deren BerUbrungssehnen 
durch ein und denselben Punkt P geben, sich auf der Polaren von Pbetiudeu. — 
Um cinzusehen, dass die Pole auch jener durch P gebenden Geraden, welche 
die Curve nicht schneiden, in der Polaren von P liegen müssen, erinnere 
man sich an die unter 1 angeführte Construction zur Ermittlung des Poles, 
wenn diu Polare gegeben ist. Wollte man z. B. für die Gerade PQ (Fig 4(3) den 
Pol durch diese Construction ermitteln, so hätte man aus zwei beliebigen 
Punkten von PQ je ein Tangentenpaar zu ziehen und den Schnittpunkt der 
Berühmngssehnen dieser Tangentenpaare zu bestimmen. Nachdem non als 
Schnittpunkt eines der zwei Paare von Tangenten immer der Punkt P gewühlt 
werden kann und die Berührungssehne der sich in P schneidenden Tangenten 
zugleich die Polare von P ist, so muss der Pol von PQ in dieser Polaren liegen. 

Ans obigem Satze 30 ergibt sich unmittelbar der folgende ; 

31. Die Polare des Durchschnittes zweier Geraden ist 
die Verbindungslinie der Pole dieser zwei Geraden und 

Staad Ist: Lchrtiacb der noaereu Geometrie. Dl 


Digitized by Google 



Zweiter AhtchnUt. 


14() 

der Pol der V er bi nd an g s I in ie zweier Punkte ist der 
Schnitt|iunlit der Polaren dieser zwei Punkte. 

Du nämlii'li ilie Polare eines Punktes, welcher auf zwei Geraden zngleieb 
liegt, durch den Pol einer jeden der zwei Geraden gehen muss, so kann sie nur 
die Wrbiiiilmigslinie der l’nle dieser Geraden sein. Umgckolirt ist der Pol der 
Verliiiidniigsliiiie zweier Punkte kein anderer Pniikl, als der Diircliselinitt der 
Polaren dieser zwei Punkte, weil der Pol einer (ieraden, welche dnreli zwei 
iiestiinnUe E’iinkte gehl, nach .Satz 3t) in jeder der zwei Polaren dieser Paukte 
liegen mnss. 

ist p irgend eine Gerade in der Ebene eines Kegelschnittes und P ihr 
P(d, so sagt man, dass i’ und irgend ein Punkt von p c on j iig i rte Punkte 
in Bezug auf ilen Kegelschnitt sind, wiihrend die Gerailo p und irgend eine 
durch P gehende Gerade der Eheni; tles Kegelschnittes eonjiigirtc Gerade iu 
Bezug auf die Giirve genannt werden. N.aehdeni 4Üe Polare eines joden Punktes 
von p durch P geht, iiinl ningekidirt der Pol einer jeilen durch P gehenden 
Geraden in p gelegen ist, mi kann inan auch sagen: 

Zwei conjugirle Punkte Zwei conjugirte Gerade 

in der Ebene eines Kegel- in der E h e n «• eines K e g ei- 
se h ii i t te s s i u il solche, deren s c h n i 1 1 es s i n d solche, dereu 
jeder in der Polaren des jede durch den Pol der an dem 

a n d e re II I ie g t. geht. 

Wcnii die Verbindungslinie zweier coiijugirter Punkte den Kegelschnitt 
schneidet, so folgt aus Satz 29, 2. Abschnitt , dass diese Punkte durch die 
Schnittpunkte der Verbindungslinie mit der Curve harmonisch getrennt werden. 
Auch ergibt sich, dass die aus dem Dnrcliscbnittspnnktc zweier conjngirter 
Geraden gezogenen Tangenten diese Geraden harmonisch trennen. 

Ücr Bcrohruiigspuiikt jeder Tangente eines Kegelschnittes ist den obigen 
Erklürnngcn zufolge allen Pniikten dieser Tangente, also auch sich selbst 
conjngirt und jede Tangente ist allen durch ihren Berührungspunkt gehenden 
Geraden der Ebene des Kegelschnittes, also auch sich selbst cotijugirt. 

32. Jeder StrablcnbOscbel, welcher durch die Polaren 
der Punkte einer Pnnktreihe gebildet wird, ist mit dieser 
Reibe projectivisch verwandt und liegt gegen dieselbe 
in volntorisch. Entsprechende Elemente sind je ein Punkt 
nnd seine Polare. 

Um diesen Satz zu rechtfertigen, nehmen wir an, p (Fig. 45 nnd 46) sei 
der Träger irgend einer in der Ebene eines Kegelschnittes gelegenen Pnnktreihe 
R, nnd P heisse der Pol von p. Bestimmt man zu beliebig vielen Punkten 
ABC . . . von R die Polaren so geben letztere nach Satz 30 alle durch P und 
bilden somit einen Strahleiibüschel abc . . . ., von welchem wir zu beweisen 

haben, dass er mit der Reihe ABC projectivisch verwandt ist. Nach 

der unter 1' angegebenen Construction wird zu irgend einem Punkte L der 
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Geraden p die Polare erhalten, wenn man ans L zwei die Cnrve schneidende 
Gerade, LK and JjF zieht, dieselben als Diagonalen eines dem Kegelschnitte 
eingeschriebenen Viereckes EFHH betrachtet nnd die Schnittpnnkte je zweier 
Gegenseiten K nnd i* des letzteren verbindet. KP ist dann die Polare von L. 
Geht die Sehne EF durch den Pol von p, so muss K in p liegen, denn wurde 
man nach 1' die Polare von J’ constrniren und dabei EF und Gll als die zwei 
dnreh P beliebig zu ziehenden Geraden wählen, so müsste sich p als Verbindungs- 
linie der l’mikte K und L ergehen. Verbindet man also irgetid einen Punkt X 
der Ueihe R mit dem Endpunkte E einer dnreh P gehenden Sehne EF und 
heisst der Schnittpunkt von LE mit dem Kegelschnitte G, so trifft die Gerade 
GF den Träger von J{ in einem Punkte K, welcher der Polarem von L angehört. 
Alle Geraden EG nnd FG bilden nun zwei projeclivische Strahlenhüschel s nnd 
■s, mit den Mittelpunkten E nnd F^ da je zwei Strahlen KG und FG der- 
selben, welche man als einander entsprechend betrachten kann, sich in einem 
Punkte G des Kegelschnittes treffen. Von diesen Kuscheln liegt der eine, 
nämlich s,, gegen jenen llOschel S perspectivisch, welcher von den Polaren KP 
aller Punkte L gebildet wird. Es sind also S und s, , folglich auch S und s 
projectivisch verwandt uml daraus ergibt sich, dass auch die von den Punkten 
L gebildete Reihe R, welche ein Schnitt des KUschels s ist, mit dem KUschel S 
projectivisch verwandt sein muss. 

Nachdem S gegen die von allen Punkten K gebildete Reihe perspectivisch 
liegt, so müssen auch die durch K und L cntstcbendeii Reihen projectivisch 
verwandt sein. Die Punkte K nnd L sind nnn, da jeder in der Polaren des 
andern liegt, conjugirtc Punkte, man kann also sagen, dass die Reihen, welche 
von allen Paaren conjngirtcr Punkte ein und derselben Geraden gebildet werden, 
conjectivische Reihen sind, in denen sich je zwei conjugirte Punkte entsprechen. 
Ana dem Umstande, dass dem Punkte L der Punkt K entspricht, ob man L als 
Punkt der einen, oder der andern Reihe betrachtet, folgt aber auch, dass die 
von allen Punkten K nnd L gebildeten Reihen involutoriscb liegen. 

Wie leicht einzusehen bilden auch alle Geraden PK nnd PL (welche 
einander conjugirt sind) einen involntoriscben Strahlenhüschel, da letzterer 
ein Schein der involutoriscben Reibe ist Wir können somit den Satz 
anfstellen : 

33. Alle Paare conjugir- Alle durch ein nnd den- 

ter Punkte ein und derselben selben Punkt gehenden Paare 
Geraden bilden eine involn- conjugirter Geraden bilden 
torische Reibe, in welcher einen involutoriscben Strah- 
je zwei conjugirte Punkte lenbOschel, in welchem sich 
sich entsprechen. je zwei conjugirte Gerade 

entsprechen. 

Schneidet der Träger der involutorischen Reihe den Kegelschnitt, so sind 
die Scbiiittpunkte zugleich reelle Doppelpunkte der Reihe. 

10 * 
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Liegt der Mittelpunkt des involotorisehcn StrahlenbUseliels ausserhalb des 
Kcgclsebiiittes, so bildcu jene Strahlen, wele.be den Kegelschnitt berühren, 
zugleich die reellen Doppelstrahlcn des liüsehcls. 

Liese liebauptungcn finden ihre Rechtfertigung darin, dass jeder Punkt, 
bezielmiigsvveise Jede Tangente eines Kegelschnittes sich selbst conjngirt ist. 

34. Wenn ein Dreieck Wenn ein Dreieck einem 

einem Kegelschnitte eilige- Kegelschnitte nmschriehen ist, 
schrieben ist, so wird jede so bilden die Verbindnngs- 
O er ade, welche durch den linien irgend eines Punktes, 
Pol einer Seite geht, von den welcher auf der Polaren eines 
beiden andern Seiten in con- Eckpunktes liegt, mit den 
jngirten Punkten geschnitten, beiden andern Eckpunkten 

conjugirte Strahlen. 

Man nehme au, um den Satz links einzusehen, das eingeschriebene 
Dreieck sei EFG (Fig. 45 oder 4lJ). Der Pol der Seite A’F ist y und die Gerade 
}) kann als eine beliebige durch gezogene Geraile betrachtet worden. Von den 
Punkten K und L. in welchen p von den Dreieckseiten GE und GF geschniltcn 
wird, haben wir bereits nachgevvicscn, dass sic einander conjugirt sind, cs 
erscheint somit der in Rede stehende Satz gerechtfertigt. 

Dcrlicweis für denSatz links ergibt sich ebenfalls ans den vorhergehenden 
üntersnehnngen, wenn man anninimt, das umschriebene Dreieck sei IIC(^ 
(Fig. 45 oder 4G). Die Polare von Q ist die Gerade EF und P kann als ein 
beliebiger Punkt von EF angeseben werden. Dass nun die Verbindungslinien 
des Punktes P mit den Punkten li und C (nämlich die Geraden PK und PL) 
einander conjugirt sind, wurde bereits bewiesen. 

Aus diesen Sätzen ergeben sich durch Umkehrung die folgenden: 

35. Wenn eine Gerade (p) Wenn die Vorhin dungs- 

von zwei Seiten eines Drei- linie eines Punktes {P) ra i t 
eck es (EFG), welches einem zwei Eckpunkten eines Drei- 
Kegelschnitte eingeschrieben eckes (IlCQ), welches einem 
ist, in conjugirte II Punkten Kegelschnitte umschrieben 
(A' und /,) geschnitten wird, ist, co nj u g ir te Gerade bilden, 
so geht diese Gerade durch so liegt dieser Punkt in der 
den Pol {Q) der dritten Seite. Polaren des dritten Eck- 
punktes. 

Mit Rücksicht auf die Resultate unserer vorhergehenden Dntersuchnngen 
erscheint ein besonderer Beweis hiefür kaum nothwendig. 

30. Wenn beliebig viele Wenn die Durchschnitts- 

Sehnen {GU) eines Kegel- punkte (R) beliebig vieler 
Schnittes durch ein und den- Tange n ten paar c eines Kcgcl- 
selbcn Punkt (P) gehen, so Schnittes auf ein und der- 
bilden die Verbindungslinien selben Geraden (p) liegen, so 
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i r g c u d eines b c s t i in ui t e n bilden die S c b ii i 1 1 |i u ii k I o 

Cu r V eil puiik tes (E) iii i l den irgend einer b e s t i in in t e ii 

!■> II d |i u iik t CU dieser Sebiicn Tangente niil diesen Tanecii- 

einen in v ol ut orise licn Slrali- te u paare n ei n e i n vu I u tu r i s e li e 

lonbüsulicl. 10 II t s p r e e b e n d e I’ u n k t r e i li e. 10 n l s p r e e li e n d e 

Strabicn des letstcreu sind l'unktc der let/leieii sind je 

je /.wei, welebe dureb die zwei, wulebe ein und deiii- 

Endpunktc ein und derselben selben Ta ii ge n t e n (laare ange 

Sebne gehen. büren. 

Denkt man sieb die Scbiie (ilf (Vig l.'i oder 4li) um 4' gedreht und ihre 
Kndpiiiiktc stets mit demselben Curveiipnnkte E verbunden, so geben die.se 
Verbinduiigsliiiien dureb zwei eonjugirle Punkte A' I. der Pulureii von /' 
Nurlnlem nun die Punkte A' und l, ein Paar sieb entspreeliender I’uiikte einer 
involutoriseben Keilie sind (Satz 33), welebe als Selinilt des iii Uede siebenden 
Strableiibüsebcls betruebtet werden kann, so ist obiger Satz (links) biemil 
gcreebtferligt. — Der Satz reebts ist leiebt cinzuseben, wenn inan sieb erinnert, 
dass die Ocraden KJ’ und A'A, oder was dasselbe ist, Iii' und AI’ ein Paar 
eonjiigirter Strabicn sind, also ein Paar sieb eiilspreebemler Strableii eines 
iovoluturiseben liUsehels bilden. Woraus folgt, dass die Tangente AH von diesem 
Uuseliel in einer invululurisebcn Ucibo geselinitten wird. 

Drei Punkte, von denen je zwei in Bezug auf ein und denselben Kegel- 
sebnitt eunjugirt sind, nennt ni.an ein Tripel eonjiigirter Punkte, und 
drei Gerade, von denen je zwei in Bezug auf ein und denselben Kegelsebn itt 
eunjugirt sind, bilden ein Tripel eonjugirtor Geraden. Das Dreieek, 
ilesseii Ei'ken von einem Tripel eonjugirter Punkte, oder dessen Seilen von 
einem Triiicl eonjugirter Geraden gebildet werden, wiril ein Po lardrei cek 
genannt. In den Figuren 4t} und 4(i bilden K, A und I’ ein Tripel eonjugirter 
Punkte, KI., KI’ und LP ein Tripel eonjugirter Geraden. 

Um ein Tripel eonjugirter Punkte zu erhalten, kann man einen Punkt iii 
der Ebene des Kegelscbuitles, z. B. P, ganz beliebig wählen, ein zweiter, etwa 
K, darf sclbstverstandlieli nur in dei Polaren p iles Punktes P gewählt werden 
lind der drille ergibt sieb daun im Durelisehnilte L der Polaren von i’ und K — 
Ein Tripel eonjugirter Geraden kommt wie folgt zu Stande: Man nimmt eine 
beliebige Gerade p in der Ebene des Kegelsebnittes an, bestimmt ihren Pol P, 
zieht durch P eine beliebige zweite Gerade, z. B. PK und ermittelt den Pol 
L von PK, welcher, wie bekannt, auf p gelegen sein muss. Die Verbindungs- 
linie der Punkte P und L bildet daun mit den Geraden p und PK ein Tripel 
eonjugirter Geraden. 

.\U8 ilieser Erklärung folgt, dass es zu jedem beliebigen Punkte P in der 
Ebene eines Kegelschnittes unendlich viele Paare von Punkten 
gibt, welche mit /'ein Tripel eonjugirter Punkte bilden. Alle diese Paare 
liegen auf der Polaren von P und sind entsprechende Punkte einer 
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involntoriscben Reihe. Liegt der Punkt /* auf der Curve, so ist er bekanntlich 
sich selbst und jedem anderen Punkte der in ihm gezogenen Tangente conjugirt. 
Daher ist in diesem Falle das Tripel unbestimmt. Zwei Punkte desselben 
eoincidiren in P und der dritte kann jeder Punkt der in P tangirenden Ueraden 
sein. — Zn jeder beliebigen, in der F.hene eines Kegelschnittes gelegenen 
Geraden 7 ) gibt es unendlich viele Paare von Geraden, welche mit 
p ein Tripel conjngirler Geraden bilden. Alle diese Paare gehen durch 
den Pul von p und sind cntsjircchendu Strahlen eines involutorischeu 
Strahlenbilscliels. ItetUlirt p die Curve, so ist sich selbst und jeder durch 
den Hernbriiiigspuida gehenden Geraden conjugirt und das Tripel ist dann 
unbestimmt. 

Aus diesen Krklürungen folgt unmittelbar: 

Die Seiten e i 11 e s D r e i e c k s. Die Ecken eines Dreiecks, 

dessen Ecken ein Tri]>cl con- dessen Seiten ein Tripel con- 
jugirter Punkte sind, bilden jugirter Geraden sind, bilden 
ein Tripel conjugirter Gera- ein Tripel conjugirter Punkte, 
den. Jede Seiteist diu Polare Jede Ecke ist derPol der ihr 
der ihr gegenüberliegenden gegenüberliegenden Seite. 
Ecke. 

Nachdem die Polare eines Punktes Pganz ausserhalb des Kegelschnittes 
liegt, wenn P sich innerhalb der Curve befindet, jedoch die letztere schneidet, 
sobald P ausserhalb gelegen ist, so befindet sich bei einem Tripel conjugirter 
Punkte ein Punkt stets innerhalb der Curve, wahrend die 
beiden andern ausserhalb liegen. 

Aus den obigen Erklärungen folgen auch unmittelbar die Sätze : 

37. In jedem vollstan- ln jedem vollständigen 

digen Vierecke (EFGII), das Vier seit {APCD), das einem 
einem Kegelschnitte cinge- Kegelschnitte umschrieben 
schrieben ist, bilden die ist, bilden die Diagonalen 
Durchsch nittspnnkte (K, /y, P) (KL, KP, LP), ein Tripel con- 
der gegenüberliegenden jugirter Geraden in Bezug 
Seiten ein Tripel conjugirter auf den Kegelschnitt. 

Punkte in Bezug auf den 

Kegelschnitt. 

Wir reiben hier noch einige Sätze au, welche sich aus den zwischen Pol 
und Polare bestehenden Beziehungen ergeben ; 

38. Sind K^ und zwei Sind 7f, und zwei in 

in derselben Ebene befind- derselben Ebene befindliche 
liebe Kegelschnitte und Kegelschnitte und construirt 
construirt man zu den Tan- man zu den Punkten von K^ 
genten von K, die Pole in die Polaren in Bezug auf 
Bezug auf K^, so liegen alle K^, so berühren alle diese 
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diese Pole anf eiDcm dritten Polaren einen dritten Kegel- 
Kegelsebnitte. schnitt. 

Um die Richtigkeit des Satzes links cin/.iisehen, denke man sieh K„ als 
ein Krzengniss zweier Puuktreihen 11 und /?, , deren Träger zwei beliebige 
Tane.enlen sein können, liesliinnit man zu den Punkten von U miwoIiI, als von 
It^ die Pidaren, so bilden letztere zwei projeeliviselic StrablcnbUseln l S und S,, 
naebdeni R mit A, . H ndt R und iS', mit R^ jinijeetiviseli verwandt sind. 
Entspreehende Strahlen dieser liUseliel können offenbar mir die Pidaren von 
zwei siidi entspreehenden Punkten der genannten Reihen sein. S und .S', erzeugen 
deninaeh einen Kcgelsehnitl, in welehein die Pole sänimtlieher Tangenten von 
liegen, da nneb Satz ill, 2. .Absehnitt, der Durehsehnitt von je zwei sieh 
cntsi»rcchcnden Strahlen der beiden Basehel zugleich der Pol der Verbindungs- 
linie je zwei sich entsprechender l’nnktc von R und R^ ist und jede sulche Ver- 
bindungslinie berührt. 


Der Satz rechts lässt sich anf ganz ähnliche Art nachweisen. 


39. Sind in der Ebene 
eines Kegelschnittes ein Punkt 
A und eitle nicht durch A 
gehende Gerade a g e g o b e u, 
und bestimmt man in jeder 
durch A gehenden Geraden 
jenen Punkt, welcher dem 
Schnittpunkte dieser Geraden 
mit a conjugirt ist, so liegen 
alle dadurch erhaltenen 
Punkte auf einem Kegel- 
schnitte. Derselbe gebt durch 
den Pol von a, durch A und 
die R e r ü brnngspunkte der 
von A an die gegebene Curvc 
gezogenen Tangenten, wenn 
solche vorhanden sind. 


Sind in der Ebene eines 
Kegelschnittes eine Gerade 
a und ein nicht in a gele- 
gener Punkt A gegeben, und 
bestimmt man für jeden Punkt 
von a jene durch ihn gehende 
Gerade, welche der Ver- 
bindungslinie dieses Punktes 
mit A coujugirt ist, so uin- 
httllcn alle dadurch erhalte- 
nen Geraden einen Kegel- 
schnitt. Derselbe berührt die 
Polare von A, die Gerade a 
und die in den Schnitt- 
punkten der Curve mit o 
gezogenen Tangenten, wenn 
solche vorhanden sind. 


Um uns von der Richtigkeit des Satzes links zu überzeugen, denken wir 
uns a als den Träger einer Punktreibe R uud A* als den Mittelpunkt eines 
StrahlenbOscbels S, welcher gegen R perspectiviscb liegt. Soll in irgend einem 
Strahle g von S jener Punkt bestimmt werden, der dem in R gelegenen Punkte 
Q dieses Strahles conjugirt ist, so hat man die Polare von ^ zu ermitteln; sie 
schneidet q in dem gesnebton Punkte. Da nun die Polaren aller Punkte von R 
durch den Pol des Trägers von R gehen und einen mit R projectivisch ver- 
wandten StrablcnbOschel 6', bilden, so hat man zwei projectivisebe Büschel S 
und Sj, welche einen Kegelschnitt erzeugen, der die Eigenschaft bat, dass jedem 
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Schnittpunkte desselben mit irgend einem Strahle dos Büschels S der Schnitt- 
punkt dieses Strahles mit n conjugirt ist. 

Der Beweib für den Satz rechts kann wie folgt getttlirt werden : Wir 
betrachten n wieder als den Träger einer l’unktreibe J{ und A als Mittelpunkt 
eines gegen li pcrspectiviscb liegenden Slrahlcnbüschels S. Die Pole aller 
Strahlen dieses Büschels liegen auf ein und derselben Geraden und bilden eine 
Pnnklreihe l{^, welche mit S, also auch mit /f projec.tivisch verwandt ist. Daher 
erzeugen li und Ä, einen Kegelschnitt, welcher jede Gerade berührt, die irgend 
einem Strahle von S conjugirt ist und diesen Strahl in einem Punkte von H 
schneidet. 

Wir üherlassen es dem Leser jene speciellen F,^lle obiger Satze zu unter- 
suchen, in welchen entweder .-I oder n unendlich ferne gelegen ist. — 

Die Satze .TU, TI, T2 und T8 dieses Abschnittes gebeu uns Aufschluss 
Uber jene eigenthfimliche Beziehung zwischen Punkt uud gerader Linie, Punkt- 
leihe und Strahlenbuschei, Strecke und Winkel, Punkten eines Kegelschnittes 
und Tangenten einer zweiten solchen Cnrve u. s. w. , welche sich in den bisher 
aufgesicllten Doppelsatzen aussprichl. Ist irgend ein ebenes System (specioll 
eine ebene Figur) gegeben, und denkt man sich zu jedem Punkte dieses Systems 
die Polaren in Bezug auf irgend einen Kegelschnitt constrnirt, so bilden alle 
diese Polaren ein anderes ebenes System (eine andere ebene Figur) von welchem 
man sagt, dass cs mit ersterem reciprok verwandt sei. Der Zusammen- 
hang, welcher zwischen zwei rcciproken Gebilden besteht, findet in dem Gesetze 
der Rcciprocität seinen Ausdruck. — Wir begnügen uns vorläufig mit 
diesen Bemerkungen, da in einem folgenden Abschnitte die Beziehungen reci- 
proker Gebilde besonders untersucht werden. 

Auch die zuletzt aufgestellten Sätze (T!l) lassen eine Art von Verwandt- 
schaft erkennen, welche zwischen ebenen Systemen, spcciell zwischen ebenen 
Figuren bestehen kann. Bleibt nämlich der Punkt A fest, während die Gerade a 
ihren Ort .ändert, so cnts|iricht jeder Geraden n in der Ebene des gegebenen 
Kegelschnittes ein anderer Kegelschnitt ; bleibt a fest, während A seinen Ort 
ändert, so ent.s|iricht jedem Punkte A in der genannten Ebene ein besonderer 
Kegelschnitt. Diese Art von Verwandtschaft, hei welcher jedem Punkte oder 
jeder Geradenein Kegelschnitt cnls|»richt, wird als eine Verwandschaft 
zweiten Grades hezoichnct zum Unterschiede der zwischen projeetivischen 
oder rcciproken Gebilden bestehenden, welche eine Verwandtschaft des ersten 
Grades genannt wird. 


h) Durchmesser, Axen und Brennpunkt« eines Kegelsebnitte«. 

Ist P ein unendlich ferner Punkt in der Ebene eines Kegelschnittes uud p 
seine Polare, so geht letztere durch den Ualbirungspunkt jeder Sohne, welche 
gegen P convergirt. Denn nach Satz 29, 2. Abschnitt, werden alle durch P 
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gbhenden Sehnen von P und seiner Polaren liannouiscb gelheilt ; nachdem rinn 
P in unendlicher Ferne gelegen ist, so muss p eine jede solche Sehne halhiren. 
(Satz 33, 1. Abschnitt). Ua ferner alle gegen /' convcrgirendcii Sehnen parallel 
sind, so folgt: 

40. Die 11 albiru II gapunkte aller Sehnen eines Kegel- 
schnittes, welche in irgend einer K ich lang parallel zu ein- 
ander gezogen werden, liegen auf ein und derselben Ge- 
raden, welche ein Durchmesser des Kegelschnitts genannt 
wird. Ein Durchmesser ist somit die Polare eines unemllich 
fernen Punktes und balbirt jede demselben conjugirte Sehne. 

Die Richtung eines Durchmessers und jene der ilim conjugirtcn Geraden 
werden conjugirte Richtungen genannt. Unter der Lange eines Diircli- 
niessers, welcher den Kegelschnitt in reellen Punkten scbneidet, versteht man 
die Entfernung dieser beiden Schnittpunkte. 

Da mau die Polare von P auch erhält, wenn man aus P an die Gurve 
Tangenten zieht und ihre Berührungspunkte verbindet, so kann man scbliessen, 
dass die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmessers 
zu den Sehnen parallel sind, welche von diesem Durchmesser 
'’balbirt werden und dass die Beruh ruiigssehne zweier 
paralleler Tangenten immer ein Durchmesser sein 
muss. 

Nimmt man einen zweiten unendlich fernen Punkt in der Curvenebene an 
und construirt seine Polare, so erhält man einen zweiten Durchmesser, welcher 
ersteren im Pole der Verbindungslinie beider unendlich ferner Punkte schneidet 
(Satz 31, 2. Abschnitt). Diese Verbindungslinie ist nichts anderes, als die 
unendlich ferne Gerade der Ebene des Kegelschnittes ; ihre sämmtlicheu Punkte 
liegen nämlich in unendlicher Entfernung, daher muss die Polare eines jeden 
ihrer Punkte ein Durchmesser sein. Aus dum Umstande, dass die Polaren aller 
Punkte ein und derselben Geraden durch den Pol dieser Geraden gehen folgt ; 

Alle Durchmesser eines Kegelschnittes schneiden sich 
in demselben Punkte nämlich im Pole der unendlich fernen 
Geraden. Dieser Punkt wird der Mittelpunkt des Kegelschnittes genannt, 
da er jeden Durchmesser halbirt. 

Letztere Behauptung findet ihre Rechtfertigung darin, dass die Polare des 
Mittelpunktes unendlich entfernt ist und dass Pol und Polare jede durch 
ersteren gehende Sehne harmonisch theilt. 

Zwei conjugirte Durchmesser, also zwei Durchmesser, deren 
jeder durch den Pol des andern geht, haben die Eigenschaft, dassjeder alle 
Sehnen halbirt, welche mit dem andern parallel laufen. 
Denn ist p irgend ein Durchmesser, so halbirt er alle Sehnen, welche gegen 
seinen Pol convergiren. Nachdem nun der dem Durchmesser p conjugirte, 
welchen wir q nennen wollen, ebenfalls gegen den unendlich fernen Pol von p 
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coiivcryirl, 60 niQssen die ^eiiamitcii Sehnen parallel zu q sein. Da ferner q alle 
gegen seinen Pol geriehtelen Sehnen halhirt , dieser Pol aber der uncndlieh 
ferne Funkt des conjugirten Durchmessers p ist, so sind alle von q bulbirten 
Sehnen parallel zu p. 

Ihn zu einem gegebenen Durchmesser den ihm eonjugirlcn zu erhalten, 
eonstruirt man in einem Kiidinuiktc des erst eren die Tangente und /iehl durch den 
Cur\cnmittcl]iunkt eine zu ihr iiarallele Gerade. Wie aus den obigen Erklärungen 
folgt , ist diese Gerade der verlangte, dem gegebenen conjugirle Durchmesser. 

Der einem gegebenen conjugitte Durchmesser wird auch erhalten, wenn 
man zu dem gegebenen Durchmesser eine parallele Sehne zieht und den 
IJalbirungspunkt derselben mit dem Mittelpunkte des Kegelsehnitlea verbindet. 

41. Die D i ago n al e n u i n c s e i II e m K cgel s u h n i 1 1 e u in s c h r i c- 
benen Paral Iclogranimes bilden zwei conjugirte Durchmesser. 

Um dies eiiizusehen, betrachten wir die Figur 45 oder 46. Nehmen wir 
an, das dem Kegelschnitte umscliriebeiie Viereck AUÜD sei ein Parallelo- 
gramm, so liegen die Schnitlpuiiktc Q und R der gegenüberliegenden Seiten in 
unendlicher Entfernung, daher ist der Schnittpunkt P der Diagonalen des 
Parallelogramms als Pol der unendlich fernen Geraden QR zugleich der Mittel- 
punkt der Curve. Von den Diagonalen KP und LP haben wir fOr den allge- 
meinen F'all bereits naebgewiesen, dass sic einander conjugirt sind, daher müssen 
cs auch die Diagonalen des unischricheiien Parallelogramms sein, und nachdem 
letztere durch den Curvenmittelpunkt gehen, so sind sic conjugirte Durchmesser. 

Aus der Betrachtung der Figur 45 oder 46 ergibt sich auch, wenn man 
annimmt, dass die Punkte K und L, in denen sich je zwei gegenüberliegende 
Seiten des eingeschriebenen Vierecks EGFII schneiden, in unendlicher Ent- 
fernung liegen ; 

42. Die Seiten eines jeden einem Kegelschnitte eingc- 
schricbcnenParnllclogrammcs sind parallel zu zwei conjugirten 
Durchmessern. Die Diagonalen desselben schneiden sich im 
Mittclpnnktc der Curve. 

Dieser Satz kann auch in folgender Weise ausgcdrOckt werden ; er reprä- 
sentirt dann einen speciellen Fall des allgemeinen Satzes 64, 2. Abschnitt; 

Zwei Sehnen, welche irgend einen Ponkt eines Kegel- 
schnittes mit den Endpunkten eines Durchmessers verbinden, 
sind parallel zu zwei conjugirten Durchmessern dieses 
Kegel Schnittes. 

Sind a und h (Fig. 47) zwei beliebige parallele Tangenten eines Kegel- 
schnittes, welche von einer dritten Tangente c in den Punkten P und 
geschnitten werden , so kann man sich vorstcllen, letztere Punkte seien Ecken 
eines dem Kegelschnitte nmscbrichcnen Parallelogrammcs. Die Halbmesser OP 
und 0(^ müssen demnach einander conjugirt sein. (Satz 41, 2. Abschnitt). 
Lässt man die parallelen Tangenten ihre Lage ändern, während c fest bleibt. 
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60 bilden je zwei Punkte P und Q entsprechende Punkte einer involu- 
torisebeu Reihe, deren Träger eist. Denn diese Reibe entsteht durch den Schnitt des 
iuvolutorischeu Strahle iibüscbels, welchen die con- 47 j 

jugirten Halbmesser bilden , mit der Tangente 
c. (Satz 2. Absclinilt). Wie leicht einzo- 
sehen, ist der ISerniirungspmikt T von c zugleich 
das Involutionsccntrum , du dem Punkte T ein 
unendlich ferner Punkt entspricht. PT . TQ ist 
somit eine coustante Grösse, welche Lage auch 
a und b haben mögen. Ffir den Fall als a und 
6 zu jenem Durchmesser parallel sind, welcher 
der Tangente c conjugirt ist, wird PT=TQ, 
es gilt also der Satz: 

43. Das Product der zwei Stücke, welche zwei veränder- 
liche parallele Tangenten anf einer beliebigen festen Tan- 
gente eines Kegelschnittes vom Berührangspunkte dcrletz- 
teren ans gemessen, abschnciden, ist gleich dem Quadrate 
des der festen Tangente parallelen Halbmessers. 

Denkt man sich a und b fest , die Tangente c aber veränderlich, so ent- 
stehen durch die Punkto P und Q zwei projectivischc Pniiktreihen anf a und b, 
deren Gegenpunkte die Berührungspunkte von a und b sind. Es ist somit das 
Product AP . BQ für alte Lagen von c constant und gleich dem Quadrate des 
zu a und b paratteien Halbmessers. Daraus ergibt sich : 

44. Das Prodnet der zwei Stücke, welche eine veränder- 
liche Tangente auf irgend zwei parallelen festen Tagenten 
eines Kegelschnittes, vom Berührungspunkte der letzteren 
ansgemessen, absebneiden, ist gleich dem Quadrate des zu 
den festen Tangenten parallelen Halbmessers. 

Ans dem Umstande, dass der Pol eines jeden Durchmessers in unend- 
licher Entfernung gelegen ist, folgt, dass die Polaren aller Punkte eines Durch- 
messers unter einander parallel sind. Zieht man demnach ans beliebig vielen 
Punkten eines Durchmessers je ein Tangentenpaar an den Kegelschnitt und ver- 
bindet dessen Berührungspunkte, so erhält man eine Reihe paralleler Sehnen 
der Curve. Jede derselben wird von dem erwähnten Durchmesser halbirt. Daraus 
kann man scbliessen, dass die Verbindungslinie des Durcbschnitts- 
pnnktes zweier beliebiger Tangenten eines Kegelschnittes 
mit dem Hai bi rn ngs pnn kte der Berührungssebno dieser 
beiden Tangenten je ner Durchmesser der Curve sein muss, 
welcher der Berührungssehne conjugirt ist. — 

45. Die Endpunkte eines beliebigen Durchmessers und 
irgend einer ihm conjugirten Sehne bilden vier harmonische 
Punkte des Kegelschnittes. 


(Fig. 47.) 
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Uiei> isl leicht eiuzuselieii, weiui man bicli erinnert, dat>s die lierilhrun^s- 
punktc eines XanKcnlenpaarcs uinl die Endpunkte irgend einer durch den 
Schnittpunkt dieser Tangenten gehenden Seline ininier vier hat munisclie 1‘unkle 
des Kegelschnittes sind. Die Tangenten in den Endpunkten eines Durchmessers 
schneiden sich nämlich im l’ule des leUleren ; gegen diesen Pol cunvergirt aber 
auch jede Sehne, welche tiem Durchmesser cunjugirl ist, cs crscheiut somit 
obiger Satz gerechtfertigt. 

Alle Paare conjugirler Durchmesser bilden sich ent.si)rcchendu Strahlen- 
paare eines iiivolulorischen Slrahlenhüschels (Satz .‘Pi, 2. Ahschnittj. Da nun 
jeder involutorische liüschel zwei oder uncmllich viele auf einander senkrecht 
stehende, sieh euhsprcchende Strahlen hat (Satz Ö5, 1. Abschnitt), sogilitcsuntcr 
allen Paaren conjugirterDur eh messer entweder nur ein Paar oder 
unendlich viele auf einander senkrecht stehende Durchmesser. 

Jeder von zwei auf einander senkrecht stehenden conjugirten Durch- 
messern wird eine A.\e des Kegelschnittes genannt. Der l''all, in welcheni 
unendlich viele Axen vorhanden sind, ist ein spccieller und tritt nur dann ein, 
wenn der durch ilie conjugirten Durchmesser gebildete involutorische KUschel aus 
zwei cougruenten Itüsi heln besteht. (Satz 55, 1. Abschnitt). Wie leic.ht cinzusehen, 
kauii ein Kegelschnitt mit unendlich vielen Paaren von Axen nur ein Kreis sein. 

Die Endpunkte der Axen nennt man Scheitelpunkte oder Scheitel 
dos Kegelschnittes. 

Der Pul einer Geraden, die einen Kegelschnitt in zwei Punkten schneidet, 
ergibt sich bekanntlich iin Durchschnitte der Tangenten, widche die Curvc in 
diesen zwei Punkten berühren, es muss also der Durchschnitt jener zwei Tan- 
genten, welche die Hyperbel in ihren Schnill punkten mit der unendlich fernen 
(icradcu berühren, der Pul der letzteren Geraden, nainliidi der Mittelpunkt 
sein. Diese beiden Tangenten heisseu die Asymptoten der Hyperbel; wir 
können also sagen : 

Die Asymptoten einer Hyperbel schneiden sich im Mit- 
tclpuiiktederCurve. 

Aus dem Umstande, dass bei der Hyperbel zwei Tangenten durch den 
Mittelpunkt gehen, folgt, dass der Mittelpunkt der Hyperbel ausser- 
halb der Curve liegt. Hei der Ellipse befindet sich der .Mittel- 
punkt innerhalb, da seine Polare ganz ausserhalb der Curve gelegen ist 
und bei der Parabel liegt der Mittelpunkt in unendlicher 
Entfernung; er ist nämlich jener Punkt, in welchem die Curve von der 
unendlich fernen Geraden tangirt wird. Der licruhrungspunkt einer Tangente ist 
ja immer zugleich ihr Pul. 

Die unendlich grosse Entfernung des Mittelpunktes einer Parabel hat zur 
Folge, dass alle Durchmesser dieser Curve untereinander 
parallel sind. Sie convergiren gegen den Uerlihrungspunkt der unendlich 
fernen Geraden mit der Parabel. 
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ß(!kaDntIicb sind die Doppelstrablen eines durch conjugirte Gerade gebil- 
deten involutorisdieii SirabIcnbQscliels nichts anderes als die Tangenten, welche 
von dem Mittelpunkte des Büschels an den Kegelschnitt gezogen werden können. 
Daraus folgt ; 

Die Asymptoten eines Kegelschnittes sind die (reellen 
oder imaginären) Doppelstrablen des von den conjugirten 
Dnrclimcssern gebildeten involutorischen Strahlenbüsch e:ls. 

Aus dem Vorhandensein von reellen Asymptoten kann man scbliesscn, 
dass ilieser involutorische Büschel entgegengesetzt verläuft. (Sätze 53, 54, 
1. Abschnitt). 

Bei der Ellipse sind keine durch den Mittelpunkt gebenden reellen 
Tangenten möglich, daher kann man behaupten, dass der von den conjugirten 
Durclimcsscrn einer Ellipse gebildete involutorische Strahlenbüschcl einstimmig 
verläuft und dass die A sy mp t o t en ei ncr E 1 1 ips e imagi när sind. 

Für den Kreis gilt dasselbe, wie für die Ellipse Bemerkeuswerth ist 
Jedoch, dass in jedem involutorischen Strahlenbüschcl, welcher von den conju- 
girten Durchmessern eines Kreises gebildet wird, je zwei entsprechende Strahlen 
auf einander senkrecht stehen. Liegen daher zwei Kreise in derselben Ebene, 
so ergeben sich auf der unendlich fernen Geraden dieser Ebene als Schnitte mit 
den zwei von den Durchmessern der Kreise gebildeten involutorischen Strahlen- 
bOschcl Sund S, zwei Pnoktreihen R und R^, welche identisch sein müssen. 
Denn jedem in R und B, zugleich gelegenen Schnittpunkte zweier (paralleler) 
Strahlen von S und S, entspricht ein ebenfalls in beiden Reihen zugleich befind- 
licher Punkt, nämlich der Durchschnitt jener Strahlen, welche auf den ersteren 
zwei Strahlen senkrecht stehen. Ans dem Umstande, dass R und R^ nur eine 
Reihe bilden, folgt, dass auch ihre imaginären Doppelpunkte D und D' coinci- 
diren und dass, nachdem diese Punkte die unendlich fernen Punkte der imagi- 
nären Asymptoten beider Kreise sind, D und D' den zwei Kreisen zugleich 
angehören. Hieraus ergibt sich ferner, dass alle in ein und derselben 
Ebene befindliche Kreise zwei unendlich ferne imaginäre 
Punkte gemein haben. Mau nennt diese Punkte unendlich 
ferne imaginäre Kreispunkte. 

Nachdem die ans dem Mittelpunkte einer Parabel an diese Cnrve 
gezogenen Tangenten mit der unendlich fernen Geraden zusammenfallcn, so 
kann man sagen : DieAsymptoten einer Parabel liegen in unend- 
licher Entfernung. 

Die Doppelstrablen eines involutorischen Strahlenbflschels trennen 
bekanntlich zwei sich entsprechende Strahlen des letzteren harmonisch ; ans dem 
Satze 33, 2. Abschnitt, folgt somit : 

4t3. Je zwei conjugirte Durchmesser eines Kegel- 
schnittes werden durch dessen Asymptoten (reellen oder 
imaginären) harmonisch getrennt. 
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Hieraus ergibt sich, dass von zwei conjugirten Durchmessern einer 
H>-perbcl der eine die Curve schneidet, der andere nicht. 

Diesen Satz kann man offenbar in folgender Weise umkehren: Werden 
zwei Durchmesser eines Kegelschnittes dnreh die Asymptoten 
des letzteren harmonisch getrennt, so sind sie einander 
conjugirt. Zwei Durchmesser, welche die von den Asymptoten cingeschlossencn 
Winkel halbircn, bilden mit den Asymptoten nach Satz ijr>, 1. Abschnitt, einen 
harmonischen Strahlenhdschcl, sie .sind also conjugirt und da dieselben auch auf 
einander senkrecht stehen, so können sie nur die Axen des Kegelschnittes sein. 
Daraus folgt : 

47. Die Axen eines Kegelschnittes halhiren die von 
seinen Asymptoten gebildeten Winkel. 

ln dem Falle, wenn die Asymptoten auf einander senkrecht stehen, 
halhiren sie jeden von zwei conjugirten Durchmessern gebildeten Winkel, wie 
nach den vorausgehenden Erklärungen leicht einzusehen ist. — Eine Hyperbel, 
deren Asyinplolen auf einander senkrecht stehen, wird bekanntlich eine gleich- 
seitige genannt. — 

Ist ein Punkt in der Ebene eines Kegelschnittes so gelegen, dass alle 
durch ihn gehenden Paare conjugirter Geraden auf einander senkrecht stehen, 
BO nennt man diesen Punkt einen Brennpunkt des Kegelschnittes. Ans dieser 
Erklärung folgt, dass ein Brennpunkt nur innerhalb des Kegelschnittes liegen 
kann, denn ein involutorischer BOschel, bei welchem je zwei sich entsprechende 
Strahlen aufeinander senkrecht stehen, ist immer einstimmig verlaufend und hat 
somit keine reellen Doppelstrahlen ; ein Brennpunkt muss demnach so gelegen 
sein, dass sich ans demselben keine reellen Tangenten an die Curve ziehen 
lassen, nämlich innerhalb der Curve. Ein Brennpunkt kann ferner nur auf einer 
Axe liegen, denn nimmt man an, F sei irgend ein ausserhalb der Axen gelegener 
Punkt der Curvenebene, so bilden der durch F gehende Durchmesser d und 
eine durch F gezogene Gerade, welche dem conjugirten Durchmesser von d 
parallel ist, zwei conjngirte Strahlen. Letztere stehen nun nicht senkrecht 
aufeinander, denn sonst müssten auch die beiden conjugirten Durchmesser einen 
rechten Winkel bilden, was nur bei Axen der Fall ist. 

Die Brennpunkte ergeben sich als Doppelpunkte einer involntorischen 
Reihe , deren Träger eine der Axen ist , wie ans folgenden Betrachtungen 
hervorgeht : 

In Fig. 48 sei P irgend ein Punkt der Ebene eines Kegelschnittes und p 
seine Polare. Die von V auf p gefällte Senkrechte nennen wir s, ihren Fnss- 
punkt E, die Schnittpunkte von p und s mit der Axe AB seien beziehungsweise 
O und //, endlich bezeichnen wir die Schnittpunkte von p und s mit der andern 
Axe CD beziehungsweise durch L und K. Verbindet man P mit dem Mittel- 
punkte O des Kegelschnittes, so erhält man einen Durchmesser, welcher der 
Geraden p conjugirt ist, nachdem er durch ihren Pol hindurch geht. Es ist somit 
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jede zn p parallel gezogene Gerade dem Durchmesser OP conjugirt und der Pol 
einer jeden solchen Parallelen liegt auf OP. 

Der Dnrchschnittspunkt 3t von p und OP ist dem Punkte P conjugirt; M 
und P bilden also nach Satz 33 , 2. Abschnitt, ein Paar sich entsprechender 
P linkte einer involntorisc.hen 
Reibe, deren Träger OP 
ist. Je zwei entsprechende 
Punkte dieser Reihe werden 
erhalten, wenn man zn p 
eine Parallele zieht und den 
Pol derselben ermittelt. 

Letzterer ist der dem Durch- 
schnitte von OP mit der ge- 
nannten Par.illelen entspre- 
ehende Punkt. — Der Kürze 
des Ansdriirkes wegen nen- 
nen wir jode zu p parallel 
gezogene Gerade ebenfalls 
p, jeder Durchsehnittspnnkt 
einer solchen Geraden mit OP heisse M, jeder Pol einer Geraden p heisse P 
und durch s bezeichnen wir die ans irgend einem Punkte P auf p gefällte Senk- 
rechte. — Da jeder Punkt 31 und der ihm conjugirte P ein Paar sich ent- 
sprechender Punkte einer involntorischen Reihe sind, so bilden alle Punkte 31 
eine Pnnktreibe, welche der von den Punkten P gebildeten projectivisch ver- 
wandt ist. Es muss also auch der aus den Geraden p bestehende Parallel- 
Strablenbflschel S dem durch die Senkrechten s gebildeten Parallel-Strablen- 
büscbcl S, projectivisch verwandt sein, nachdem gegen die Reihe M und S, 
gegen die Reibe P pcrspectivisch liegt. Die StrahlenbDschel S und werden 
nun von der Axe AB in conjectivischen Punktroibon geschnitten. Die eine 
Reibe wird durch alle Punkte G, die andere durch alle Punkte i7 gebildet. Diese 
beiden Reihen liegen involuto risch, nachdem ihre Gegen- 
pnnkte im Mittelp unkte 0 des Kegelschnittes coincidiren. 
Dies ist leicht einzuseben , wenn man berücksichtigt, dass sobald also auch G 
io unendliche Entfernung kommt, der Punkt P, also aucb/7’ mit O zusammenfällt, 
und dass wenn s, also auch H anendlich ferne liegt , die Gerade p ein Durch- 
messer wird und AB in 0 schneidet. 

Dasselbe was wir für die auf AB liegenden Punktreihen naebgewiesen 
haben, gilt auch für die auf der andern Axe CD gelegenen, welche durch die 
Punkte K und L zn Stande kommen, in denen CD von den Geraden p und s 
geschnitten wird. Auch die Axe CD ist der Träger einer involntorischen Reihe, 
deren Gentralpunkt 0 ist. Von den in Rede stehenden involntorischen Reihen, 
welche auf zli? und CD zu Stande kommen, ist nun stets eine entgegen- 
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gesetzt, die andere eiustimmig verlaufend, wie aus der I^age der 
Punkto <i, II und A', L gegen den Ccntralpunkt 0 beider Reiben leicht zu 
erkennen, ist. Mau hat nämlich zwei rechte Winkel COB und KEL, deren 
Schenkel sich in O, II, K und L schneiden ; mögen nun diese rechten Winkel 
wie immer angenommen werden, stets liegen entweder K und L oder O und H 
zu verschiedenen Seiten von O und niemals können beide Punktpaare zugleich 
zu verschiedenen Seiten, oder zugleich auf derselben Seite von O liegen. Daraus 
folgt nach Satz 49, I. Abschnitt, dass eine, aber auch nur eine von den auf AB 
und CD gelegenen involutorischcii Reihen reelle Doppelpunkte bat. — ln 
unserer Figur ist esjene, deren Träger ylA bildet. Diese Doppelpunkte sind 
lirennpunkte des Kegelschnittes, ln ihnen vereinigen sich nämlich 
zwei entsprechende Punkte (l und II, sie sind also die Durchschnittspunkte 
zweier sich entsprechender Geraden p und s und da diese Geraden einander 
conjngirt sind und aufeinander senkrecht stehen, so gehen durch einen solchen 
Doppelpunkt ausser der Axe und einer ihr c.onjngirten Sehne noch ein zweites 
Paar von anfeinaiidcr senkrecht stehenden Geraden. Wenn nun in einem 
involutorischen SIrahlenbttschel zwei Paare von aufeinander senkrecht stehenden 
conjugirle Strahlen Vorkommen, so müssen alle Paare conjugirter Strahlen rechte 
Winkel bilden (Satz 5f), 1. Abschnitt), woraus folgt, dass die in Rede stehen- 
den Doppelpunkte zugleich lirennpunkte sind. 

Mit Rücksicht auf obige Untersuchungen und auf den Umstand, dass iu 
jeder involutorischen Reihe die Doppelpunkte gleich weit vom Ceutralpunkte 
abstehen, ergibt sich der Satz ; 

48. Jeder Kegelschnitt hat zwei reelle Brennpunkte; 
dieselben liegen auf einer Axe innerhalb der Curvc und 
sind vom Mittelpunkte gleich weit entfernt. 

Denkt man sich den Mittelpunkt eines Kegelschnittes von dem einen 
Brennpunkte immer mehr und mehr entfernt, bis er in unendliche Entfernung 
gelangt, so muss auch der zweite Brennpunkt dem eben anfgestellten Satze 
zufolge in unendliche Entfernung zu liegen kommen. Da nun ein Kegelschnitt 
mit unendlich fernem Mittelpunkte eine Parabel ist, so ergibt sich, dass bei 
der Parabel einer der Brennpunkte in unendlicher Ent- 
fernung liegt. 

Jene Axe, in welcher die Brennpunkte liegen, nennt man Haupt axe, die 
andere Nebenaxe. Die Entfernung der Brennpunkte von einander heisst die 
lineare Excentricität, während man unter der numerischen 
Ex cen tri ci tat das Verhältniss der Entfernung der Brennpunkte zur Länge 
der Ilanptaxe versteht. Jede Gerade, welche einen Curvenpuukl mit einem Brenn- 
punkte verbindet, wird ein Leitstrahl genannt; die durch einen Brennpunkt 
gehende Sehne, welche senkrecht auf der Ilauptaxe steht, heisst Parameter 
und die Polare eines Brennpunktes nennt man eine Dircctrix oder 
Leitlinie, des Kegelschnittes. Nachdem die Hauptaxe der Dircctrix con- 
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jagirt ist, so stehen Hanptaxo nnd Directrix auf einander 
senkrecht. 

Wir kehren nun wieder znr Betrachtung der Figur 47 zurück. 

Sind F lind F' die Doppel|iunkle der involntorisrhen Reihe, welche durch 
G nnd II zu Stande kommt, also die Brennpunkte, so hat man nacli Satz 1 7, 
1. Absclinill, 

OG . OU=OF‘. 

Ebenso ist das Product der Abstümle OK und OL gleich einer bestimmten 
Orftsse, welche für alle sich entsprechenden Punkte der auf CP gelegenen 
involutorischen Reihe eonstanl bleibt. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke GOL 
unil KOU ergibt sich nun : 

OG _ OK 

ÖL ~ oh' 

also OG . OH = OK . OL . 

woraus mit Rücksicht auf obige Gleichung folgt : 

OK . OL = 01^. 

Letztere Gleichung zeigt, dass die Schnittpunkte eines über 
KL als Durchmesser beschriebenen Kreises mit der Haupt- 
axe AP die Brennpunkte des Kegelschnittes sein müssen. 
Denn das Quadrat der halben Entfernung dieser Schnittpunkte ist gleich OK. OL, 
also gleich OF*. 

Die Brennpunkte können demnach in folgender Weise ermittelt werden; 
Man zieht irgend eine Gerade p in der Ebene des Kegelschnittes, bestimmt 
ihren Pol P, fällt von P eine Senkrechte s auf p und sucht die Schnittpunkte K 
nnd /. von p und s mit jener Axe, auf welcher diese Schnittpunkte zu ver- 
schiedenen Seiten des Mittelpunktes liegen. Der über KL als Durchmesser 
beschriebene Kreis schneidet dann die andere Axe in den beiden Brenn- 
punkten. 

Betrachtet man irgend einen Punkt X des Kreises KFL als Mittelpunkt 
eines involutorischen Strahlenbüscbels, dessen entsprechende Strahlen conjngirte 
Gerade in Bezug auf den Kegelschnitt sind, und bestimmt die Normalstrahlen 
dieses Büschels, so gehen letztere durch die Punkte K nnd L. Denkt man sich 
nämlich die Normalstrahlen bestimmt nnd einen Kreis gezeichnet, welcher durch 
die Schnittpunkte dieser Strahlen mit CD hindurchgeht, nnd seinen Mittelpunkt 
in CD hat, so muss derselbe durch F geben, wie soeben bewiesen wurde. Der in 
Rede stehende Kreis geht aber auch durch X. er muss daher mit dem Kreise 
KFL identisch sein, nachdem es nnr einen Kreis gibt, der durch X nnd F geht, 
und seinen Mittelpunkt in CD hat. Hieraus folgt, dass die durch X gehenden 
Normalstrahleu die Axe CD in K und L schneiden. 

Da der Kreis KFL offenbar als ein beliebiger durch F nnd F gehender 
Kreis betrachtet werden kann, so ergibt sich der Satz ; 

Staudlifl: Lehrbuch der neuereo Geometrie. 11 
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49. Verbindet man die Schnittpunkte irgend eines durch 
die beiden Brennpunkte gehenden Kreises und der Neben- 
axe mit einem beliebigen Punkte dieses Kreises, so sind 
diese Verbindungslinien die Normalstrabicn jenes involu- 
toriseben BUschels, dessen entsprechende Strahlen je 
zwei in Bezug auf den Kegelschnitt conjugirtc Gerade bilden. 

Mit Hilfe dieses Satzes kann man leicht für jeden beliebigen Punkt X der 
Khene des Kegelschnittes die zugehörigen Normalstrahlon coustruiren. Man 
beschreibt einen Kreis, welcher durch X und die beiden Brennpunkte geht und 
verbindet X mit den Schnittpunkten des so erhaltenen Kreises und der Nehen- 
axe. Die sich ergebenden Verbindungslinien sind die gesuchten Normalstrahleii. 

Nachdem jede Tangente eines Kegelschnittes allen durch ihren Berührungs- 
punkt gehenden Geraden in Bezug auf den Kegelschnitt conjngirt ist, so bilden 
irgend eine Tangente nnd die auf ihr senkrecht stehende Gerade, welche durch 
den Berührungspunkt geht, die Normalstrahlen jenes invnlutorischen Büschels, 
dessen Mittelpunkt der BerUhriings|)unkt ist. .Jede solche Gerade, die auf einer 
Tangente in ihrem Berührnngspnnkte senkrecht steht, nennt man bekanntlich 
eine Norm a le, man kann daher mit Rücksicht auf obigen Satz behaupten: 

f)0. Tangente nnd Normale für irgend einen Punkt X 
eines Kegelschnittes werden erhalten, wenn man die Schnitt- 
punkte eines durch X und die Brennpunkte gehenden 
Kreises und der Neben axe mit X verbindet. 

Der Schnittpunkt ?' der Geraden p und s kann als ein ganz beliebig in 
der Curvenebene gewählter Punkt betrachtet werden. Denkt man sich denselben 
mit allen Pnnklcn der auf AB gelegenen involntorischon Reihe, in welcher F 
und F* die Doppelpunkte sind, verbunden, so hat man einen involntorischen 
Strahlcnbüschel. Die Normalstrabicn desselben sind E(} und KU ; seine Doppel- 
strahlcn werden durch die Verbindungslinien des Punktes F. mit F nnd F 
gebildet. Die von den Doppelstrahlen eines involntorischen Büschels gebildeten 
Winkel werden nun bekanntlich durch die Normalstrabicn halbirt, es gilt somit 
der Satz : 

5t. Die Winkel, deren Schenkel von zwei Geraden 
gcbililct werden, welche irgend einen Punkt E (Fig. 47) der 
F. bene eines Kegelschnittes mit den Brennpunkten des 
letzteren verbinden, werden durch die Normalstrahlen 
jenes involntorischen Büschels halbirt, der seinen Mittel- 
punkt in 77 hat und dessen entsprechende Strahlen conjn- 
girtc Gerade in Bezug auf den Kegelschnitt sind. 

Für ilen Fall, als der Punkt E in der Curve gelegen i.st folgt hieraus ; 

.52. Tangente und Normale für irgend einen Punkt 
eines Kegelschnittes halbircn die Winkel, welche von den 
beiden Le i t s l r a h 1 e n dieses Punktes gebildet werden. 


Digitized by Google 



A.ren «nii Brennpunkte eine« Kegchehnittc«, 


1G3 


Dorch diesen Satz, erscheint die Beseichnnng „Brennpunkt" gerechtfertigt. 
Wird nSmlich ein Kegelschnitt von Licht oder Wärmestrahlen getroffen, welche 
in seiner Ebene liegen und gegen einen der Brennpnnkte convergiren, so reflectirt 
der Kegelschnitt alle diese Strahlen gegen den zweiten Brennpunkt. — 

Zieht man durch einen Brennpunkt irgend eine Sehne und constmirt 
in den Endpunkten derselben die Tangenten, so schneiden sich letztere in 
einem Punkte, welcher der diesem Brennpnnkte zugehörigen Leitlinie angebört 
(Satz .30, 2. Abschnitt). Da nun die Gerade, welche den Schnittpunkt der zwei 
Tangenten mit dem Brennpunkte verbindet, der erwähnten Sohne conjngirt ist, 
so muss diese Verbindungslinie auf der Sehne senkrecht stehen, nachdem zwei 
durch einen Brennpunkt gehende conjngirtc Gerade stets einen rechten Winkel 
bilden. Man hat also den Satz ; 

53. Zwei durch denselben Brennpunkt gehende Gerade, 
wovon die eine durch den Berührungspunkt irgend einer 
Tangente des Kegelschnittes, die andere liurch den Schnitt- 
punkt dieser Tangente mit der Polaren des genannten Brenn- 
punktes geht, stehen aufeinander senkrecht. 

Die Tangenten, welche ans irgend einem Punkte M an einen Kegelschnitt 
gezogen werden können, bilden die Doppelstrahlcn eines involntorischen 
Büschels, dessen entsprechende Strahlen conjngirtc Gerade in Bezug auf den 
Kegelschnitt sind. Die Normalstrahlen eines solchen Büschels, wie jedes 
involntorischen Büschels überhaupt, halbircn den von den Doppelstrahlcn 
gebildeten Winkel; nach Satz 5t, 2. Abschnitt, halbiren die Normalstrahlen aber 
auch jene Winkel, deren Schenkel die Verbindungslinien des Punktes M mit den 
Brennpunkten sind, wir können demnach behaupten : 

54. Die Ilalbirnngslinion der von zwei beliebigen 
Tangenten eines Kegelschnittes gebildeten Winkel halbiren 
auch jene Winkel, deren Schenkel die Verbindungslinien des 
Durchschnittes dieser Tangenten mit den Brennpunkten sind. 
Der Winkel, welchen die eine Tangente mit der einen Ver- 
bindungslinie ein schliess t, ist daher ebenso gross als der von 
der andern Tangente und der andern Verbindungslinie 
gebildete Winkel. 

Denken wir uns die eine Tangente und die beiden Brennpunkte als 
gegeben und nehmen wir irgend einen Punkt M dieser Tangente als Schnitt- 
punkt der zweiten Tangente an, so ergibt sich letztere mich vorstehendem Satze 
in sehr einfacher Weise. Für jeden Punkt M crbillt mar. sonach eine neue 
Tangente, welche durch die Angaben unzweideutig bestimmt erscheint . Daraus folgt ; 

5.5. Ein Kegelschnitt ist unzweideutig bestimmt, wenn 
seineBrennpnnktc undeineTangente desselben gegeben sind. 

Ist statt der Tangente ein Ciirvenininkt gegeben, so erscheint der Kegel- 
schnitt nicht vollkommen bestimmt, denn verbindet man den gegebenen Punkt 

11 * 


Digitized by Google 



1G4 


Zweiter Ahtchnitt. Durchmester, 


mit den Brennpnokten und balbirt die dadurch erhaltenen Winke), so bilden 
nach Satz 50, 2. Abschnitt, diese Halbirungslinien Tangente und Normale des 
zu constmirenden Kegelschnittes. Ks bleibt jedoch zweifelhaft, welche von den 
Halbirungslinien Tangente nnd welche die Normale bildet. Wir können daraus 
schlics'en : 

5G. Durch die Brennpunkte und einen Punkt des Um- 
fanges eines Kegelschnittes ist letzterer nicht vollkommen 
bestimmt. Ks entsp rechen die sen A n gäbe n zwei verschiedene 
Kegelschnitte, welche sich rechtwinklig durchschneiden. 

Der Durchschniltspunkt beider KegelschniUe ist nämlich der gegebene 
Punkt und die Tangente des einen Kegelschiuttes in diesem Punkte ist eine 
Normale des anderen. 

Zwei in derselbeu Ebene liegeude Kegelschnitte , deren Brennpunkte 
coincidiren nennt man hommofocale oder confocale Kegelschnitte. Ans 
dem eben anfgeslellten Satze folgt : 

57. Haben zwei confocale Kegelschnitte einen Punkt 
gemein, so schneiden sie sich rechtwinklig. 

Zwei sich schneidende confocale Kegelschnitte können 
nicht zugleich Ellipsen oder Hyperbeln sein. 

Da nämlich Tangente nnd Normale den Winkel der von ihrem Dnrch- 
schnittspunkte ansgehenden Leitstrahlen harmonisch theilen , so werden die 
Schnittpunkte der Hauptaxe init der Tangente und Normale durch die Brenn- 
punkte getrennt und es können somit niemals beide Schnittpunkte zugleich 
ausserhalb oder zwischen den Brennpunkten liegen. Dies mflsste aber der Fall 
sein, wenn die beiden sieb schneidenden confocalen Kegelschnitte zugleich 
Ellipsen oder Hyperbeln wären. Denn bei der Ellipse liegen die Schnittpunkte 
aller Tangenten mit der Hauptaxe ansserhalb der von den Brennpnukten 
begrenzten endlichen Strecke, bei der Hyperbel innerhalb derselben. 

Uro sieb davon zu überzeugen, bat man zu berücksichtigen, dass der 
Mittelpunkt bei der Ellipse innerhalb, bei der Hyperbel ausserhalb der Cnrve 
gelegen ist, während die Brennpunkte sich stets innerhalb befinden, wie oben 
gezeigt wnrde. 

58. Bei der Ellipse ist die Summe, bei der Hyperbel 
die Differenz der Leitstrahlen eines jeden Cnrvenpunktes 
gleich der Länge der Hauptaxe. 

Um diesen Satz insofernc er sich auf die Ellipse bezieht nachznweisen, 
betrachten wir die ('ig. 49. In derselben sind A, B die Endpunkte der Hanpt- 
axe, F, F' die Brennpunkte und fr, II zwei beliebige Punkte des Umfanges 
einer Ellipse. Verbindet man f? mit F und F*, trägt von G ans auf dem ver- 
längerten Leitstrahl GF das Stück GL = GF anf und verbindet L mit F, so 
erhält man ein gicichsclicnkeliges Dreieck FGL, dessen Höbe GK die Tangente 
im Punkte G sein muss. Denn die Winkel, welche GK mit den Leitstrablen FG 
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and FG einsubliesst, sind einander gleich und der ScliiiUt|iunkt vuu GK mit 
der Hauptaxe liegt ausserhalb der von den Brennpunkten begreuüteii endlichen 
Strecke. Ganz dieselben Bezie- 
hungen finden bozQglich des Punk- 
tes II statt. Die Tangente in II 
coincidirt mit der Höhe UM 
jenes gleichschonkeligen Dreieckes 
HNh*, welches man erhält, wenn 
man FII über II biuau.s um das 
Stück F’II verlängert und den sich 
ergebenden Endpunkt N mit P 
verbindet. Ist V der Üurcli- 
sclinittspunkt der Tangenten in 
(l und // und verbinilet man P 
mit den Punkten />, F, P und 
N, so ergeben sich zwei gleichscbcukoligo Dreiecke, nämlich PLF und PPN. 
Dieselben sind einander iibnlich, da nach Satz 54 die Winkel FPK und PPM, 
also auch die Winkel P'PL und F'PN einander gleich sind. Daraus ergibt sieb, 
d:iss die Dreiecke F'PN und F'PL eongriient sein müssen, nachdem PF'— PL, 
PF" = PN und Winkel LPF" = F'PN ist. 

Aus der Ulcicbheit der Seiten F"L und F'N dieser Dreiecke folgt nun, 
weil wir GZ^ = OJ<’uud IIN = IIF" goinacbt haben: 

GF-irGF" = IIF'^UF", 

d. h. die Summe der Leitstrohleu der beliebig gewählten Punkte G und II sind 
einander gleich. 

Denkt man sich G unverändert, während man II die Ellipse durchlaufen 
lasst, so wird klar, dass die Summe der Lcitstrahlen für joden Ellipsenpunkt 
eine constantc Grösse haben muss. Dass diese Grösse gleich der 
l.änge der Hauptaxe ist, sicht 
man leicht ein, wenn angenommen 
wird, II befinde sich in einem End- 
punkte der Hauptaxe. 

Der Beweis für Jenen Theil 
des obigen Satzes , welcher sich anl 
die Hyperbel bezieht, kann in folgen- 
der Weise gegeben werden: 

In h’ig. 50 sind A. li die End- 
punkte der Hauptaxe, F', F" die 
Brennpunkte und G, // zwei beliebige 
Punkte des Umfanges einer Hyperbel. 

Verbindet man G mit F und F", trägt 
von G aus auf dem Leitstruhle GF" 


(T'iir. .öO.) 
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gegen h" liin das StUek GL = OF auf, so erhält man ein gleichschenkliges 
Dreieck, dessen Hohe (IK die Tangente im Punkte G sein muss. Denn die 
Winkel, welche GK mit den Lcitstrahlcn FG and F'G eiuschliesst, sind ein- 
ander gleich und der Sdinittponkt von GK mit der Ilauptaxc liegt innerhalb der 
von den Urennpunkten begrenzten endlichen Strecke. — Ganz analoge Bezie- 
hungen finden bezüglich des Pniiktes H statt. Die Tangente in II coincidirt mit 
der Höhe jenes gleichschenkligen Dreieckes lINF', welches erhalten wird, wenn 
man auf Fll von // aus gegen F hin das Stück i*”// aufträgt und den sieh er- 
gebenden Endpurjkl JV mit F verbindet. Nennen wir den Schuitlpiinkt der in 
G und 11 berllliremleit Tangenten I', so lässt sich in derselben Weise wie bei 
der KIlipsc zeigen, dass die Dreiecke FI’N und FI‘L congruent sind, woraus 
folgt, Fl. — FN, oder was dasselbe ist: 

(!K’ — GF= IlF— HF , 

d. h; die DilTerenzen der Leitstrahlen der beliebig gewühlten Punkte G und II 
sind einander gleich. ‘ 

Stellt mau sich vor, II durchlaufe die Hy|icrbel, wahrend G an seiner 
Stelle bleibt, so ist leicht cinzusehen, dass die Dificren/. der Leitsiralileu für 
jeden Punkt der Hyperbel eine cunstaiite Grösse haben muss. Dass diese Grösse 
gleich der Länge der ilauptaxe ist wird klar, wenn inan anniiuail, II falle mit -.1 
oder /? zusammen. Der Satz ;')8 erscheint somit gcrechtlertigt. 

Aus der Betrachtung der Figuren 49 und .’)0 ergibt sich eine einfache 
Losung folgender Aufgaben ; 

Es sollen an eine Ellipse oder Hyperbel jene Tangenten 
gezogen werden , welche durch einen gegebenen Punkt P 
gehen. 

Beschreibt man aus P mit dem Halbmesser PF einen Kreis und dnreb- 
sch neidet denselben durch eiiicu zweiten ans f” mit dem Halbmesser AH 
beschriebenen, so ergibt sieb den obigen Erklärungen zufolge der Punkt L ; da- 
her ist die Verbinduug.slinic des Punktes P mit dem Halbirungspunkte K der 
Strecke FL eine der gesuchten Tangenten. Den Berührungspunkt G erhält man 
im Durchschnitte von PK mit LP". — Wie man die zweite Tangente PM findet, 
bedarf wohl keiner weiteren Erklärung. 

Auch die Lösung folgender Aufgabe ist mit Benützung der voraus- 
gegangeuen Erklärungen leicht zu finden : 

Es Süllen an eine Ellipse oder Hyperbel jene Tangen- 
ten construirt werden, welche einer gegebenen Geraden 
l>ar al I c I sind. 

Fallt man von F’ auf die gegebene Gerade eine Seukroclite und durch- 
schneidet letztere durch einen aus F beschriebenen Kreis vom Halbmesser -1/4, 
.so ergibt sich der Punkt L, u. s. w. 

Verbindet man in Fig. 49 oder .'Hl den Mittelpunkt 0 mit W, so erhält 
man zwei ähnliche Dreiecke FLF und FKO, bei welchen die Seiten des einen 
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doppelt so gross sind als die cnsprechcndcu desanderu. Denn OK lialbirt sowohl 
Ff“, als auch FL- man hat also - = OK. Nun ist aber =OA, folglich 

6 w 


liegt der Punkt Kin einem aus dem hUttelpuuktc 0 beschriebenen Kreise, dessen 
Halbmesser gleich der halben Hauptaxe ist. Diesen Kreis nennt man den der 
Ellipse, beziehungsweise der Hy]>erbcl umsehric honen Kreis. Nacbdcni X der 
Kusspunkt jener Senkrechten ist, welche aus einem Brennpunkte F auf eine 
beliebige Tangente l‘K gcfiillt wurde, so kann man behaupten : 

59. Die Fusspunktc der aus den Brennpunkten einer 
Ellipse oder Hyperbel auf die Tangenten der Curvc gefäll- 
ten Senkreehten liegen auf dem umschriebenen Kreise. 

Aus der Congruenz der Dreiecke FJ‘K und F'I'l, (Eig. 49 und 50) folgt, 
ilass die Winkel 1‘LF und PFN einander gleich sind. Nun ist aber ^ 1‘IjF— 
= l’FO, man hat also 

^l>FG = rFN. 

Dieses Resultat gilt auch, wenn sich vou F immer mehr entfernt und 
in unendliche Entfernung gelangt, d. b. auch wenn der Kegelschnitt in eine 
P.irabd Ubergeht. Wir können somit hehaupteu: Die V ui b i n d u n gs I i n i e 

eines Brennpunktes mit dem Durehschnittspunktc zweier 
beliebiger Tangenten eines Kegelsobuittes halbirt dun Winkel, 
welcher von den Verbindungslinien dieses Brennpunktes mit 
den Bertthrungspunkten der beiden Tangenten gebildet wird. 

Eine Verallgcmciuerung dieses Satzes ergibt sich aus folgenden Be- 
trachtungen: 

In Fig. ,51 sei F ein Brennpunkt irgend eines Kogelscliuittcs. Letzterer 
wird von zwei sieh in P schneidenden Tangenten in den Punkten A und C 
berührt ; eine dritte Tangente, deren Berührungs- 
punkt B ist, schueidet die beiden ersteren iu Q 
uml 11. Die Punkte A, B, C, P, Q, J{, sind alle 
durch Gerade mit F verbunden. Nun ist 
^ QFIl = QFB -I- BFlt 
und da dem zuletzt aufgcstclltcn Satze zufolge 
< <JFB= J AFB, 
ferner ^BFlt=\BFC 

ist , so hat man (^FB = \ AFC = AFP— 

= CFP, woraus wir schliessen ; 

(iO. Sind a und b zwei feste Tangenten eines Kegel- 
schnittes, welche von einer dritten vcründorlichcn Tan- 
gente in den Paukten Q und R geschnitten werden, so hat 
der Winkel, welcher durch die Verbindungslinien der 
Punkte Q und R mit einem Brennpunkte F gebildet wird. 
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eine con<>tanto Grösse. Dieser Winkel ist nämlich halb so 
gross als jener, der von den Verbindungslinien des Brenn- 
punktes F mit den B e i U b r u n gs]> u ii k I e n der Tangenten a 
und b gebildet wird. 

Construirt man über der linearen Exccntricität einer Ellipse (Fig. 4B) 
als Grundlinie ein glciehschenkcliges Dreieck PdF, bei welchem jede der glei- 
chen Seiten gleich der halben Ilauptaxe ist, so coincidirt die Spitze C die.scs 
Dreieckes mit einem Endpunkte der Nebenaxe, da die Gleichung besteht 
CF-FCF~äH. Nachdem nun die Ilypothenuse des rechtwinkligen Drei- 
eckes CFG gleich OA ist, so hat man 

<)A^ ~ = OF^- , d. h. 

die Dirrcrenz der Quadrate der llalbaxcn einer Ellipse 
ist gleich dem Quadrate iler halben linearen K xcen I ri c i t a i. 

Die zuletzt aufgestcllte Gleichung zeigl, dass bei der Elli|ise die 
Hanptaxe immer grösser ist als die Nebenaxe, man nennt dess- 
lialb auch erstere die grosse, letztere die kleine Axo. 

Wir haben bereits bemerkt, dass bei der Hyperbel von zwei coujngirtcu 
Durchmessern immer der eine die Curvc in reellen Punkten schneidet, wahrend 
dies bei dem andern nicht der Fall ist. Da die Ilauptaxe einer Hyperbel von 
der Curvc in reellen Punkten gelroll'en wird, so sind demnach die Durchschnitls- 
punkte der Nebenaxe mit der Curvc imaginär; cs Trägt sich nun, was man unter 
der Länge von Durchmessern einer Hyperbel versteht, welche die Curvc nicht 
in reellen Punkten schneiden. Solche Durchmesser werden imaginäre oder 
besser uneigentliche Durchmesser genannt, zum Unterschiede von den 
reellen oder eigentlichen Durchmessern, deren Schnittpunkte mit der 
Curvc reell sind. Unter der Länge eines un eigentlichen Durch- 
messers einer Hyperbel versteht man die Grösse des zwischen den 
Asymptoten gelegenen Stückes einer Tangente, welche diesem Durchmesser 
parallel ist. Die Länge der Nebenaxe einer lly|)crbcl ist daher gleich der I,änge 
des zwischen den Asymptoten gelegenen Stückes einer Scheiteltangcute (einer 
Tangente, welche den Kegelschnitt io einem seiner Scheitel berührt). 

Sind .4, die Scheitel undF', F” die Brennpunkte einer Hyperbel (Fig. f)2) 
gegeben, so kann man die .Vsympto ten wie folgt bestimmen. Man zeichnet den 
der Hyperbel umschriebenen Kreis, zieht an denselben von F aus eine Tangente 
und verbindet deren Berührungspunkt E mit dem Halbirnngspunktc O der 
Ilauptaxe AK. Diese Verbindungslinie bildet eine der Asymptoten. Die zweite 
ergibt sich, indem man durch 0 eine Gerade zieht, welche mit OA einen eben 
so grossen Winkel cinschliesst als OE. Dass OE eine Tangente der Hyperbel 
sein muss gebt aus dem Satze .")!> , 2. Abschnitt , hervor. Nachdem aber eine 
Tangente, welche durch den Mittelpunkt des Kegelschnittes geht, diesen in 
unendlicher Entfernung berührt, so ist OE eine Asymptote. 
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Zioheu wir im Scheitel A eiuc Tangcutc. deren Schnittpunkte mit den 
As>ni)itotcu G und H hcisHcn inugcu, so wird (tU eelbstvcrsUtudlich von A hal- 
birt. ist also halb so lang als die Nebciiaxe CD der Hyperbel. Iin recht- 
winkligen Dreiecke GOA ist nun 

OA^-\-AG^ = OG^. 

Da aber, wie aus der Congrueuz der Dreiecke FKO und GOA hervorgeht 
OG ==. ()F isl, so hat mau 

OA* + OC^ = OK-, d. b. 

Din Sunime der Quadrate der ilalba.xcn einer Hyperbel 
ist gleich dem Quadrate der halben linearen Kxccntricität. 


(Fig. r,•2.^ 



Die Endpunkte C und D der N’ebeuaxe einer Hyperbel werden also auch 
erhalten, wenn man die in O auf All errichtete Senkrechte mit einem aus A 
beschriebenen Kreise durchschneidet, dessen Halbmesser gleich OP' ist. 

Construirt man in irgend einem Punkte A' der Hyperbel die Tangente 
und zieht den zu ihr parallelen Durchmesser C’7/, so ist letzterer bekanntlieh 
dem Durchmesser, welcher durch A’ geht, conjugirt. Die Asymptoten bilden 
demnach mit den Geraden OA' und OC einen harmonischen StrablenbUschel 
(Satz 40. 2. Abschnitt). Da nun die Tangente in A’ zum Strahle OK parallel 
ist, so wird das zwischen den Asymptoten gelegene Stück G'U' dieser Tangente 
vom Tankte A' balbirt. (Satz (iS, 1. Abschnitt). Wir scbliessen daraus: 
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61. Das zwischen den Asyniptüteu einer Hyperbel 
gelegene Stück irgend einer Tangente dieser Curve wird 
von ihrem ßerOhrungspnnkte halbirt. 

Zieht man irgend eine zu G'II' parallele Gerade, so wird das zwischen 
den Asymptoten gelegene Stück derselben KL, ebenfalls vom Durchmesser A'B' 
halbirt. Dieser Dnrebmesser halbirt aber auch die Sehne MN, wclclic ein 
Stück der in Rede stehenden Geraden bildet, weil .MN und A’/i' ciEiander 
conjugirt sind. Daraus folgt, dass KM = NL sein muss ; cs gilt somit der Satz ; 

62. Auf jeder Secantc einer Hyperbel sind die zwei 
Abschnitte, welche zwischen den Asymptoten und de. rGurvc 
liegen, einander gleich. 

Denkt inan sich die Tangemc G7/' veränderlich, so erzeugt sie auf den 
Asymptoten, da diese selbst Tangenten sind, zwei projcctiviscbc runkireilien, 
deren Gegenpuiiktc im Mittelpunkte O coincidiren. Nach Satz 17, 1, AbschniU, 
ist demnach das Product OG" Oll' constant für alle Lagen der Tangente O'll'. 
Daraus folgt, weil J OG' . Oll', sin GOll gleich der Fläche des Dreieckes G'Oll' 
ist, der Satz : 

63. Das Dreieck, welches eine veränderliche Tangente 
einer Hyperbel zwischen den Asymptoten a bs c h n e i d o t, hat 
eine constantc Grösse. 

Dieser Satz lässt uns schlicssen, dass der Flächeninhalt eines 
jeden Parallelogramm cs, dessen Diagonalen von den 
Asymptoten gebildet werden, und bei welchem zwei 
gcgcnüberlicgondc Seiten die Hyperbel berühren, gleich 
dem Producto der beiden Axen ist. 

Verbindet man die Endpunkte A' li'CD' zweier conjugirtcr Durchmesser 
einer Hyperbel derart, dass ein Parallelogramm entsteht, so sind die Seiten des 
letzteren, wie man sich leicht überzeugen kann, parallel zu den Asymptoten und 
der Flächeninhalt desselben ist ebenfalls constant, welche Lage auch die beiden 
coujugirteu Durchmesser haben mögen. Dies folgt aus dem Umstände, dass die 
Fläche des Dreieckes A'OC immer halb so gross ist, als jene des Dreieckes 
G'Oll'. Wir können also behaupten: 

64. Der Flächeninhalt eines jeden Parallologrammcs, 
dessen Diagonalen zwei conjugirtc Durchmesser einer 
Hyperbel bilden, ist gleich dem Flächeninhalte jenes Rhombus, 
dessen Diagonalen die beiden Axen dieser Hyperbel sind. 

Die durch G' zu A'B’ parallel gezogene Gerade schneidet die Asymptote 
011 in einem Punkte Q, welcher von 0 ebenso weit abstcht, als If von O. 
Nimmt man an die Tangente G'lf sei veränderlich, so kommen demnach durch 
Q und ir zwei congruentc Punktrciben zu Stande. Nachdem non die Reihe G' 
der Reihe //' projcctivisch verwandt ist, so sind auch die Reihen G’ und Q 
projcctivisch verwandt nnd die veränderliche Gerade G'Q nmbüllt somit einen 
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Kegelsc.bnitt. Diese Curve ist eine Hyperbel, welche dieselben Asyiupluicii und 
i'oujogirtcn Durchmesser hat, wie die zuerst bctraehtcle, nur siud die eigentlichen 
Durchmesser der einen uueigentlichc Durchmesser der anderen. Zwei Hyperbeln, 
welche solche gegenseitige Beziehungen zeigen, nennt man conjugirte 
Hyperbeln. 

Äehnliche Sätze wie die zuletzt fOr die Hyperbel aufgcstellten, können 
auch für die Ellipse nachgewiesen werden. Sind OA, OU und ÜC, OD (Eig. 53) 
zwei beliebige Paare eonjngirter 
Halbmesser einer Ellipse und zieht 
man die Sehne HC, welche von OA 
nnd OD beziehungsweise in F und C 
geschnitten wird, so findet man, dass 
F]{ = CG 

ist. Da nämlich je zwei conjugirte 
Durchmesser entsprechende Strahlen- 
eincs iuvolutorischen Btlschels sind, 
so kommt auf der Sehne HC, indem 
sic von den genannten zwei Paaren 
conjugirter Halbmesser geschnitten 
wird, eine involntorische Punktreibc 
zu Stande. Das Centruin dieser Ueilic 
ist der Halbirungspiiukt A' der Sehne HC-, denn letztere ist dem Durchmesser 
OE conjugirt. sie muss also parallel zum conjugirten Durchmesser von OE sein, 
woraus folgt, dass E dom oncndlicb fernen Punkte von HC entspricht. Nach- 
dem nun das Product der Abstände zweier entsprechender Punkte einer involu- 
torischen Kcihc vom Involntionsccntrum eine constante Grösse hat, so muss 
FE.EH=CE.E(r sein, aus welcher Gleichung, da EH = CE ist, sich 
ergibt: EF = EG. Es ist somit auch FH = CG , wie oben behauptet wurde. 

Zieht man durch A eine Parallele zu HC und nimmt man an, diese 
Parallele würde die Ellipse im Punkte D' schneiden, so halbirt OE die Sehne 
.■ID', weil OE dieser Sehne conjugirt ist. Nun halbirt aber OE auch das 
zwischen OF und OG gelogene Stück AD” der Sehne AD', wie aus der gegen- 
seitigen Lago der Dreiecke FOG und AOD" hervorgehl, cs müssen daher die 
Punkte ly und D" coincidiren, was offenbar nur möglich ist, wenn sic mit D 
Zusammenfällen. Die durch A |iarallel zu HC gezogeuc Gerade geht also durch 
den Punkt D, oder was dasselbe ausdrückt : 

Die Sehnen HC und AD sind zu einander parallel. 

Nachdem die Dreiecke FOH und COG eine gemcinschal'tlichc Spitze 0 
und gleiche Grundlinien FH uinl CG haben, so sind ihre Elaclieninhallc 
einander gleich. Zieht man von diesen Dreiecken diu ebenfalls einander gleichen 
Dreiecke FA H und CDG ab, so ergibt sich : 

/S AOH=COD. 


(tig. 53.) 
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Das Parallelof^ramm, dessen Diagonalen die conjugirten Durchmesser 
AA' und liH' bilden, ist an Fläche viermal so gross als das Dreieck ; 
ebenso hat das der Ellipse umschriebene Parallelogramm, dessen Diagonalen4ie 
conjugirten Durchmesser OC und OD sind, eine viermal so grosse Fläche, als 
das Dreieck COD. Mit Rücksicht auf die Gleichheit der beiden genannten Drei- 
ecke und ,'uif den Umstand, dass die zwei Paare conjugirter Halbmesser OA, 
Oll und OC, OD ganz beliebig angenommen wurden, folgt hieraus: 

t)5. Der Flächeninhalt eines jeden Parallelogramme s, 
dessen Diagonalen zwei conjugirte Durchmesser einer 
Ellipse bilden, ist gleich dem Flächeninhalte jenes Rhom- 
bus, dessen Diagonalen die beiden Axon dieser Ellipse sind. 

Coiistruirt mau in den Endpunkten zweier beliebiger conjugirter Durch- 
messer einer Ellipse die Tangenten, so entsteht ein der Ellipse umschriebenes 
Paiallelugranini, dessen Elaehuiinhalt, wie mau sich leicht überzeugt, doppelt 
so gross ist, als der Fliieheniuhalt jenes Parallclogramnics, dessen Diagonalen 
die beiden conjugirten Durchmesser sind. Daraus und aus dem zuletzt nachge- 
wic.seneii Salze folgt : 

ü6. Der h' 1 ä c h c u i n h a 1 1 eines jeden P a r a 1 1 c I o g r a ni m c s, 
dessen Seiten eine Ellipse in den Endpunkten zweier 
conjugirter Durchmesser berühren, ist gleich dem Flachen- 
inhalle jenes Ucchtcckes, dessen Seilen diese Ellipse in den 
Scheiteln tangireu. 

Aus dem Umstande, dass die Fusspunkle der Senkrechten, welche von den 
lircnnpuukten auf eine Tangente einer Ellipse oder Hyperbel gefallt werden, 
in dem umschriebenen Kreise liegen (Satz Ö9, 2. Abschnitt) kann gefolgert 
werden, dass das Product der von den beiden Brcnupunktcti auf irgend eine 
Tangente gelallten Seukrechteii eine coustantc Grösse hat. Ist nämlich F irgend 
ein Punkt in der Ebene eines Kreises und zieht man durch F beliebig viele 
Gerade, welche den Kreis schneiden, so ist bckanntlieh für jede solche Gerade 
das Product der Abstande des Punktes F von den Schnitlpunklou eine coustantc 
Glosse. — Mit Benützung dieser Andeutung durfte cs nicht schwer fallen 
nacbslchcudcu Salz zu heweisen : 

67. Das Product der aus den beiden Brennpunkten einer 
Ellipse oder Hyperbel auf irgend eine Tangculo dieser 
Curvc gefällten Seukreebten ist gleich dem Quadrate der 
Ncbcuaxe. 

ln den Figuren 54 und 5.5 seien F, F" die Brennpunkte, A, B die Pmd- 
puiikle der Hauplaxe , 0 der Millclpunkt und l, t die beiden Leitlinien eines 
Kegelschnittes. — Wie aus der gegenseitigen Lage von F, F gegen A, B zu 
ersehen ist, bezieht sieh Fig. .54 auf die Ellipse, und Eig. 5ö auf die Hyperbel. 
Parallel zur Hauptaxe ziehen wir eine Secaulc, welche den Kegel- 
schnitt, in 1‘, F, die Leitlinie l im Punkte Q schneidet , verbinden Q mit F 
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and errichten in F eine Senkrechte anf QF. Diese Senkrechte ist der Geraden 
QF conjngirt, weil je zwei heliehige auf einander senkrecht stehende Gerade, 


iFig. 54.) (Fig. 55.) 



die sich in F schneiden , conjngirt sind. Daraas folgt, dass Q dem Punkte Q' 
conjngirt ist, in welchem die erwähnte Senkrechte von PF geschnitten wird. 

Q and Qf bilden demnach entsprechende Punkte einer involntorischen 
Reihe, welche ihre Doppelpunkte in P and P hat. Nach Satz 56, 1. Abschnitt, 
werden Q and Q' durch die Doppelpankte P and F harmonisch getrennt, mithin 
bilden die vier sich in F schneidenden Geraden FP, FF, FQ and FQ" einen 
harmonischen StrahlenhQscbel and da FQ auf FQ' senkrecht steht, so halbiren 
diese beiden Strahlen die zwei ron FP and FF eingescblossenen Winkel. Durch 
Anwendnng eines bekannten Lehrsatzes der elementaren Geometrie anf das 
Dreieck FPF ergibt sich demnach 

PF _P^ 

I>Q~FQ “ 


Nnn ist fttr die Ellipse (Fig. 54) FF = PF = AB — PF und 
FQ = MN — I>Q, 

wenn M and N die Schnittpunkte der Uaaptaxe AB mit den beiden Leitlinien 
bezeichnen ; man bat also 

^ _AB — PF 
PQ ~ MN^'l>Q ' 


ans welcher Gleicbnng durch Reduction erhalten wird : 

^ ^AB _OA ^ 

PQ MN~ OM ^ 

Die Punkte F and M sind einander in Bezog anf den Kegelschnitt con- 
jogirt, sie bilden also entsprechende Punkte einer involntorischen Reibe, deren 
Träger die Hanptaxe ist. A and B sind die Doppelpunkte dieser Reibe, daher 
besteht die Gleicbnng : 

OA* = OF. OM. 

Sabstitnirt man den aus letzterer Gleichung resaltirenden Werth von OM 
in die Gleichung ß, so ergibt sich 
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I‘F_OF 
DA 

Die Abstände eines beliebigen Pnnktes der Ellipse von der Leitlinie 
und dem zugebörigen Brennpunkte ist demnaeb gleich der numeriarhen 
Excentricitüt. 

Ganz analoge Beziehungen ergeben sich für die Hyperbel : Bei dieser 
Curvc ist 

I*F= l'F=AB-\-l'F nnd 

F(f^^fN-\- IV, 

wenn M. N wieder <iie Sclinittpnnkle der Tlanptaxe mit den beiden I^eitlinien 
bezeichnen. Substituirt man diese Werthe in die Gleichung n nnd reducirt, so 
erhält man wieder : 

PF_ AU _OA 
TV ~ MN '~ OM' 

und da 0.4' = OF. OM ist, so ergibt sich subliesslicb 

/>/’_ OF 
IV ~~ OA' 

Wir können somit behaupten : 

()><. Das Verbältniss der Abstände eines jeden Pnnktes 
einer Ellipse oder Hyperbel von einem der Brennpunkte 
und der zugehörigen Leitlinie ist gleich der nnmerischen 
Excentricität. Bei der Ellipse ist demnach dieses Ver- 
hältniss kleiner, bei der Hyperbel grösser als die Einheit. 

Bei der Parabel ist das in Rede stehende Verbältniss gleich der Einheit, 
wie wir nun zeigen wollen. A sei der Scheitel, F der Brennpunkt und I die 
Leitlinie einer Parabel (Fig. 50). Zieht man ans einem beliebigen Punkte P 
dieser Curve eine Tangente, welche I im Punkte 7? schneidet, verbindet f mit 

P und n, nnd fällt aus P eine Senkrechte 
auf I, deren Fusspiinkt wir Q nennen, so 
entstehen zwei congruente Dreiecke PFB 
nnd IVB. Denn die Gerade IV convergirt 
gegen den unendlich fernen Brennpunkt, 
es Imlbirt somit nach Satz 52, 2. Abschnitt, 
die Tangente in /'den Winkel QPF, ferner 
ist BFP na<’b Satz .5:1, 2. Abschnitt, ein 
rechter Winkel, also gleich PQB und die 
Gerade BP bildet eine gcmoinscbaftlicbe 
Seite der genannten zwei Dreiecke. Aus 
der Gongrnenz der letzteren folgt, dass 
PF nnd IV einander gleich sind ; wir 
können also behanpten . 
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69. Jeder Punkt einer Parabel ist vom Brenupnnkte 
ebenso weit entfernt als von der Leitlinie. 

Ist 31 der Dnrchschnittspnnkt der Axe mit der Leitlinie, so folgt aus 
diesem Satze, dass 

AM=AF 

ist. Demnach halbirt die in A gezogene Tangente t (die Scheiteltangentc) die 
Gerade FQ und da FQ als Basis des gleichsclienkligen Dreieckes FQP ancb, 
von dessen Höhe PC, nüinlicb der in P gezogenen Tangente, lialbirt wird, so 
schneiden sich /, P'Q nnd PB in ein und demselben Punkte C. I.etzterer ist nun 
auch der Fnssjmnkt einer von F auf die Tangente PB gefüllten Senkrechten, 
es gilt also der Satz : 

70. Die Fussnnnkte der aus dem Brennpunkte einer 
Parabel auf sümmtliche Tangenten dieser Curve gefüllten 
Senkrechten liegen in der Scheiteltangente. 

Zieht man ans B eine zweite Tangente an die Parabel, so steht dieselbe 
auf der Tangente BP senkrecht. Ist nämlich /*' der BerUhrnngspankt dieser 
zweiten Tangente und Q' der Fusspnnkt der aus P’ auf die I^eitlinie gefüllten 
Senkrechten, so sind die Dreiecke P'FB nnd ans ähnlichen Gründen 

congrnent, welche für die Congruenz der Dreiecke PFB nnd PQB angeführt 
wurden. Man hat also 

^ PBQ = PBF und 
^ FBQ'^FBF. 

Da nun die Summe dieser vier Winkel gleich ISO" ist, so mnss 
PBF -\- FBF, nämlich PBP ein rechter Winkel sein. Wir schliessen daraus: 

71. Je zwei Tangenten einer Parabel, welche sich in 
einem Punkte der Leitlinie schneiden, stehen auf einander 
senkrecht nnd nmgekehrt; Der Schnittpunkt von irgend 
zwei auf einander senkrecht stehenden Tangenten einer 
Parabel liegt in der Leitlinie. 

Nachdem die in P gezogene Tangente nnd Normale den von den Leit- 
strahlen PF nnd cingeschlossenen Winkel balbiren, so bilden die Geraden 
yy, PB, PF und die Normale einen harmoniscbeii Strahlcubflscbel. Nennen 
wir 1) und E beziehungsweise die Schnittpunkte der Tangente nnd Normale 
des Punktes P mit der Hauptaxe der Parabel, so bilden demnach J>, F, P'. und 
der unendlich ferne Brennpunkt eine harmonische Punktreihe, in welcher wegen 
der unendlich grossen Entfernung des einen Punktes, DF == FJ? sein muss. 
Beschreibt man über T)E aus F einen Kreis, so geht derselbe durch /', weil 
DPF, ein rechter Winkel ist, daher muss auch 

FP=DF=FE 

sein D. h. 

72. Tangente, Lcitstrahl und Normale irgend eines 
Punktes einer Parabel schneiden auf der Hauptaxe zwei 
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Stücke ab, welche beide gleich dem Leitstrahle dieses 
Ponktes sind. 

Ans der Eigenschaft der Parabel, dass jeder ihrer Punkte von F und I 
gleich weit abstehen folgt, dass der Parameter doppelt so gross ist, als die 
Entfernung des Brennpunktes von der Leitlinie. MF ist also gleich dem halben 
Parameter und AF gleich dem vierten Theile desselben. 

Fällt man aus P eine Senkrechte auf die Axe und nennt ihren Fusspunkt 
(r, so ist das entstehende Dreieck P(1F dem Dreiecke congrnent, wie 

leicht bewiesen werden kann. Es ist somit <rF = MF gleich dem halben 
Parameter. Das Stück (IF. wird bekanntlich die Suhnormale des Punktes P 
genannt, daher gilt der Satz : 

73. Die Subnormule eines jeden Parabelpunktes ist 
gleich dem halben Parameter. 

Das Dreieck QCP ist dem Dreiecke FCD, wie leicht cinzuschen, congrnent 
man hat also DF = PQ — Md. Zieht man von der Gleichung 

DF= Md 
die Gleichung AF=AM 
ab, so ergibt sich AD = Ad. 

Nachdem nun Dd die Snbtangcntc des Punktes P genannt wird, so folgt 
hieraus ; 

74 DieSubtangente eines jeden Parabel punktes wird 
durch den Scheitel balbirt. 

Ans dem rechtwinkligen Dreiecke DPK, in welchem Pd das auf die 
Uypothennse gefällte Perpendikel ist, erkennt man, dass 
PG‘‘=Dd . GE=2Ad dK 

ist. Nimmt man an A sei der Ursprung eines rechtwinkligen Coordinatensystems, 
bei welchem die Parabelaxe zugleich die Abscissenaxe bildet, so drückt letztere 
Gleichung den Satz aus: 

75. Die Ordinate irgend eines Parabclpunktcs ist die 
mittlere geometrische Proportionale zwischen dem 
Parameter und der Abscisse dieses Punktes. 

Schliesslich wollen wir noch die zwei Aufgaben betrachten : 

Es sollen jene Tangenten einer Parabel constrnirt 
werden, welche durch einen gegebenen Punkt hindurch gehen. 

Es soll jene Tangente einer Parabel ermittelt werden, 
welche zu einer gegebenen Geraden parallel ist. 

Die erste Aufgabe wird in folgender Weise gelöst: 

Man beschreibt aus dem gegebenen Punkte einen Kreis, welcher durch 
den Brennpunkt geht und zieht aus den Schnittpunkten dieses Kreises mit der 
Leitlinie je eine zur Axe parallele Gerade. Letztere treffen die Parabel in den 
Berübrnngspunkten der gesuchten Tangente. — Unabhängig von den BerOhrnngs- 
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pankte'ii werden die Tanf>cnten äiicli erlialteii, wenn man vom gegebenen Punkte 
auf die Verbindungslinie des Brennpunkte^ mit den erwiibiiteu Scbnittpunkten 
des Kreises senkrechte Gerade fällt, — Die Uidiilgkeit dieser Cunstrnctiun 
leuchtet ein, wenn man 'bedenkt, ilass jeder Punkt der beliebig gewählten 
Tangente PB (Fig. frtj) von F und Q gleich weit entfernt ist und dass P/f auf 
der Geraden F(^ senkrecht steht. . 

Um die /.weite Aufgabe zu lösen, fällt man auf ilic gegebene Gerade vom 
Brennpunkte ans eine Senkrechte oiid zieht aus dem Durchschnittspnnkte der 
letzteren mit der Scheiteltangenle eine Parallele zur gegeheuen Geraden. Diese 
Parallele muss die verlangte Tangente sein, wie ans- dem Batze 7U, 
2. Abschnitt, folgt. . ■ - • 

i) Gemeinsehaftlielie Punkte und Tangenten. — QemelnsauieM' Polardreleek 
zweier Kegelsehnltte. , r 

Wir haben bisher, mit wenigen Ansnahmen, nur solche Eigenschaften 
eines Kegelschnittes untersucht, die an. demselben ohne Bezugnahme auf einen 
zweiten Kegelschnitt in Betracht kommen. Es sollen non die wichtigsten 
Beziehungen erörtert werden, welche zwischen zwei in derselben Ebene 
befindlichen Kegelschnitten bestehen. 

Da ein Kegelschnitt durch fünf seiner Punkte oder Tangenten vollkommen 
bestimmt ist, so können zwei Kegelschnitte, wenn sic nicht identisch sein sollen, 
höchstens vier Punkte gemein haben. Schneiden sich zwei derselben Ebene 
atigehörige Kegelschnitte in einem Punkle, so müssen sie sich noch in einem 
zweiten, oder noch in drei andern Punkten schneiden, wie aus Folgendem 
hervorgeht. JedcF Kegelschnitt theilt die Ebene, in welcher er liegt, in zwei 
Thcile, wovon der eine sich innerhalb, der andere ausserhalb der Oorve befindet. 
Jener Theil, in welchem säifimtlicbc Tangenten gelegen sind, wird bekanntlich 
der äussere genannt, während man ilen irrnern jenen Theil nennt, von dessen 
Punkten sich keine reellen Tangenten an den Kegelschnitt ziehen lassen. •Wenn 
nun zwei Kegelschnitte K und Ä’, , welche in derselben -Ebene liegen, sich in 
einem Punkte schneiden, so haben sie wenigstens noch einen Punkt gemein, 
weil ein Punkt, der den einen Kegelschnitt K in einem bestimmten Sinne 
durchläuft und am An bange seiner Bewegung sich ausserhalb der Curve üf, 

I 

befindet, in das innere nud d.ann jedenfalls wieder in das 'äussere Gebiet gelangt, 
also K^ mindesteiTS zweimal übersetzen muss-, indess kann der bewegliche Punkt, 
nachdem zwei KcgcIschniUe auch vier Puidito gcmfcin haben können, auch vier- 
mal die Unrvc /i, übersetzen, keinesfalls aber bloss dreimal, da er sonst, aus 
dem äusseren Gebiete von Ä", kommend, im Innern vou K^ stehen bleiben müsste, 
also nicht die ganiro Cnrvc K dnrchlanfen haben würde. 

Haben zwei Kogelsehnitte, welche sich in derselben Ebene befinden, «ine 
gemeinschaftlicho Tangente, so haben 'sie noch eine zweite oder noch' drei 

Staadlgt: Lehrbuch der neueren Oeoiuetrie. 12 
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andere gemeinschaftliche Tangenteu. Dies ergibt sich nach dem Gesetze der 
Reciprocität ans den vorstehenden Untersnchungen Denkt man sich nämlich 
ausser den beiden Kegelschnitten K und ff, , deren gemeinschaftliche Tangente 
t heissen möge, noch einen dritten, beliebigen Kegelschnitt in der Ebene der 
ersteren angenommen und bestimmt man zu allen Taugenten von K nud K, die 
Pole in Bezug auf K^, so ergeben sieb nach Satz B8, 2. Abschnitt, zwei neue 
Kegelschnitte k und A;,, welche sich offenbar iu dem Pole T von f schneiden. 
Letztere Curven müssen nun ausser 7 uoch einen zweiten, oder uoch drei andere 
Punkte gemein haben nnd da die Polaren dieser Punkte gemeinsame Tangenten 
von K und K, sind, so erscheint unsere Behauptung gerechtfertigt Wir können 
somit die Sätze anfstelleu : 

7(3. Zwei in derselben Zwei in derselben Ebene 

Ebene befindliche Kegel- befindliche Kegelschnitte 
schnitte haben entweder haben entweder keine, zwei 
keine, zwei oder vier reelle oder vier reelle Tangenten 
Pnnktegemein. gemein. 

Dass zwei Kegelschnitte auch imaginäre Dnrcbschnittspnnkte haben 
können, gebt aus folgenden Betrachtungen hervor : 

Auf jeder Geraden j;, die einen Kegelschnitt in reellen Paukten A und H 
schneidet, bilden A und B die Doppelpunkte einer involutorischen Reihe B, bei 
welcher Je zwei sich entsprechende Punktein Bezug auf den Kegelschnitt ein- 
ander conjugirt sind (Satz , 2. Abschnitt). Die Schnittpunkte A und B 
erscheinen also auch durch zwei Paare C 9 njugirter Punkte von p vollkoniinen 
bestimmt. Liegt unii p ganz ausserhalb des Kegelschnittes in der Ebene des- 
selben , so werden A and B imagi när,'.sind jedoch ebenfalls durch die in 
Rede stehende invulutorische Reihe Jt vollkommen bestimmt, nachdem 
sie ancb in diesem Fälle keine anderen Punkte von p sein können, als die 
imaginären Doppelpunkte der Reihe JR. Lst demnach eine Gerade in der Ebene 
zweier Kegelschnitte K nud K, so gelegen, dass je zwei in Bezug anf K ronju- 
girte Punkte von p ancb iu Bezog auf conjngirl sind, so mDsseii K Und iC, 
die reellen oder imaginären Doppelpunkte jener involutorischen Reihe gern ei n 
bähen, welche auf p durch alle Paare conjugirter Paukte gebildet wird. Solche 
imaginäre Doppelpunkte sind imaginäre Schnittpunkte rou 
K und K'. 

Jeden Pnnkf üf der Ebene eines Kegelschnittes kann man als den Mittel- 
punkt eines, involntorischen Strahlenbä.schels 8 betrachten, bei welchem jedes 
Paar sich entsprechender Strahlen dnreh zwei in Bezug anf den Kegelschnitt 
conjagirtc Gerade gebildet werden. Die Doppelstrahlen von 8 sind bekanntlich 
jene zwei Tangenten a nnd h des Kegelschnittes , welche von M aus gezogen 
werden können. Befindet sich nnn M innerhalb der Curve , so werden a und h 
imaginär, erscheinen jedoch dnreh die Strahlen des Bäschels 8 vollkommen 
bestimmt, ebenso wie iu dem Falle, wenn sie reell sind. Hat also ein Punkt M 
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eine solche Lage in der Kbene zweier Kegelschnitte K and K^, dass je zwei 
darcb M gebende Gerade, die in Bezog aaf K conjugirt sind, auch bezQglich 
des Kegelschnittes conjngirte Gerade bilden, so müssen die Uoppelstrablen 
des Bflschels, welcher durch alle Paare der durch - M gehenden conjngirten Ge- 
raden za Stande kommt , gemeinschaftliche Tangenten von K und iT, 
sein. Sind diese Uoppelstrablen imaginär, so bilden sie 
imaginäre gemeinschaftliche Tangenten von K and JT,. 

Ans dem Umstande, dass Doppelpunkte oder Doppelstrahlen immer paar- 
weise Vorkommen ergibt sich ancli der obige Satz 70; zgdem lässt ans derselbe 
schliesseu, dass zwei Kegelschnitte nur eine gerade Anzahl imaginärer Schnitt- 
punkte oder imaginärer gemeinschaftlicher Tangenten haben können. Diese 
Anzahl kann entweder zwei oder vier, nicht aber mehr betragen, wenn die 
beiden Cnrven nicht identisch sind. Um dies nachznweisen, soll non zunächst 
gezeigt werden, dass ein Kegelschnitt dnreh 

zwei imaginäre and drei reelle, oder zwei imaginäre and drei reelle oder 
vier imaginäre Punkte nnd einen reel- vier imaginäre Tangenten und eine 

len Punkt ’ reelle Tangente 

vollkommen bestimmt ist. 

M. N, 0 (Fig. 57.) seien drei gegebene Punkte eines Kegelscliniftes K, 
welcher so coustrnirt werden soll, dass die ebenfalls gegebenen Pnnktpaare AAj, 
BB, der Geraden p zwei 
Paare conjngirter Ihinktc 
in Bezug anf K werden. 

Die vier Punkte AA^, BB^ 
niQssen dieser Forderung 
zufolge zwei Paare ent- 
sprechender Punkte einer 
involutorischen Reihe bilden 
and die Doppeipnnkle dieser 
Reihe werden reelle oder 
imaginäre Punkte von Ksein. 
je nachdem die Strecken 

niid yl, /?, sich Uborgreifen oder nicht. Dass K durch die Angaben voll- 
kommen bestimmt ist, wenn reelle Doppelpunkte vorhanden sind, ist selbstver- 
ständlich. Man branchl ja nur die Doppelpunkte zn ermitteln um einen vierten 
nnd fünften Punkt von K zn erhalten. Hat die gegebene involntorische Reihe 
imaginäre Doppelpunkte, so ist der Kegelschnitt ebenfalls vollkommen bestimmt, 
wie ans Folgendem hervurgeht. Kr erscheint dann dnreh zwei imaginäre and 
drei reelle Punkte gegeben. 

Man - verbinde M mit N, wodurch im Scbnittpnnkte von p mit üfAT der 
Pnnkl C erhalten wird, ermittle jenen Punkt 0,, welcher dem Punkte G in der 
durch AAi BB^ bestimmten iuvolutoriscben Iteibe entspricht, und verbinde C, 

12 » 
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mit N. Dann ziehe man die Qcrade MO, welche in Z> schneidet, suche den 
eutS|irecheudcu Punkt D, von D und verbimle D^ mit O. Die beiden Geraden 
NC^ und OD^ schneiden sich in einem Punkte, weldien wir ilf, nennen wollen. 

Denkt man sich nun M mit allen Punkten ABCD und üf, mit 

den entspreelienden £, C, D, verbunden, so entstehen zwei projec- 

tivische Strahleubllseliel S und S^, welche einen dnreh M, N, 0 und M, gehen- 
den Kegelschnitt erzongeu. Dem Strahle M^M des Büschels entspricht 
bekanntlich die Tangente in M, welche erhalten wird, wenn man zu dem Dnrch- 
schnittspunkte P der Geraden MM^ mit p den entsprechenden Punkt P, sucht 
und P, mit M verbindet. Die Tangente in K, ist die Gerade M^P^, nachdem im 
Büschel S dem Strahle AfJlf, der Strahl itf, P, entspricht. Man sieht also, dass 
der Schnittpunkt der Tangenten in If und df, ein Pniikt von p ist. Die gegebene 
Gerade geht somit durch den Pol P, der Sehne ÜOf,, woraus nach Satz 34 
2. Ab.schnitt, geschlossen werden kann, dass jedes Paar sich entsprechender 
Punkte der auf p gelegenen involntorischen Reihe, ein Paar conjugirter Punkte 
in Be/.ug auf den durch S und S, erzeugten Kegelschnitt sein müssen. Dieser 
Kegelschnitt erfüllt die oben gestellten Bedingungen und erscheint, da S und S, 
durch letztere bestimmt sind , ebenfalls vollkommen bestimmt , wie wir 
behauptet haben. 

, Dm nachzuweisen, dass ein Kegelschnitt durch einen reellen and vier 
imaginüre Punkte vollkommen bestimmt ist, betrachten wir Fig. 68. In derselben 

seien p und n die Trilger 
zweier invoiutorischer 
Reihen R und P*, von 
welulicn je zwei Paare 
sich entsprechender 
Punkte gegeben sind : 
anf p die Punkte AA^, 
auf n die Punkte 
t(o^, /?/?,. Ein Kegel- 
schnitt K soll so ron- 
stroirt worden, da.ss jedes 
Paar sich entsprechen- 
der Pniikto sowohl von 
R als auch von K zu- 
gleich ein Paar conjugir- 
ter Punkte in Bezug auf 
K bilden und dass K 

durch den gegebenen Pnnkt N hindnrebgeht. 

Verlaufen die beiden involntorisohen Reiben entgegengesetzt, haben sie also 
reelle Doppelpunkte, so ist leicht einzuseben, dass K durch die Angaben voll- 
kommen bestimmt ist, nachdem fünf reelle Punkte von K, nämlich N und die 
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vier DoppelpoDkte der zwei Reibeu gegeben ersebeinen. Auch in dem Falle, 
wenn nnr eine der Reibeu reelle Doppelpunkte bat, ist K, wie, sieb aus der 
unmittelbar vorausgegaugenen Untersuuhaug ergab, vullkutnnicu bestimmt, denn 
es sind dann drei reelle und zwei imaginäre Punkte von K gegeben. Wir baben 
also mir den Fall zu untersuchen, in welchem beide involutorisebe Reiben 
imaginäre Doppelpunkte besitzen, wenn also nur ein reeller und vier imaginäre 
Punkte des Kcgelscbnittcs K bekannt sind. Dass in diesem Falle sowohl p, als 
auch n ganz ausserhalb K liegen muss, ist selbstverständlich. 

Um K zu construiren , kann man wie folgt verfahren : 

Man bestimme in R und R jene Punkte Cund welche den im Sebuitt- 
pnnkte von und « vereinigten Punkten C'j nnd y der beiden Reihen ent- 
sprechen und verbinde C mit y,. Dann ermittle man in den zwei involutorischen 
Slrablenböscbeln, welche durch die Verbindungslinien des Punktes N mit den 
Punkten von R und R gebildet worden, jene Strahlen Dfi, Z), <Vj ^ die einander 
sowohl in dem einen als auch in dem andern Bflschcl entsprechen (Satz 59, 
1. Abschnitt). Die Schnittpunkte M und von f’y, mit den Strahlen Vd und 
D^S^ betrachte man endlich als die Mittelpunkte zweier StrahlenbQschel S und 
8^, von welchen der eine ein Schein der Reihe ABC . ; . . . (oder aßy . . . .) 

der andere ein Schein der Reihe A^B^C^ (oder . . . . .) ist. Diese 

beiden Bäscbel erzeugen einen Kegelschnitt, weicher obigen Angaben entspricht, 
wie sich aius Folgendem ergibt : 

Der Geraden M^M im StrabIcnbOscbel S, entspricht die Gerade AfO,, da 
C und C, entsprechende Punkte von R sind, daher ist iIfO, die Tangente in M. 
Der Geraden AOf, iro Bäscbel 5 entspricht C^ , also tangirt Af , C'j den 

Kegelschnitt in Af,. Nachdem die Tangenten MC^ nnd M^G^ sich in 0, schnei- 
den, so muss der Pol von AfAf, sein. Die Geraden p nnd n sind also der 
Sohne AOf, conjugirt. Verbindet man nun irgend einen Punkt des durch N und 
S, erzeugten Kegelschnittes mit M und 3/,, so schneiden die dadurch erhaltenen 
Geraden nach Satz 34, 2. Abschnitt, sowohl p, als auch «in conjugirten Punkten. 
Je zwei conjugirtc Punkte von p oder « bilden cutsprcchcnde Puuktc cinur 
involutorischen Reihe. Die zwei auff und « durch solche Punkte entstehenden 
involutorischen Reihen sind identisch mit den gegebenen R und R\ denn die 
erstereu, sowie die letzteren dieser Reiben werden beziehungsweise durch die 
Punkto CG,, DD, und yy,, dd, vollkommen bestimmt. Jener durch S und S^ 
erzeugte Kegelschnitt entspricht also der Bedingung, dass AA^, ÖD,, ««,. /?;?, 
in Bezog auf douselben conjugirt sein sollen und dass er den gegebenen Punkt 
N io sieb enthalte, es ist demnach dieser Kegelschnitt der verlangte K. 

Da nun S und ö, durch die obigen Angaben vollkommen bestimmt sind, 
so erscheint auch K durch dieselben vollkommen bestimmt. 

Es erübrigt jetzt noch um zu zeigen, dass zwei Kegelschnitte, wenn sic 
nicht identisch sind, nicht mehr als vier hnaginäre Puuktc gemein habetr können, 
die Uotersaebung der Aufgabe : Ein Kegelschnitt K ist zu construiren, weicher 
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die Bedingung erfOllt, dass je zwei sich entsprechende Punkte von drei gege- 
benen involntorischen Reiben It, A, , und Äj, (Fig. fi9) in Bezug auf K einander 

conjugirt sind. — Dass dadurch zu viel 
bedingt wird , sobald nur eine der drei 
Reihen reelle Doppelpunkte bat, folgt ans 
den obigen Betrachtungen unmittelbar. Wir 
setzen also voraus, jede der drei Reiben 
liege ganz ausserhalb des zu construirenden 
Kegelschnittes. 

Sind A und a die im Srbnittpunkte 
von R und /f, vereinigten Punkte dieser 
Reihen und ^4,, o, ihre entsprechenden 
beziehungsweise in R und R , , so muss die 
Gerade zi,u, die Polare dos genannten Schnitt|iuukte8 sein. Denn yl, sowohl, 
als auch a^ liegen als conjugirte Punkte des Schnittpunktes Aa in der Polaren 
des letzteren, folglich muss die Verbindungslinie von A^ und a, diese Polare 
selbst sein. Die Polaren und R^a^ der Schnittpunkte von if, , R^ und R, 
R^ können in derselben Weise gefunden werden, wie zl,a, . Der Schnittpunkt 
der Polaren yl,a, und ist, wie leicht eiuzuseben der Pol des Tr&gers 
von R, ebenso sind die Punkte /' und P,, in denen b^(i^ die zwei anderen 
Polaren schneidet, die Pole der Träger von P, und R^. Die Gerade AB, näm- 
lich der Träger von R, ist der Geraden AP conjugirt, nachdem AP durch den 
Pol dieses Trägers gebt. Ans analogem Grunde sind Ab , nämlich der Träger 
von ifj und die Gerade zlP, einander -conjugirt. Ermittelt man die Doppel- 
strablen des involntorischen Büschels, welcher durch die genannten zwei sich in 
A schneidenden Paare conjngirter Geraden bestimmt wird, so erhält man zwei 
Tangenten des Kegelschnittes K. Auf gleiche Weise können die durch B und 6 
gehenden Tangentenpaare ermittelt werden, es ergeben sich also-secbs Tangen- 
ten des zu constrnireuden Kegelschnittes, durch welche derselbe jedenfalls voll- 
kommen bestimmt ist. — Die Frage, ob es immer möglich ist, einen Kegel- 
schnitt zu construireii der diese sechs Tangenten berührt, wollen wir, da sie mit 
dem Zwecke unserer Untersuchung nichts gemein hat , auch nicht weiter 
erörtern. — Wir sehen also, dass zwei von einander verschiedene Kegelschnitte 
nicht mehr als zwei Paare imaginärer Punkte gemein haben können. 

Zur Entscheidung der Frage, wie viele gemeinschaftliche imaginäre Tan- 
genten zwei Kegelschnitte besitzen können, führen ganz ähnliche Untersnehnngen 
wie jene, welche wir bezüglich der gemeinschaftlichen imaginären Punkte vor- 
genommen haben. — Es' bedarf wohl kaum der Erwähnung, dass imaginäre 
Tangenten nichts anderes sind, als die imaginären Doppelstrahlen eines involn- 
torischen Strablenbüschels, bei welchem je zwei' sich entsprechende Strahlen 
conjugirte Gerade in Bezug auf den Kegelschnitt sind , und dass demnach 
imaginäre Tangrnteu immer paarweise verkommen. — Man findet, dass ein 


(Fig. 59.) 
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Kegelschnitt durch zwei iinagiuäro und drei reelle oder durch vier iinagiDäre 
Tangenten und eine reelle Tangente vollkommen bestimmt ist nnd dass zwei von 
einander verschiedene Kegelschnitte nicht mehr als vier imaginäre Tangenten 
gemein haben können. 

Durch obige Untersuchnngen erscheinen nun die Sätze gerechtfertigt: 
77. Zwei in derselben Zwei in dcrselben Ebene 

Ebene befindliche Keg.el- befindliche Kegelschnitte 
schnitte haben entweder haben entweder keine, zwei 
keine, zwei oder vier imagi- oder vier imaginäre Tangcn- 
näre Punkto gemein. ten gemein. 

Der Eall, dass die beiden Curven keine gomcinscbafttichcu imaginären 
Punkte oder Tangenten besitzen, tritt offenbar dann ein, wenn sie vier reelle 
Punkte, oder beziehungsweise vier reelle Tangenten gemein haben, weil ja ein 
Kegelschnitt schon durch drei reelle und zwei imaginäre Punkte, oder durch 
drei reelle und zwei imaginäre Tangenten vollkommen bestimmt wird. 

Zwei imaginäre Punkte eines Kegelschnittes, welche die Doppelpunkt« 
einer und derselben durch conjugirlc Punkte gebildeten Reibe sind v heissen 
zusammengehörige, imaginäre Punkto des Kegelschnittes. Zwei 
imaginäre Tangenten, welche die Doppelatrahlen eines nnd desselben, durch 
conjugirlc Gerade gebildeten Strablcnbüschels sind, nennt man z usam m en- 
gchörigo imaginäre Tangenten. Demnach liegen zwei zusam- 
mengehörige imaginäre Punkte eines Kegelschnittes immer 
auf einer., reellen Geraden und zwei zusammengehörige 
imaginäre Tangenten schneiden sichimmerin einem reellen 
Punkte. Dies gilt keineswegs auch für nicht zusammengehörige Punkte und 
Taugentoii. Nehmen wir au,. A und B, sowie C nnd D seien zwei Paare zusam- 
mengehöriger imaginärer Punkte, so sind die Geraden AB und CD reell, irgend 
eine andere Verbindungslinie von zweien dieser vier Punkto, z.<R. A und C, muss 
jedoch imaginär sein, denn wäre sie reell, so müsste der Schnittpunkt von AB 
und AC, nämlich A, ebenfalls reell sein , was der Voraussclznug widerspricht. 
Analoges kann bezüglich der imaginären Tangenten gezeigt werden. 

Wir können also sagen : Zwei nicht zusammengebörigo imagi- 
näre Punkte eines Keg e 1 sch u i ttes liegen immer auf einer 
imaginären Geraden, und zwei nicht zusammengehörige 
imaginäre Taugentcu schneiden sich immer in einem imagi- 
nären Punkte. 

Jede Gerade, welche durch zwei gemeinschaftliche reelle Paukte zweier 
Kegelschnitte bestimmt wird , heisst eine eigentliche gemeinschaft- 
liche Secante, während man eine Gerade , welche zwei zusammen- 
gehörige imaginäre Schnittpunklc zweier Kegelschnitte enthält, eine 
nncigentliche , gemeinschaftliche oder auch ideelle Secanle 
nennt. Sowohl die eigentlichen, als auch die aneigentlichen 
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gcmeiDBchaftliuhcD Scuantcn haben die Eigenschaft, dass 
jcüwei Punkte derselben, welche in Bezug auf den einen 
Kegelschnitt conjugirt sind, cs auch inUezugauf denandern 
sein müssen. Um dies naclizuweiscn, iiulimeii wir an, zwei Kegclsuhuitle K 
iiird K^ hatten eine eigentliche oder aneigentliche Secante p geinciu und nennen 
die den Curven K und if, geim-insanien reellen oder inragiuären Punkte dieser 
Secante D und D'. Die zwei invulutorischen Keihmi , welche von den in Bezug auf 
K und den in Bezug aut /f, cuujugirtcn Punkten der Ueraden p gebildet werden, 
heissen wir beziehungsweise I{ und /£, . Dass diese Ueiben identisch sind, ergibt sich 
aus folgender Betrachtung : Da R und R^ dieselben Doppulpunkte haben , so ist 
auch ihr Centralpunkt C ilerselb»' Punkt in p, denn C halhirt iiniuor die Ent- 
fernung der (reellen oder imaginären) Strecke DD' ln jeder iovolntorischen 
Keihe hat ferner das Product, der Abstande zweier sich entsprechender Punkte 
vom Cenlralpunktc einen und denselben Werth, es ist also, wenn durch A und 
A, zwei beliebige entsprechende Punkte von R bezeichnet werden 

AC .A,C= CD\ 


woraus folgt: 


A,C' = 


CD‘ 

AC 


Für zwei entsprechende Punkto R uml /f, der lleihc bat mau 




CD^ 

BC 


Coincidirt nun B mit A, so muss den letzteren zwei Gleichungen zufolge 
auch Bj mit A^ zuaammenlallcn. Jedes Paar entsprechender Punkte von R ist 
somit auch ein Paar entsprechender Punkte von R^, wodurch obige Behauptung 
gerechtfertigt erscheint. 

Wenn zwei reelle Schnittpunkte DD' zweier Kegelschnitte coincidiren, 
so berühren sich die beiden Curven. Sic haben nämlich dann in dem 
Punkte DD ' , der beiden gemein ist , eine gemein schaftliche Tangente 
und zwar jene , in welche die gemeinsame Secante DD' Übergeht. Sind D 
und D’ zusammengehörig imaginär , so können sic ebenfalls nur in einem 
reellen Punkte, nämlich dom Centralpunkte der involutorischen Reihe coincidiren, 
welcher sic als Doppelpunkte angehören. D und D' werden also in diesem Falle 
selbst reell, woraus man scbliessen kann, dass auch eine nneigentliche gemein- 
schaftliche Secante in eine Tangente übergeht, wenn die imaginären gemein- 
sammen Punkte DD' zusammenfallen, und dass diese Tangente beide Kegel- 
schnitte in demselben Punkte DD' berührt. Es lässt sich somit behaupten : 
Wenn zwei gemeinsame reelle oder zusammengehörig 
imaginäre Punkte D und D' zweier Kegelschnitte coinci- 
diren, so berühren sich die beiden Curven im Punkte DD', 
welcher stets reell ist. Demnach kann man auch umgekehrt einen reellen 
Berührungspunkt zweier Kegelschnitte immer als Coincidenzpunkt zweier reeller 
oder zusammengehörig imaginärer Schnittpunkte dieser Curve betrachten. 
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Dass cs aoch imaginäre BerOhrungspunkte zweier Kegel- 
schnitte gibt, siebt man leicht ein, wenn man bcr&cksichtigt, dass auch zwei 
nicht zusammcBgeburige imaginäre Sebnittpnukte zweier Kegel- 
schnitte coincidireu können. Dieser Fall kann jedoch nur dann eintreton, wenn 
die zwei uneigcntlichcu Sccantcn, welche die imaginären Schnittpnnkte enthalten, 
znsammenfallcn ; denn sonst müssten die beiden Cnrven sich im SchniUpnnkte 
der zwei Socanten, also in einem reellen Punkte berühren. Coincidiren aber 
zwei gemeinschaftliche Secanten, so berühren sich die beiden Kegelschnitte in 
zwei Punkten. Wenn daher zwei Kegelschnitte in einem Punkte eine imaginäre 
BerObmng cingehon, so findet auch noch in einem zweiten Punkte eine 
imaginäre Berührung statt. Man kann also sagen: Berühren sich zwei 
Kegelschnitte in zwei Punkten so können diese Punkte 
entweder beide reell oder beide imaginär sein. 


Jeder Punkt, in welchem sich zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten 
zweier Kegelschnitte treffen, heisst ein eigentlicher Contingenzpunkt, 
während man den Schnittpunkt zweier gemeinschaftlicher zusammengehörig 
imaginärer Tangenten einen uncigenti ichen oder ideellen Contingenz- 
punktder beiden Kegelschnitte nennt. Sowohl die eigentlichen, als 
auch die un eigentlichen Contingenzpunkto sind so gelegen, 
dassje zwei durch einen solchen Punkt gehende Gerade, 
welche in Bezug auf den einen Kegelschnitt conjngirt sind, 
cs auch in Bezug auf den andern sein müssen. Dies ergibt sich 
aus folgender Betrachtung: Sind K und ff, die beiden Kegelschnitte, d und 
(F zwei reelle oder zusammengehörig imaginäre, gemeinschaftliche Tangenten 
derselben, welche sich in dem Coulingeuzpunktc C schneiden, und heissen irgend 
zwei in Bezug auf K einander conjugirtc, durch C gehende Gerade ti und a,, so 
besteht die Gleichung 


tg ar . tg ajT = tg dr*. 

ln dieser Gleichung bezeicbuct' r eine der Ualbiruiig.sliniun des Winkels 
dtt, oder, was dasselbe ist, cincu Normalstrabl jenes involuturischeu Büschels, 
welcher aus dun durch C gebenden, in Bezug auf K einander conjugirlcn 
Geraden besteht. — Mau bat also 


tg o,r = 


tg dr* 
tg ur ■ 


Fur jo zwei einander entsprechende Strahlen bb^ des involutorischen 
Büschels, welcher von jenen in Bezug auf if, einander conjugirten Geraden 
gebildet wird, die durch C gehen, besteht die Gleichung 

, . tg dr* 


Ans dieser und der unmittelbar vorausgehenden Gleichung ist zu ersehen, 
dass, wenn u und b coincidireu, auch die entsprechenden Strahlen a, und ö, 
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zusamraenfBUen mttBson. Je zwei Gerade a und a,, welche durch C gehen und 
eiuander in Bezug auf K conjugirt sind, mUssen es daher auch in Bezug auf K, 
sein, wie oben behauptet wurde. 

Wenn zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten d und (T zweier Kegel- 
schnitte coincidiren, so beruh reu sich die beiden Curven. Coincidiren 
nämlich zwei Tangenten eines Kcgclschuiltes, so fallen bekanntlich die 
Bcrübrang.spunktc derselben mit dem ächnitlpunkte beider Tangenten zusammen. 
Die vier Bciuliruugspunklc zweier getneinscbaftliclicr Tangenten bilden also, 
wenn letztere coincidiren, einen einzigen Punkt, in welchem beide Curven die 
gemeinsamme Tangenle berttbren. ln diesem Punkte berühren sich also auch die 
beiden Curven. — Ganz dasselbe gilt bezüglich zweier zusammcugeliörig 
imagiukrer Tangenten. Zwei solche Tangenten können nur io eiuem Nurmai- 
strahle des invulntorisuheu Büschels, welchem sie als Doppelstrablen angebüren, 
also in einer reellen Geraden zusammenfallen, folglich werden sie in diesem 
Falle selbst reell und es muss für sie dasselbe Geltung haben, was bezüglich 
zweier reeller gemeinschaftlicher Tangenten, wenn sic coincidiren, bemerkt 
wurde. Wir können somit behaupten: Wenn zwei gemeinsame reelle, 
oder zusammengehörig imaginäre Tangenten d und rf zweicr 
Kegelschnitte coincidiren, so berühren sich die beiden 
Curven in einem Punkte der gemeinsamen Tangenle dil', 
welche stets reell ist. Demnach kanu umgekehrt die Tangente in einem 
reellen Berührungspunkte zweier Kegelschnitte immer als eine Gerade betrachtet 
werden, in weicher zwei gemeinsame reelle oder zusammengehörig imaginäre 
Tangenten beider Curven zusammenfallen. 

Wenn zwei Kegelschnitte sich in zwei imaginären Punkten berühren, so 
haben sie in diesen Punkten auch imaginäre gemeinschaftliche Tangenten. Man 
kann jede der letzteren als diu Verbindungslinie zweier coincidircuder 
imaginärer Schnittpunkte der beiden Curven, oder auch als zwei coincidirende 
imaginäre Tangenten betrachten, welche nicht zusammcngchorcn. 

Aus den Sätzeu Tü, 77, 2 Abschnitt, und den zuletzt angestclltcu Unter- 
suchungen ergibt sich nun unmittelbar : 

78. Berühren sich zwei BertUiren sich zwei Kegel- 

Kegclschiiitte nur in einem schnitte nur in einem 
Punkte, welcher stets reell Punkte, welcher stets reell 
sein muss, so können dieselben sein muss, so können dieselben 
ausser dem Berührungspunkte ausser der Tangente im Be- 
nnr noch zwei reelle oder rühm ngs punkte nur noch 
imaginäre Punkte gemein zwei reelle oder^ imaginäre 
haben. Tangentcu gemein haben. 

7i). Berühren sich zwei Berühren sich zweiKegel- 

Kegelscbnitle in zwei reellen schnitte in zwei reellen oder 
oder imaginären Punkten so imagin ären Punkten, so haben 
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haben sie ausser dieseu keine sie ausser den Tangenten in 
weiteren reellen oder iuiagi- diesen Punkten keine weiteren 

nären Punktegemeiii. - reellen oder imaginären 

Tangenten gemein. 

Wenn zwei Kegelschnitte vier reelle Punkte gemein haben, so wird durch 
letztere ein vollständiges Vierseit bestimmt, dessen drei Paare gegenüberliegender 
Seiten die Ecken eines den beiden Kegelschnitten gemeinscbaftlichen 
Poiardreieck es bilden (Satz 1)7, 2. Abschnitt). Jede Ecke eines solchen 
Dreieckes ist so gelegen, dass seine Polaren in Bezug auf die beiden Kegelschnitte 
cpincidiren. Diese zwei Polaren sind nämlich mit der dem Eckpunkte gegenüber- 
liegenden Dreieckseite identisch. Jede Seite eines gemeinschaftlichen Polar- 
dreieckes hat eine derartige Lage, dass ihre Pole in Bezug auf die beiden 
Curven zusainmeufallcn, denn diese zwei Pole coincidiren mit dem der Dreieck- 
seite gegenüberliegenden Eckpunkte. 

Einen Punkt in der Ebene zweier Kegelschnitte, dessen Polaren 
rttcksichtlicb beider Curven coincidiren, wollen wir einen gemeinschaft- 
lichen Pol nennen und eine Gerade dieser' Ebene, deren Pole io Bezug auf 
die beiden Curven zusammenfallen, heissen wir eine gemeinschaftliche 
Polare. Jedem gemeinschaftlichen Pole cntspriciit eine gemeinschaftliche 
Polare und jeder solchen Polaren ein gemeinschaftlicher Pol. Ist demnach ein 
gemeinschaftlicher Pol in der Ebene' zweier Kegelschnitte vorhanden, so gibt es 
immer auch eine zugehörige gemeinschaftliche Polare und umgekehrt. 

Die Eckpunkte eines gemeinscbaftlichen Polardreieckes sind diesen 
Erklärungen zufolge immer gemeinschaftliche Pole und seine Seiten gemein- 
schaftliche Polaren. 

Wir wollen nnn zunächst die Präge erledigen, wie man die gemein- 
scbaftlichen Pole und Polaren in der Ebene zweier Kegelschnitte bestimmen 
kann und wie viele solche Punkte und Gerade in jedem Falle höchstens 
vorhanden sind. 

K und K, seien zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte und M. 
J/, die Pole einer beliebigen Geraden m dieser Ebene in Bezug auf K und ff, . 
Die Polaren aller Punkte von m in Bezug auf K bilden dieser Voraussetzung 
gemäss einen Strahlenbüscbcl S, dessen Mittelpunkt M ist, und alle Polaren 
von m in Bezug auf K, bilden einen Strahlenbüscbcl S,, der seinen Mittelpunkt 
io M, hat. Die zwei Strablenhüschcl S und S\ müssen projectivisch verwandt 
sein, da sowohl 8 als auch S, mit der durch die Punkte von m gebildeten Reihe 
projectivisch ist (Satz 32, 2. Abschnitt). S und erzeugen somit einen Kegel- 
schnitt k, welcher durch Jlf und M, geht. Derselbe bat die Eigenschaft, dass 
jeder seiner Punkte irgend einem und demselben Punkte von m sowohl in Bezug 
auf K, als auch auf K, conjugirt ist, denn jeder solche Punkt liegt zugleich in 
den zwei Polaren eines und desselben Punktes von nt, da er ihren Schnitt- 
punkt bildet. 
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Geht m dardi einen ßemeinsehaftlichen Pol /'von /T nnd ÜT, , so liegen 
die Slrablenbttscbcl S und S^ pcrspcctiviscb, denn die Polare p des Punktes P 
bildet dann einen Strahl, der beiden liUscbelu entsprechend gemein ist; M und 
3f, liegen niunlicb in der Polaren des Punktes P. Der Kegelsebiiitt k geht in 
diesem Falle in ein System von zwei Geraden über, von denen eine die Polare 
p sein muss. Die andere gebt durch P, uaebdcin P dem Sebnittpunkte von m 
und p doppelt conjugirt ist. — Wir können nun die Sätzo anfstelleu: 

SO. Allo Punkte in der Alle Geraden in der 

Ebene zweier Kegelschnitte Ebene zweier Kogelscbnitte 
X und £j, w ul c be d en Pu n k ton ÜT und X,, ^welche den durch 
ein und derselben Geraden ein und denselben Punkt 
in Bezug auf beide t'urven gehenden Geraden in Bezug 
zugleich conjugirt sind, liegen auf beide Curven zugleich 
aufeinemKcgclschnittel:, der conjugirt sind, umhUllen 
die zwei Pule dieserGcradcn einen Kegelschnitt k, der die 
enthält. Geht letztere durch zwei Polaren dieses Punktes 
einen gemein scbaftlicbon Pol berührt Liegt der letztere 
P von K and /f, , so wird k in einer gemeinschaftlichen 
durch ein System von zwei Polaren p von K und /f, , so 
Geraden gebildet, wovon eine wird k durch ein System von 
die Polare von P ist und dio zwei Punkten gebildet, wovon 
andere durch P hindurchgeht. einer der Pol vou p ist und 

der andere sich auf p befindet 

Der Satz rechts ergibt sich aus jenem links nach dem Gesetze der. 
Rcciprocitat und lässt sich auch leicht direct nachweisen. 

Jener Kcgelschuitt , dun wir durch k bezeichnet haben , enthält 
sämmtlichc gemeinscbaftliche Pole vou K und £*, , welche 
überhaupt vorhanden sind. Denn ist p irgend eine gemeinschaftliche 
Polare und P ihr Pol, so muss P allen Punkten von p, also auch dem Schnitt- 
punkte von p und m sowohl in Bezug auf K, als auch auf conjugirt sein und 
daher dem Kegelschnitte k augehören. 

Nehmen wir eine zweite Gerade m, in der Ebene von K und K^ au, deren 
Pole rücksichtlich dieser zwei Kegelschnitte p und /<, heissbn mögen und 
bestimmen zu den Punkten von m, die Polaren, so bilden letztere ebenfalls 
zwei projectivische StrahlcnbUscbel s und s, mit den Mittelpunkten p und p,, 
welche Büschel einen Kegelschnitt erzeugen, den wir k^ nennen wollen. Dieser 
Kcgelsubnitt hat die Eigenschaft, dass jeder seiner Punkte irgend einem und 
demselben Punkte von m, sowohl in Bezug auf K als auch auf £, conjugirt ist 
und enthält ebenso wie k alle möglichen gemeinschaft- 
lichen Pole von K und /f, .Da nun m und sich schneiden, so müssen 
die beiden Kegelschnitte k und kj ebenfalls einen Punkt, nämlich den Schnitt- 
punkt d der zwei Polaren des Durchschnittes ./ der Geraden m und m^ gemein 
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haben. Demnach schneiden sich ^ und A;, jedenfalls noch in einem zweiten 
reellen Punkte P, aber böchstena noch iu drei reellen Punkten P, P, und Pj. 

Jeder Schnittpunkt von k und k^, anagenoinmen d, muss ein gemeinschaft- 
licher Pol der Kegelschnitte K und A', sein, denn einem solchen SchniUpunkte 
P ist in m ein Punkt P* doppelt, d. Ii. in Bezng auf K nnd A, conjugirt, und 
ebenso in m, ein Punkt P", woraus folgt, dass die Verbindungslinie P'P' eine 
gemeinschaftliche Polare und P ein gemeinschaftlicher Pol sein muss. Dass d im 
allgemeinen kein gemeinschaftlicher Pol sein kann, geht aus Folgendem hervor ? 
Wäre d ein gemeinschaftlicher Pol, so müsste demselben eine durch ^ gehende 
gemeinschaftliche Polare zugehören. Diese Polare müsste die Polare des 
Punktes P in einem Punkte n schneiden, der ehenfalls ein gemeinschaftlicher 
Pol wäre, nachdem der Schnittpunkt zweier gemeinschaftlicher Polaren, wie 
leicht einznsehen, immer ein gemeinschaftlicher Pol ist; der Punkt n wäre dem- 
nach ein gemeinsamer Punkt von k und k^ , daher gäbe es noch einen vierten 
gemeinsamen Punkt der letzteren Curven (Satz 7ti, 2. Abschnitt), also ansser d, 
P und n noch einen vierten gemeinsamen Pul n,. Da die Verbindnngslinie 
zweier gemeinsamer Pole, wie man sich leicht überzeugt, stets eine gemeinsame 
Polare ist, so würde jede von den sechs Verbindungslinien der genannten vier 
Punkte eine gemeinschaftliche Polare sein, es müssten daher auch sechs gemein- 
same Pole, folglich sechs Dnrchscbnittspnnkte von k und ky existiren, was nur 
möglich ist, wenn A; und k,, mithin auch m und m, zusaiuroenfallen. Letzteres 
ist nun gegen unsere Voraussetzung, es zeigt sich also dass die Annahme, d sei 
ein gemeinschaftlicher Pol, nicht statthaft ist. 

Ein Fall ist allerdings denkbar, in welchem k nnd A;, mehr als vier 
Punkte gemein haben, anch wenn m und m, nicht zusuinmoiifailen. Dieser Fall 
ist jedoch ein ganz specieller und tritt nur dann ein, wie wir nnn zeigen werden, 
wenn die beiden Kegel- 
schnitte K nnd A, sich 
d<:ppelt berühren. 

ln Fig. GO seien A 
nnd A, zwei sich in den 
Punkten A und B berüh- 
rende Kegelschnitte. Die 
gemeinsame Bertthrnngs- 
sehne AB nennen wir p 
nnd ihren Pol P. — Dass 
p eine gemeinschaftliche 
Polare und P ein gemein- 
schaftlicher Pol von A nnd 
A, sein mnss, ist selbst- 
verständlich. — Nehmen 
wir nnn eine beliebige 


(Fig. 60.) 
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Gerade m in der Ebene der lieiden Eegelsnbnitte an, wählen in dieser Geraden 
irgend einen Punkt C und bestimmen die Polaren von G in Bezug anf K und K ^ , 
so zeigt sich , dass diese Polaren in einem Punkte der BerObrungssehne p 
znsammontreffen. Um einzusehen, dass dies statttinden muss, denke man sich die 
beiden Polaren von C dadurch ermittelt, dass man die Pole der von C ausgehen- 
den Geraden CP nnd m bestimmt und die so erbnlteoen Pole entsprechend ver- 
bindet. Die zwei Pole von CP in Bezug auf K und K, liegen, weil CP durch P 
gebt anf der Polaren p von P; ist also C, der Srhoittpunkt von CP mit p, so 
mOsscu die zwei Pole der Geraden CP in einem Punkte (7^ 
Zusammenfällen, der so gelegen ist, dass er von C^ durch A und B har- 
monisch getrennt wird (Satz 29, 2. Abschnitt). Weiche Lage nun auch die 
zwei Pole M und Af, von m in Bezug auf K nnd K^ haben mögen, so werden 
die Verbindungslinien und 3f, C^, nämlich die Polaren des Punktes C sich 
stets im Punkte C^ treffen. Unsere Behauptung erscheint somit gerechtfertigt. 

Nachdem fOr jeden Punkt der Geraden m dasselbe gelten muss, was wir 
ftlr den Punkt C nachgewiesen haben, nämlich dass seine zwei Polaren sich in 
einem Punkte von p schneiden, so gebt der in obiger Untersuchung durch k 
bezeiebnete Kegelschnitt in unserem Fall in die zwei Geraden p nnd 
MM^ Ober. Die beiden den Kegelschnitt erzeugenden Strahlenbflschel S nnd 
N, mit den Mittelpunkten M nnd .V, liegen perspectivisch und haben somit die 
Gerade .VAf, entsprechend gemein. .Ifilf, geht immer durch P, wie auch 
m gewählt werden mag. Denn 3f liegt in der Polaren rOcksicbtlich K des 
Punktes D, in welchem sich p und m schneiden, nnd ilf, ist ein Punkt der 
Polaren von D in Bezug anf A', . Diese beiden Polaren coincidiren mit der 
Geraden, welche P mit jenem Punkte 7), verbindet, der von D durch A und B 
harmonisch getrennt wird. M nnd 3f, liegen somit auf der Geraden PT),. 

Wählt man statt »i eine andere Gerade «/,, deren zwei Pole /i nnd 
ieissefl Bögen, so ergibt sich dasselbe, was fUr U» gezeigt wurde. Der Kegel- 
tehnitt A, gebt nämlich ebenfalls in ein System von zwei Geraden, p nnd ftfi,, 
Ober, von denen den Punkt P enthrdt. Die beiden Kegelschnitte k nnd k\ 
haben also in nnserem speciellen F'alle sämmtlicbe Punkte der BerOhrungssehne 
p und den Punkt P gemein. Es ist dies nur eine Folge davon, dass in der Ebene 
«er zwei Kegelschnitte K nnd £, (Fig. 60) eine Gerade p existirt, welche 

1. die Eigenschaft hat, dass je zwei ihrer Punkte, z. B. C, und Cj, welche 
aiaander io Bezug auf K conjugirt sind, auch ein Paar conjngirter Punkte rOck- 
Mchtlich JT, bilden nnd dass 

2. die zwei Polaren eines jeden Punktes von p, z. B. D, durch ein nnd 
denselben Punkt P bindurchgehen. 

In Folge der ersten Eigenschaft muss p eine gemeinschaftliche Secante, 
in Folge der zweiten Eigenschaft eine gemeinschaftliche Polare von K und K, 
sein. Man siebt also, dass p zugleich eine gemeinschaftliche Secante nnd eine 
gemeinschaftliche Polare, somit eine BerOhrungssehne von K und K, sein muss 
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and dass der specielle Fall, in welchem k oiid it, mehr als 
vier Pankte gemeiu haben, demnach nur dann eintrcten 
kann, wenn K und K, sich doppelt berühren. 

Nachdem je zwei in Bezug auf K conjugirte Punkte z. B. D und Z), der 
Geraden p auch rDcksichtlicIi fT, einander conjugirt sind, und die Polaren eines 
jeden Puuktes von p durch P gehen, so ist jeder Punkt der Berttbrnngssehne p 
ein gemeinschaftlicher Pol und jede durch den Pol von p gehende Gerade 'eine 
gemeinschaftliche Polare der zwei Kegelschnitte K und K^. Je zwei ein- 
ander doppelt conjngirte Pankte von p bilden mit dem Pole 
vonjj ein gemeinschaftliches Polardr eieck, wie s. B. das Drei- 
eck DPD,, in welchem jede Seite die Polare des gegenüberliegenden Fckpnuktes 
in Bezog auf beide Cnrven ist. 

Als Endresultat unserer Untersuchung aber die Anzahl der gemeinsamen 
Pole und Polaren stellen wir tinn folgende Sätze auf : 

81. Zwei in derselben Zwei in derselben Ebene 

Ebene befindliche Kegel- befindliche Kegelschnitte 
schnitte haben immer einen haben immer eine, reelle ge- 
reellen gemeinschaftlichen meinscbaftliche Polare, iiu 
Pol, im allgemeinen aber allgemeinen aber höchstens 
höchstens drei gemeiuschaft- dfci gemeinschaftliche Pola- 
liche Pole. Nur wenn die bei- reu. Nur wenn die bcidenKe- 
den Kegelschnitte si cb in zwei gelscbnitte sich in zwei Punk- 
Punkten berühren, sind nu- ten’ berühre n, sind unendlich 
endlich viele reelle gemein- viele reelle gemeinschaftliche 
schaftliche Pole vorhanden. Polaren vorhanden, welche 
welche alle mit Ansuahme alle mit Ausnahme einer ein- 
eiues einzigen, der mit dem zigcn.dic initderBerUhrungs- 
Pole der BerOhrungssehnc sehne coincidirt, durch den 
coincidirt, auf der letzteren Pol der letzteren geben, 
gelegen sind. 

Wenn drei reelle gemeinschaftliche Pole P, P,, P„ vorhanden sind, so 
bilden sie die Eckpunkte eines gemeinschaftlichen Poiardreieckes 
in welchem jede Seite die Polare des ihr gcgcnilherlicgenden Eckpunktes ist. 
Wörde man nämlich annehmen, z. B. P, P^ sei nicht die Polare von P, so müsste 
es irgend eine andere Gerade sein, mau hätte dann im allgemeinen vier gemein- 
schaftliche Polaren nud zwar die drei Seiten iles Dreieckes PP,Pj und die 
Polare von P, was dem zuletzt aufgestellteu Satze wiederspricht. 

Nimmt man an, die Polare von P sei eine der durch J' gebenden Seiten 
des genannten Dreieckes, so mttsste diese Seite von beiden Kegelschnitten K 
und Kj in P berührt werden. Zudem würden K und Vf, noch eine zweite 
Dreieckseile in einem der Pankte P, oder P^ berühren; die beiden Kegelschnitte 
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müssteD aUo eine zweifache BerOhroiig eingehen, in welchem' Falle anendlich 
viele geraeinschaftliche Polo vorhanden sind. 

Dass es auch imaginäre gemeinschaftliche Pole nnd 
Polaren gibt, lehrt folgende Betrachtung : Es sei P ein (jedenfalls 
vorhandener) reeller gemeinschaftlicher Pol zweier Kegelschnitte K und Ä', und 

seine Polare. Aufp nehmen wir beliebig viele Paukte A, B, Ü an, 

bestimmen die denselben in Bezug uuf K coujugirten a, ß, y und ebenso 

die ihnen rOcksirbtlich eonjugirteu «i. /^i, j', in der Geraden JJ. Die 

Punkte a, / und a, , bilden zwei projectivisebe Reihen 

B und i2j, nachdem sie beide mit der Reihe A, B^ C projectivisch verwandt 
sind. Diese zwei Reihen haben .somit zwei reelle oder imaginäre Doppelpunkte, 
welche wir P, und P,^ nennen wollen. Jeder sulche Doppelpunkt ist nun, wie 
leicht einzuseben, ein gemeinschaftlicher Pol und da P, und P^ immer zugleich 
imaginär sind, so können auch immer nur zwei iinagiiulre 
gemeinschaftliche Pole vorhanden sein. — In ganz analoger 
Weise kann gezeigt werden, dass auch imaginäre gemein- 
schaftliche Polaren nur zu zweien Vorkommen. 

Wenn R nnd R, identisch werden, so gibt es unendlich viele reelle 
Doppelpunkte. Es ist dies der Fall, in welchem K und Kf sich doppelt 
berühren. 

Wir kömieu nun behaupten ; Zwei in derselben Ebene 
befindliche Kegelschnitte haben im allgemeinen ein einziges 
Polar ilreieck gemein, von dessen Ecken nnd Seiten je zwei 
imaginär sein können. 

Sind a und b zwei gemeinsehafilielie Secanlen zweier Kegelschnitte K und 
Jf, , ob sie nun eigentlich oder ideell sein mögen, so ist der Schnittpunkt P von 
a and b, wenn sich in demselben nicht auch K und K, schneiden, ein gemein- 
schaftlicher Pol der beiden Curveu. Denn diesem Punkte P ist in a ein einziger 
Punkt A und auch in b ein einziger Punkt B in Bezug auf beide Kegelschnitte 
coujugirt, demnach muss die Gerade AB die Polare von P, sowohl rQcksichtlich 
K, als auch sein, woraus folgt, dass AB eine gcinoiuschartliche Polare und 
P ein gemeinschaftlicher Pol ist. 

Heissen A und B zwei (eigentliche oiler ideelle) Contingenzpunkte zweier 
Kegidschniltc K und K^, so ist die Gerade AB, wenn sie keine gemeinschaft- 
liche Tangente bildet, eine gemeinschaftliche Polare der beiden Curven. Jede 
durch A oder B gehende Gerade ist nämlich ein und derselben, beziehungs- 
weise durch A oder B gebenden Geraden rilcksichtlich K nnd Jf, conjngirt. 
Die zwei durch A und B gehenden Geraden, welche der Verbindungslinie AB 
doppelt conjngirt sind, schneiden sich nun in einem Punkte, dessen Polare in 
Bezug auf beide Kegelschnitte AB ist, folglich muss dieser Schnittpunkt ein 
gemeinschaftlicher Pol und AB eine gemeinschaftliche Polare sein. Es gelten 
somit die Sätze : 
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82. Der Sr. bnit tpunkt Die Verbindnngsli.nie 

zweier genieinschaftliclier zweier Contingenzpnnkte 
Secantfsii zweier Kegelscbnitte zweier Kegelschnitte ist 

ist immer ein gemoinscliaft- immer eine gemeinscbaftlicbc 
lieber i’ o 1, wenn er nicht auf Polare, wenn sie nicht beide 
den beiden Cnrven liegt. Cnrvcn berührt. 

Wenn zwei Kegelschnitte sich in vier reellen Punkten schneiden, so 
haben sie sechs eigentliche Secanten gemein, nämlich die sechs Verbindungs- 
linien ihrer vier Schnittpunkte. Diese sechs Secanten bilden die Seiten eines 
den beiden Kegelschnitten eingeschriebenen vollständigen Viereckes nnd die 
Schnittpunkte von je zwei gegenüberliegenden Seiten des letzteren bilden die 
Eckpunkte des gemeinschaftlichen Polardrcieckcs der zwei Kegelschnitte, wie 
.aus dem obigen Satze (links) und ancli ans dem Satze 37, 2. Ahschnitt, 
unmittelbar hervorgeht. Zwei Kegelschnitte, w(dche sich in vier reellen Punkten 
schneiden, besitzen also immer rirei reelle gemeinschaftliche Pole und Polaren. 

Haben zwei Kegelschnille vier reelle T.angenten gemein, so bilden 
letztere ein vollständiges Vierseit, welches beiden Cnrven umschrieben ist, und 
dessen sechs Ecken ebonsovicle eigentliche Contingenzpnnkte sind. Die drei 
Diagonalen dieses Vierseits bilden dem obigen Satze (rechts) und auch dem 
Satze 37, 2. Abschnitt, zufolge die Seiten eines dem Kegelschnitte gemeinsamen 
Polardreieckes. Zwei Kegelschnitte, welche von vier reellen gemeinsamen 
Tangenten berührt werden, haben demnach immer drei reelle gemeinschaftliche 
Pole und Polaren. 

Wenn zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte sich nur in zwei 
reellen Punkten A nnd H schneiden, so kann nur ein reeller gemeinschaftlicher 
Pol vorhanden sein. Denn ist 7’ ein gemeinschaftlicher Pol und p die zugehörige 
gemeinschaftliche Polare und verbindet man P mit A, so muss jener Punkt, 
welcher durch P und p von A harmonisch getrennt wird, nach Satz 2!l, 
2. Abschnitt, ein gemeinsamer Punkt beider Kegelschnitte sein. Nimmt man 
also drei reelle gemeinschaftliche Pole an, so hätten die zwei Cnrven mehr als 
zwei Punkte gemein, was gegen die Voraussetzung ist. 

Umgekehrt haben zwei Kegelschnitte K nnd ÜT, immer zwei und nicht 
mehr reelle Punkte gemein, wenn in ihrer Ebene nur ein reeller gemeinschaft- 
licher Pol existirt. Denn vier reelle Punkto können K und K^ nicht gemein 
haben, weil dann immer drei gemeinschaftliche Pole vorhanden sind; aber 
ebensowenig kann angenommen werden, dass die beiden Kegelschnitte sich in 
keinem reellen Punkte schneiden, nachdem auch in diesem Falle stets drei 
reelle gemeinschaftliche Polo vorhanden sein müssen, wie sich aus Folgendem 
ergibt. Ist P der reelle gemeinsame Pol von K und Ä", nnd p seine Polare, so 
liegen die beiden andern gemeinschaftlichen Pole, ob sic nun reell oder imaginär 
sein mögen, anfp. Letztere Gerade ist der Träger zweier involntorischer Reihen 
H nnd R^. Entsprechende Punkte von R sind die in p gelegenen conjngirtcn 

st «ad ist: t.ehrbacb der aeuerea Ueoinetrie. 13 
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PoDkte in Bozan anf K und die Reihe R, wird durch die in Bezug auf K^ 
conjugirton Punkte der Geraden p gebildet. Jene Punkte P^ und , welche 
sowohl in R, als auch in R^ einander entsprechen, mOssen nun in Bezug anf 
beide Kegelschnitte einander conjugirt sein ; sie bilden daher mit P die Ecken 
eines gemeinschaftlichen Polardrcieckes und sind also gemeinschaftliche Pole. 
Wie bekannt gibt cs nur dann in R und keine reellen Punkte P, nnd 7\, 
wenn R und i2, Doppelpunkte haben, welche so gelegen sind, dass jene der einen 
Reibe dnreh die Doppelpunkte der andern getrennt werden (Satz .^9, 1. Abschnitt). 
Nachdem die Polare p unter der Voraussetzung, dass K und ÜT, keine reellen Punkte 
gemein haben, diese Cnrve keinesfalls so schneiden kann, dass die zwei Schnitt- 
punkte der einen Cnrve durch jene der andern getrennt werden, so gibt es auch 
in p immer zwei reelle Punkte P, und P,, also im Ganzen drei reelle gemein- 
schaftliche Pole. 

Untersucht man in analoger Weise, wie viele reelle gemeinschaftliche Pole 
zwei Kegelschnitte haben können unter der Voraussetzung, dass sie nnr zwei, 
oder keine reellen Tangenten gemein haben, so findet man, dass im ersten 
Falle nur ein reeller gemeinschaftlicher Pol vorhanden ist, während im zweiten 
stets drei solche Pole existiren. Auch zeigt sich, dass zwei Kegelschnitte, welche 
nur einen reellen gemeinschaftlichen Pol haben, immer von zwei und nicht mehr 
gemeinschaftlichen Tangenten berührt werden. 

Als Endresultat der über die Anzahl reeller gemeinschaftlicher Pole 
angcstellten Untersuchung können wir nun den Salz aufstcllen : 

83. Zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte 
besitzen immer drei reelle gemeinschaftliche Pole, wenn 
sic vier oder keine reellen Schnittpunkte, sowie auch, wenn 
sie vier oder keine reellen gemeinsamen Tangenten haben. 
Schneiden sich die beiden Cnrve n nur in zwei reellen Punk- 
ten, oder werde n.sic nur von zwei reellen gemeinsamen Tangen- 
ten berührt, so ist nur ein gemeinschaftlicher Pol vorhanden. 

Daraus ergibt sich unmittelbar : 

84. Haben zwei Kegelschnitte nnr einen reellen gemein- 
samen Pol, so schneiden sich dieselben immer nur in zwei 
reellen Punkten nnd werden stets nnr von zwei reellen 
gemeinschaftlichen Tangenten berührt. 

Ferner folgt hieraus ; 

85. Schneiden sich zwei in derselben Ebene befindliche 
Kegelschnitte nur in zwei reellen Punkten, so werden sie 
immer nnr von zwei reellen gemeinschaftlichen Tangenten 
berührt nnd umgekehrt. 

Bezüglich der Anzahl reeller gemeinschaftlicher Punkte und Tangenten 
von zwei in derselben Ebene befindlichen Kegelschnitten können demnach nur 
folgende Fälle eintrctcu. Die beiden Cnrven haben gemein : 
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1. Vier reelle Punkte and vier reelle Tangenten. 

2. Vier reelle Punkte uml keine reellen Tangenten. 

‘J. Keine reellen Punkte nnd vier reelle Tangenten. 

4. Keine reellen Punkte und keine reellen Tangenten. 

5. Zwei reelle Punkte nnd zwei reelle Tangenten. 

Ks soll nun nntersneht werden, wie viele gemeinse.ljafllielie Secanlen und 
(lontingenzpnnkte zwei in dersellien Ebene hcfinillielie Kegclsnbuitte in jedem 
Kalle haben können. 

Wenn zwei Kegclsehnitte vier reelle Punkte gemein babeu, so sind, wie 
bereits erwäbnt, seehs cigentlielic gemeinsebaftlie.he Sceanten verbanden nnd 
wenn zwei solcbe Cnrvcn von vier reellen gemeinsamen Tangenten berflhrt 
werden, so gibt es sechs eigentliche Conlingenzpnnkte. 

Schneiden sich zwei Kegelschnitte nur in zwei reellen Punkten A und JS, 
so können sie nicht mehr als zwei gemeinschaftliche Seennten haben. Von 
letzteren ist nur eine, nämlich Ali eine eigentliche. Nimmt man an a sei eine 
zweite gemeinschaftliche Sccantc, welche durch A oder B ginge, so mQsste der 
zweite in a gelegene gemeinsame Punkt ebenfalls reell sein ; die beiden Kegel- 
schnitte hätten also mehr als zwei reelle Punkte gemein , was gegen die Voraus- 
setzung ist. Es kann demnach nur angenommen werden, dass cs ausser AB noch 
ideelle gemeinschaftliche Sceanten gibt. Mehr als eine ideelle gemein- 
schaftliche Sccantc kann jedoch nicht vorhanden sein, denn in jeder solchen 
Sccantc liegen ein Paar imaginäre gemeinschaftliche Punkte nnd die Kegel- 
schnitte müssten, wie oben gezeigt wurde coincidiren, wenn sic ausser den Punk- 
ten A und B noch zwei Paare imaginärer Punkte gemein hätten. Die anfgestclite 
Ilehauptnng erscheint somit gerechtfertigt. 

Haben zwei Kegelschnitte keinen reellen Punkt gemein, so ist klar, dass 
es nur ideelle gemeinschaftliche Sceanten geben kann, und zwar höchstens zwei, 
nachdem zwei Kegelschnitte nicht mehr als zwei Paare von imaginären Punkten 
gemein haben können (Satz 77, 2. Abschnitt). 

In ganz analoger Weise kann man sich llherzengen, dass wenn zwei Kegel- 
schnitte nur zwei, oder keine reellen gemeinschaftlichen Tangenten haben, 
höchstens zwei Contingcnzpnnkte existiron können. — Aus den zuletzt anfge- 
stclltcn notrachtungen ziehen wir nun den Schluss: Zwei Kegelschnitte 
welche sich in weniger als vier reellen Punkten schneiden, 
haben höchstens zwei gemeinschaftliche Secantennnd wenn 
sic von weniger als vier reellen gemeinschaftlichen Tan- 
genten berührt werden, so haben sie höchstens zwei Con- 
tingcnzpunktc. 

Wir wollen nun zeigen , dass es in der Ebene zweier Kegelschnitte immer 
mindestens zwei gemeinschaftliche Socanten und zwei Contingenzpunkte gibt. 

K nnd /f, seien irgend zwei in derselben Ebene befindliche Kegelselinittc 
und w (Eig. ßl) eine beliebige Gerade dieser Ebene. Wie bereits gezeigt wurde 

13 * 
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liegen alle Pankte, welche den Ponkten von m sowohl in Bezog aof K, als aoch 
auf A’, conjugirt sind, aof einem Kegelschnitte k, der durch dia Pole M and üf, 

von m Idndorchgeht (Satz BO, 2. 
Abschnitt), und dieser Kegelschnitt 
entbftit s&mmtliche gemeinschaftliche 
Pole von K and A,. Einer dieser 
Polo sei der Punkt i’, ferner seien B 
und A, zwei in Bezog auf beide Ke- 
gelschnitte conjugirtc Punkte , von 
denen B in m und A, in k gelegen 
sein soll. Die Gerade MB, ist dieser 
Annahme gemäss die Polare des Punk- 
tes A in Bezug auf A. Der Schnitt- 
(lunkt von MB, mit ni heisse D 
Endlich bezeichnen wir die Polare des gemeinschafi liehen Poles A durch p und 
den Schnittpunkt von pmit m durch A. Verbindet man Amit B,, so ergibt sieb im 
Schnitte von PB, mit»» ein Punkt G, welcher dem Schnittpunkte C\der Geraden AB, 
und AAin Bezug onf beide Kegelschnitte conjngirtist, wiewirnnn zeigen werden. 

Die Punkte M und A sind dem Punkte A in Bezug auf A conjugirt, nach- 
dem A in der Polaren m von M und auch in der Polaren p von A liegt ; daher 
ist MP die Polare von A rllcksichtlich K. — Den Schnittpunkt von MP mit m 
neunen wir JR und der Durchschnitt von MC, mit «» heisse F. — Nachdem E 
in der Polaren von A rhcksicbtlicb A liegt, so sind A and E copjugirte Punkte 
und ebenso mOssen A und D einander in Bezug auf A conjugirt sein, da der Punkt 
D in der Polaren MB, von A gelegen ist. Die Pankte MB, C, P bilden die 
Ecken eines vollständigen Viereckes. Je zwei von den drei Paaren gegenaber- 
liegcnder Seiten dieses Viereckes schneiden m in zwei einander entsprechenden 
Punkten einer involntorischen Reibe, die mit jener involntorischen Reibe iden- 
tisch sein muss, welche durch die in Bezug auf A cogjugirten Punktpaare ent- 
steht. Denn von diesen beiden Reihen coincidiren die zwei Paare sich entspre- 
chender Pankte A, E und A, D. Es mOssen demnach die sich entsprechenden 
Punkte C und F ebenfalls conjugirtc Punkte in Bezug auf K sein und da dem 
Punkte C auch üf als Pol von «i conjugirt ist, so muss üfF die Polare von Cin Be- 
zug auf A sein, woraus folgt, dass C, dem Pankte C rOcksichtlicb A conjugirt ist. 

Nimmt man nun statt Jlf einen Punkt M, im Kegelschnitte k als Pol der 
Geraden m in Bezug auf K, an nnd fahrt im Obrigen dieselbe Untersuchung mit 
M, durch, welche eben vorgenommen wurde, so ergibt sich, dass C dem Pankte 
C, auch bezüglich des Kegelschnittes A, conjngirtist. 0 und C, sind also 
sowohl rücksichtlich A, als auch A, conjugirtc Punkte und 
da C inmliegt, somuss 0^ in Punkt desKegelschnittesA;sGin. 

Wir haben die doppelt conjugirten Pankte beliebig angenommen und 
gefunden, dass die Geraden AB, und PB sich in einem Punkte C, von k 

. I 


(Fig. ßl.) 
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schDeiden. Zieht man daher umgekehrt aus A irgend eine Gerade AII^, welche 
den Kegelschnitt in irgend zwei Punkten C*, und schncidcl, so muss der 
Schnittpunkt C der Geraden Pi?, mit m ein dem Punkte P, doppelt copjngirter 
sein und ebenso müssen der Schnittpunkt /? von PC^ mit m und der Punkt /?, 
ein Paar doppelt conjugirtcr Punkte bilden. Wird nun ans A an k eine Tangente 
gezogen, deren Berührungspunkt wir T, nennen wollen, so coincidiren die 
Punkte P, und C, in T, und die Punkte R und ü in dem Dnrebsuhnitte T der 
Geraden t» mit ]‘T ^ ; demnach sind T und T, ein Paar doppelt conjugirtcr 
Punkte. Da ferner auch der Punkt P und der Schnittpunkt Q von I*T^ mit j> 
doppelt conjugirtc Punkte sind, so muss PT, eine gemcinschafllicbc 
Sccante sein. Denn eine Gerade, auf der zwei Paare von Punkten {T'J\ und 
PQ) Vorkommen, welche einander in Bezug auf zwei Kegelschnitte conjugirt 
sind, ist immer eine gemeinschaftliche Sccante, nachdem die Doppelpunkte der 
durch diese Punktpaarc bestimmten involntorischcn Kcihc in beiden Curven 
zugleich liegeu. — Es braucht wolil kaum bemerkt zu werden, dass wenn A 
ausserhalb k liegt jedenfalls zwei gemeinschaftliche Sccautcu c.\istircn, weil 
dann von A ans zwei reelle Tangenten au k gezogen werden können. 

Wenn p den Kegelschnitt k schncidcl, so sind liic Schnitl|mnktc zugleich 
die zwei gemeinschaftlichen Pole, welche ausser f ' noch existircu können, denn 
diese Pole liegen, wie bereits erklärt wurde, auf p und zugleich in k. Schneidet 
p die' Curvc nicht, so sind demnach zwei gcmcinscbaftlichc Pole imaginär, ln 
diesem Falle liegt der Punkt A, wie jeder Punkt von p überhaupt, ausserhalb 
k und es ist daher möglich von A aus au k zwei Tangenten zu ziehen. Ist also 
nur ein reeller gemeinschaftlicher Pul vorhanden, so gibt es immer zwei 
gemeinschaftliche Sccantcn. Aber auch iu dem Falle wenn p den Kegelschnitt 
k schneidet, wenn also drei reelle gemeinschaftliche Pole P, c.xisliren, 

müssen K und ff,, zwei gemeinschaftliche Secanten haben, denn diu Gerade ni 
muss mindestens eine der Seiten des Dreieckes PP^P^ ausserhalb k 
schneiden ; von diesem Scluiittpunkiu aus lassen sich zwei reelle Tangenten an 
k ziehen und es gibt somit auch zwei gemeinschaftliche Secanten. Dieselben 
geben, wie leicht begreiflich, durch jenen Eckpunkt des gemeinschaftlichen 
Polardreieckcs, welcher der Seite gegenüberliegt, aus deren Schnittpunkt mit 
m man reelle Tangenten an k zu ziehen vermag. — Es zeigt sich demnach, 
dass zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte immer zwei gemein- 
schaftliche Secanten haben. 

In ganz analoger Weise kann man sich überzeugen, dass zwei in derselben 
Ebene befindliche Kegelschnitte stets zwei Contiugenzpunkte besitzen ; wir können 
somit den Satz aufstcllen : 

86. Zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte 
haben mindestens zwei gemeinschaftliche Sccantcn und zwei 
Contingonzpunkte, also auch immer vier aber nicht mehr 
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(reelle oder iniagiiiaro) Punkte und vier aller iiiclit mehr 
(reelle uder iinagiiiärc) Tauge ulen gcDicin. 

Liegt eine der genieiieieliafllielieu Seeuiiteii zweier in derscibeii Eliciic 
befindlicher KegclKcliiiitte K und K^ in uiiendliclier Lutl'crnuiig, so bestehen 
zwischen diesen Curvcu bciiicrkenswerthc Ueziuhuugen. — Man nennt zwei 
solche Cnrven homothetischc Kegelschnitte. — Naclidein je zwei 
Punkte A und zl, der gemeinschaftlichen Secante », welche riicksichtlicli K 
einander conjugirt sind, es auch in Hezug auf A', sein müssen, so gehen die 
heiden Polaren von A durch A,, d. b. die Polaren irgend eines Punktes von a 
Schneiden sich in einem Punkte dieser äccunte. Letztere liegt aber in 
unendlicher Entfernung, cs sind daher die Polaren von A Durchmesser der 
zwei Kegcischnitto und müssen zu einander parallel sein, weil sie sich im 
unendlich fernen Punkte zl, schneiden. Ist nun M der Mittelpunkt von K, also 
der Pol von a in liczug auf A’, so liilden die Geraden .1/zi und MA, ein Paar 
conjugirter Durchmesser. Ebenso sind Hf^A und flf, zl, zwei conjugirte Durch- 
messer, wenn ü/, den Mittelpunkt der Curvc A', bezeichnet. Da MA und M^A, 
sowie auch MA, und M,A, wegen der unendlich grossen Entfernung von A 
und A, zu einander parallel sind, so können wir scliliessen, dass zwei parallelen 
Durchmessern von K und K, zwei parallele Durchmesser dieser Curvcu 
conjugirt sind. Es gilt also der Satz ; 

87. Parallele Durchmesser zweier homolhctiscbcr Kegel- 
schnitte sind Durchmessern conjugirt, welche ebenfalls zu 
einander parallel laufen. 

Auch der folgende Satz lasst sich nun leicht beweisen : 

88. Wenn zwei Paare conjugirter Durchmesser eines Kegel- 
schnittes zu zwei Paaren conjugirter Durchmesser eines 
andern, in derselben Ebene befindlichen Kegelschnittes 
parallel lanfen , so sind die beiden Kegelschnitte hoino- 
thetiseb. 

Um dies cinzuscheii bat man nur zu berücksichtigen , dass die zwei Paare 
conjugirter Durchmesser des einen oder des anderen Kegelschnittes die unendlich 
ferne Gerade in zwei Paaren von Punkten schneiden, welche in Rezug auf beide 
Kegelschnitte einander conjugirt sind. .\us diesem Umstande folgt niimlicii un- 
mittelbar, dass die unendlich ferne Gerade eine gemeinschaftliche Secante beider 
Ciirven ist. 

Zwei in derselben Ebene befindliche Kreise sind immer homothetisehe 
Kegelschnitte, nachdem solche Kreise, wie bereits erklärt wurde, stets zwei in 
der unendlich fernen Geraden gelegene imaginäre Piinklc gemein haben, woraus 
gefolgert werden muss, dass diese Gerade eine gemeinscbaftliehe Secante der 
beiden Kreise ist. 

Wenn die Asymptoten zweier in derselben Ebene befindlicher Hyperbeln 
parallel laufen, so sind die beiden Curvcu ebenfalls homothetisehe Kegelschnitte, 
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nachdem die in nnendlicbcr Enlferuaug gelegenen Schnittpunkte der parallelen 
Asymptoten gemeinschaftliche Punkte der zwei Hyperbeln bilden. 

Zwei Parabeln, welche in derselben Ebene liegen und parallele Axen 
haben, sind auch bomotbelischo Curvon. Denn zwei sulche Parabeln berflbren 
sich in jenem Punkte der unendlich fernen Geraden, gegen welchen die Axen 
convergireu, woraus inan schlicsseu kann, dass die unendlich ferne Gerade eine 
gemeinschaftliche Secanle sei, bei welcher die zwei Schnittpunkte coincidiren. 

Dass zwei hoinotbclischo Kegelschnitte höchstens zwei in endlicher Ent- 
fernung gelegene reelle oder imaginäre Schnittpunkte haben können , folgt un- 
mittelbar aus dem obigen Satze 86. 

Beröhren sich zwei Kegelschnitte in zwei reellen oder imaginären Punkten 
der unendlich fernen Gcrailen, so haben die beiden Curven denselben Mittel- 
punkt, und liegen also concentrisch. Denn die unendlich ferne Gerade ist in 
diesem Falle eine Bertthrnngssebno, woraus folgt, dass ihr Pol (der Mittelpunkt) 
in Bezug auf beide Kegelschnitte ein und derselbe Punkt sein muss. Zwei solche 
Kcgelscbnitle sind offenbar auch hoinothetische Curven. Sie haben keinen in 
endlicher Entferunug gelegenen reellen oder imaginären Punkt gemein. Liegen 
zwei hoinothetische Kegelschnitte concentrisch, so müssen 
sie umgekehrt auf der unendlich fernen Geraden zwei reelle 
oder imaginäre Berü hrnngspunktc haben. 

Sind K und K^ (Fig. 62) zwei liomothetische Kegelschnitte, Ali und 
CD zwei beliebige Durchmesser von K und A, B, . C, D^ jenes Paar von 
Durebrocssern der Curve /f, , welches dem 
erstcreu parallel ist, so muss AC parallel zu 
A^C^ und AD parallel zu A,D, sein. Um 
dies nachzuweisen, ziehen wir durch D^ eine 
Parallele zu AD und verbinden den zweiten 
Schnittpunkt a dieser Parallelen und der 
Curve K, mit dem Punkte C,. Nach Satz 42, 

2. Abschnitt, geben nC, und rD, die Kiehtungen 
zweier eunjugirtcr Durchmesser von /f, und 
ebenso AC und AD die Kiehtungen zweier 
conjugirter Durchmesser von K au. Nachdem 
rD, parallel zu AD ist, so muss, obigem Satze 
87 zufolge, uC^ parallel zu AC sein, woraus 
wir scblicsscn können , dass die beiden Drei- 
ecke ACD und aC^Di, sowie auch die Drei- 
ecke ACM und aC^M^ einander ähnlich sind. 

Aus der Aebniiebkeit der letzteren zwei Dreiecke folgt, dass die Winkel AMC 
und aM, C, gleiche Grösse haben, was nur möglich ist, wenn a mit A^ coincidirt, 
nachdem auch die Winkel AAfC und A,A7,C, einander gleich sind. Der Um- 
stand, dass R mit A^ coincidiren muss, rechtfertigt nun obige Behauptung und 
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wir konoeii weiter schliesscn, dass die lircieekc AM(! und yl,A/, einander 
ähnlich sind, so wie dass die Proportion besteht : 

AH ; A^It,=CD : C',/),, 

welche aussagt : 

8'd. Dass Laugcnverhaltniss von irgend 4wci parallelen 
Durchmessern zweier homolhctischer Kegelschnitte hat eine 
coustantc Grösse. 

Ans diesem Satze gebt hervor, dass zwei homothetische Kegelschnitte 
immer ähnliche Curven sind. Man nennt sie desshalb and weil sie anch eine 
besondere gegenseitige l.age haben (Satz 87) ähnliche und ähnlich 
liegende Kegelschnitte. 


k> KegelsehnlttbSsr-bel und KeEelsehnlttschaar. 

Unter einem KegelschnittbUschel versteht man die Gesammtheit aller 
Kegelschnitte, welche dieselben vier reellen oder imaginären Punkte gemein 
haben. In einem speciullercn Sinne kann man auch die Gesammtheit irgend 
einer Anzahl solcher Kegelschnitte einen Kegcischnittbfischel nennen. Die vier 
gemeiiisehaftlichcn Punkte heissen die M i 1 1 ul p u nk te des BUscbels. Dezüg- 
lich der Uealität derselben können nur drei Fälle eintreten. Entweder sind alle 
reell, oder zwei reell und zwei imaginär, oder sic sind alle imaginär. Nur im 
ersten Falle hat der KcgelschniUbQschcl sechs eigentliche gemeinschaftliche 
Secanten. Im zweiten ist eine eigentliche und eine ideelle, im dritten sind zwei 
ideelle gemeinschaftliche Secanten vorhanden. 

Eine Kcgelschnittschaar besteht aus der Gesammtheit aller — oder 
auch beliebig vieler — Kegelschnitte, welche dieselben vier reellen oder imagi- 
nürcti Tangenten gemein haben. Diese Tangentun können entweder alle reell 
sein, oder cs sind zwei reell und zwei imaginär, oder es sind alle imaginär. Im 
ersten h’alle hat die Kcgelschnittschaar sechs eigentliche, im zweiten Falle einen 
eigentlichen und einen ideellen, im dritten zwei ideelle Contingenzpunkte. 

Ein Kegcischnittbaschcl ist durch die Angabe seiner vier Mittelpunkte inso- 
ferne bestimmt, als jedeCurve desselben durch die Angabe eines einzigen fönften 
Punktes seiner Ebene vollkommen bestimmt wird. Sind irgend zwei Curven des 
Büschels gegeben, so müssen die vier reellen oder imaginären Schnittpunkte 
derselben die Mittelpunkte des Büschels sein, daher erscheint jede Curve des 
Büschels durch irgend zwei Curven des letzteren und einen einzigen Punkt auch 
vollkommen bestimmt. Da die Mittelpunkte Doppelpunkte jener involutorischcu 
Reihen sind, welche durch die Paare conjugirter Punkte der gemeinschaftlichen 
Secanten gebildet werden, so eracheinen diese Pnnkte umgekehrt auch durch 
die Angabe zweier involntorischcr Reihen bestimmt, wenn vorausgesetzt wird, 
dass jedes Paar sich entsprechender lenkte der letzteren conjugirte Punkte in 
Bezug auf alle Curven des Büschels sein sollen. 
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Sind die gemeinscliaftlirhen Tangenten einer Kegelscbnittarhaar gegeben 
so ist jede Cnrve der Sebaar dureb ein einzige fünfte Gerade, welche diese 
Cnrve berObren soll, vollkommen bestimmt. Jede Cnrve einer Kegelsebnittscbaar 
ist ferner auch vollkommen bestimmt, wenn irgend zwei Cnrven der Sebaar und 
eine Tangente der ersteren Curvc gegeben sind. Die vier gemeinschaftlichen 
reellen oder imaginären Tangenten der zwei gegebenen Cnrven nnd die fünfte 
bekannte Tangente bestimmen nämlich einen Kegelschnitt nnzweidentig. Ebenso 
erscheint jede Cnrve der Schaar vollkommen bestimmt, wenn zwei involutorische 
Strablenbttschel gegeben sind, bei welchen man voranssetzt, dass je zwei sich 
entsprechende Strahlen in Bezng auf sämmtlichc Cnrven der Schaar einander 
conjngirt sein sollen nnd wenn man ansserdem noch eine einzige Tangente der 
betreffenden Cnrve kennt. Die reellen oder imaginären Doppelstrahlen bilden 
nämlich unter der gemachten Voraussetzung die vier gemeinschaftlichen 
Tangenten der Kegelschnittschaar. 

Es seien K und A”, irgend zwei Cnrven eines Kegelschnittbüschels, n und 
h (Fig. I);$) zwei (nach Satz Hß, 2 Abschnitt) jedenfalls vorhandene gemein- 
schaftliche Sccantcn des letzteren, deren Schnittpunkt P kein Mittelpunkt des 
Büschels sein soll, und ni eine 
beliebige Gerade, welche a In A nnd 
6 in B schneidet. Der Punkt 1‘ ist 
nach Satz 82, 2. Abschnitt, für alle 
Cnrven des Büschels ein gemein- 
schaftlicher Pol.' Seine Polare heisse 
p und der Schnittpunkt von p und 
m sei C. Nach Satz 80, 2. Abschnitt, 
liegen die Punkte, welche den 
Punkten von m in Bezug auf K und 
K^ zugleich conjugirt sind, alle auf 
einem Kegelschnitte k. Dieser Kegel- 
schnitt gebt durch die Punkte A^ 
nnd B, , welche entsprechende Punkte beziehungsweise von A und B jener 
involutorischcn Reihen sind, die anf den gemeinschaftlichen Secanten a nnd b 
durch alle Paare conjngirter Punkte der letzteren zu Stande kommen. Der 
Punkt P muss ebenfalls in k liegen, weil er dem Punkte C, der in der Polaren 
von P liegt, rücksichtlich beider Kegelschnitte zngleich conjngirt ist. Ferner 
liegen die Pole M nnd Af, der Geraden m rücksicbtlich K nnd A, anf k, wie 
der Satz 80, 2. Abschnitt, lehrt. Die Tangente / in Jlf des Kegelschnittes k ist, 
wie aus der im vorigen Ka]>itel angcstcllten Untersuchnng bervorgeht, die 
Polare eines Pnnktes T von m in Bezog auf A, dessen Polare in Bezug anf A, 
die Gerade AfAf, bildet. Der Kegelschnitt k muss demnach durch die Punkte 
A,, Bj nnd P gehen nnd ausserdem die Gerade t in M berObren. Diese 
Bedingungen bestimmen k vollkommen. Daraus folgt, dass ein Kegelschnitt k^. 
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wrlrher alle l’unktc t'iiihiill, dio doii I’uuktcn von m in Bczuk auf K und irgend 
«■in« (’urvc des Kogelscbuittbüscliels zugluicli cunjngirt sind, mit dem Kegel- 
sibniUt; k coiiicidirt, na«bd«m «s keinen von k verschiedenen KcKcIschuiU gibt, 
der durch A,, it,, J‘ gebt und t in St berulirt. Wir koiincii hieraus weiter 
sebliessen, dass der l’ol SI.^ der (ieradeii ni in Bezug auf A'j in k liegen iiiusb. 

Die zwei gciiieinscbaftlieben Pole der beiden Kegclsehuittc K und ff,, 
welche ausser i*noeli exisliren, sind, wie bereits gezeigt wurde, die reellen 
oder iiiiaginiii'cii Selinitt|iunkle von p und k. Naelidem nun p und k unverändert 
bleiben, wenn man statt A', irgend eine andere Curve des Kogelscliniltbasebels 
annimint, so folgt, dass es in der Ebene eines Kcgelschnitt- 
h U s c h e I s im allgemeinen nur drei Punkte gibt, welche 
genieinsehaftliube Pule in Bezug auf sammlliche Ourven 
des Busch eis bilden und dass diese ge in e in sc b a f 1 1 ic li c ii Pole 
i III Kege I seli II i 1 1 c k gelegen sind. Volt diesen drei gemeinscbaftliehen 
Polen können zwei imaginär sein. 

Bezüglich der KegelscbniUschaar ergehen sich analoge Resultate; wir 
können somit den Satz aufstclleii : 

‘.10. Oie Punkte, welche 
den Punkten irgend einer 
Geraden m in Bezug auf 
s ä III III 1 1 i c h e C u r v e n eines 
Kegelschnitlbüschcls zugleich 
conjugirt sind, liegen alle 
auf einem einzigen Kegol- 
schnitte k, der auch alle 
Pule von nt in Bezug auf dio 
Uurven dieses Büschels, 
sowie (I i e d r c i i tu a 1 1 g e in o i u c n 
V 0 r h a u d e u c II g e in e i n s c h a f l- 
licheii Pole dcsKegclschnill- 
buschcls enthält. 

Geht m d n r c h einen 
gemeiiischaftliclion Pol i' des 
Büschels, so wird k durch 
ein System von zwei Geraden 
gebildet, wovon eine die 
Polare des Punktes P ist und 
diu andere durch P hiiidurch- 
g c h t. 

Wenn sämmtlichc Curven eines KcgolscliiiiltbUschcls sich in denselben 
zwei Punkten berühren, so tritt der einzig mögliche Fall ein, in welchem cs 
nicht bloss drei, sondern unendlich viele reelle gemciuscbaftlicbe 


Oie Geraden, welche den 
durch irgend einen Punkt SI 
gehenden Geraden in Bezug 
auf sämmt liehe Curven einer 
Kegelschnittschaar zugleich 
conjugirt sind, berühren 
einen einzigen Kegelschnitt 
4', d e r auch alle Polaren von 
fif i n Bezug auf die Curven 
dieser Schaar, sowie die 
drei i in allgemeinen Vor- 
hände ne n ge nie i II s c h a f 1 1 ic h c II 
Polaren der Kegelschnitt- 
schaar berührt. 

Liegt ilf in einer gemein- 
schaftlichen Pol,arcn p der 
Schaar, so wird k durch ein 
System von zwei Punkten 
gebildet, wovon einer der 
Pol von p ist niid der andere 
sich aufyi befindet. 


Digitized by Google 



Kl h II ilthuKchcl « ml KtinlschiiiUseluiur. 


2 (« 


Pule gibt, »le aus (luiii batzo 81, 2. Ab.^ilinitl, uml den zuletzt angestclltrn 
lliitersuehuiigcii licrvorgelit. Itie gciiieinsdiaftlieben Pole liegeu daun alle, aul 
der gcnieinsanien LteruLrungssebuu des Kegulselinillbtiscliels mit Ausinibtne 
eines einzigen, wcleber der Pul dieser Sebue ist. — Wenn saiumtliebe Curven 
einer KegelsebnilUsebaui dieselben zu ei Tangenten in denselben zu ei Punkten 
berübreu, so ist eine solebe Sebaar identiseh mit einem Kegelsebniltbüsebcl der 
eben erwähnten Art. Ks gilt also für eine solebe Kegclsehuittsebaar dasselbe, 
was bezUglieb dieses Ilüsehels bemerkt wurile. 

Ist y irgend ein Punkt der tieradon m (Fig (JA) und Afy, seine Polare 
III Uezug auf die Curve K des KegelsebmUbu.sebels, welebc I’olare den Kegcl- 
subnitl k iu y, sebneidet, so ist y, ein Punkt, der dem Punkte y in Bezug 
auf alle Curven des Büsebels eoiijugirt ist, denn die Polare des Punktes y 
in Bezug auf irgend eine andere Curve des Ilüsehels muss durch y, geben. 
Um dies eiiizuselieii brauebl man nur daran zu denken, dass k durch zwei 
Strableubriscbcl erzeugt wird, deren Btrablen die Polaren der Punkte von m in 
Bezug auf irgend zwei Curven des Büschels sind. Ist z B. M der Pol von m iu 
Bezug auf K und der Pul von m in Bezug auf A'.^, so bilden M und 31.^ die 
Mittelpunkte zweier den Kegelschnitt k erzeugender Btrabicnbüschci. Der dem 
Strahle A/y, entspreebende nauilieb die Polare von y in Bezug auf A'^, muss 
nun die tierado dfjy, sein, welche A/y, in ihrem Scliiiitlpuiiktc mit dem 
Kegelschnitt k trilfl. Nachdem aber die Gerade Afy, den Kegelschnitt ausser 
tu Af nur in dem einen Punkte y, schneidet, so gibt cs nur einen Punkt y,, 
welcher dem Punkte y in Bezug auf K und den beliebig gewühlten Kegelschnitt 
A'.j eoiijngiiT ist. Aus dem Umstande dass A'^ irgend eine Curve des Büschels 
bczeiehnct und dass für jede solche Curve sich derselbe Punkt y, ergibt, können 
wir schlicsscn, dass wenn zwei Punkte y und y, einander in Bezug auf zwei 
Curven des Büschels conjugirt sind, dieselben zwei Paukte einander auch in 
Bezug auf samuitliche Curven des Büschels conjugirt sein müssen. 

Was wir bezüglich des Punktes y gezeigt haben gilt bezüglich irgend 
eines anderen Punktes der Khciic des Kegelschuittbüschcls, nachdem die Gerade 
m. sowie auch der Punkt y in m ganz beliebig gewühlt wnrdcu. 

Für die Kegclschnittschoar findet man analoge iiesultatc, es ergeben sich 
somit die Sätze : 


Dl. Wenn zwei Punkte 
einander in Bezug auf zwei 
Curvcu eines Kegelschuitt- 
bttschcls conjugirt sind, so 
müssen sie cs auch iu Bezug 
auf s ä ni III 1 1 1 c h e Curven 
de 8 Büschels sein. 

D2. Die Polaren irgend 
eines Punktes y in Bezug aul 


Wenn zwei Gerade ciiiau- 
der in Bezug auf zwei Curv cn 
uiucr Kegclschuittschaar con- 
jugirt sind, so müssen sie cs 
auch in Bezug anf sämmtliche 
Curven der Schaar sein. 

Die Pole irgend einer Ge- 
raden q in Bezug auf sämmt- 
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R ä m m 1 1 i c h e Corven eincB liebe Carven einer Kegel- 
Kege IscbnitlbOscbclB geben scbnittHcbaar liegen alle anf 
alle (Inreb ein und denselben ein und derselben Geraden 9 ,, 
Punkt näm 1 icb du rch jenen namlicb anf jener Geraden, 
Pnnkt, welcher dem erstoren wclelio der orsteren in Bezug 
in Bezug auf s ä ni in 1 1 i c b e anf sämmtlicbe Curven der 
Cnrven des Büschels couju- Schaar conjugirt ist. 
girt ist. 

Wenn die im obigem Salze IH) (links) durch m bczcichnete Gerade in 
unendlicher Entfernnng gelegen ist, so sind alle ihre Polo in Bezug auf die 
einzelnen Curven dieses KegelscbnittbUscbels die Mittelpunkte dieser 
Curven. Es müssen also die Mittelpunkte aller Corven eines Kegelschnitt bttschels 
in ein und demselben Kegelschnitte (k) liegen. Der letztere gebt durch die 
gcracinschaftlichcn Pole des Büschels, sowie auch durch die Central- 
punktc jener involutorischer Kcihen, welche auf den gemein- 
scbaftlichcu Sccaiilon des Büschels durch conjugirto Punkte 
zu Staude kommen; denn jedem solchen Ccntralpunkte ist der in m 
gelegene unendlich ferne Punkt der betreffenden gemcinsehafllic.bcu Sccautc 
in Bezug auf alle Curven des BUsclicIs conjugirt. Die genannten Ccntralpunkte 
sind zugleich die II a Ib i r u n g s p u 11 k l e der von je zwei gemeinsamen 
Punkten des KegcIsclinittbUsehcIs begrenzten Strecken, nachdem je zwei solche 
gemeinsame Punkte zugleich die Doppelpunkte der erwähnten iiivolutorischcn 
Reihen bilden. 

Belindel sich der im Satze 90 (rechts) durch M bezcichnctc Punkt in 
unendlicher Entfernung, so gehen alle seine Polaren rUcksichtlich der einzelnen 
Curven der Kegcischnittsehaar in Durchmesser über. Demnach berühren 
alle einer bestimmten Kichlnug ennjngirlen Durchmesser der Curven einer 
Kcgelschniltschaar ein und denselben Kegelschnitt, welcher dem Salze 90 
zufolge auch von den gcmcinschaftliebcu Polaren der Schaar berührt wird. 

Es ergeben sich hieraus folgeude Sätze: 

93. Die Mittelpunkte aller Corven eines Kegolschnitt- 
buschels liegen auf einem und demselben Kegelschnitte, 
welcher auch durch die gemeinschaftlichen Pole des Büschels 
hindurchgeht. 

94. Die einer bestimmten Richtung conjugirten Durch- 
messer aller Corven einer Kegelscbn ittschaar berühren ein 
und denselben Kegelschnitt, welcher auch die gemeinschaft- 
lichen Polaren der Schaar berührt. 

Aus den obigen Sätzen 92 ergeben sich, wenn man den im Satze links 
durch Q bezcichncten Punkt und die im Satze rechts durch q bozcichneto 
Gerade in unendlicher Entfernung annimmt, die folgenden speciellen 
Sätze: 
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Kegelschnittbmchel ufid Kegehchmtlschaaf. 

95. Die einer bestimmten Richtung conjngirlen Darch- 
messer aller Carven eines KegelscbnittbQscliels scbneiden 
sich in einem einzigen Ponkte. 

9ü. Die Mittelpunkte aller Curven einer Kegel sc lui it t- 
srbaar liegen auf ein und derselben Geraden. 

Ist k der Kegelselinitt, welcher alle Punkte enthält, die den Punkten einer 
beliebigen Geraden in in Uezng auf sämmtliche Curven eines Kegelschnitt- 
bQschels zngleich conjugirt sind (Satz 90), und schneidet m die Cnrve k in deu 
Punkten D und D^, so müssen letztere Punkte einander in Bezug auf alle 
Curven des Büschels conjugirt sein. Um diese Behauptung zu rechtfertigen, 
nehmen wir an K und JT, seien zwei Kegelschnitte des Büschels, welche die 
Gerade m berühren. — Im Kapitel f des zweiten Abschnittes wurde gezeigt, 
dass es entweder keine oder zwei reelle Kegelschnitte gibt, welche durch vier 
Punkte gehen und eine Gerade berührcii. Wir setzen voraus , K und 
seien reell. — Die Berührungspunkte von K nnd K^ mit m sind die Pole 
von m in Bezug anf diese zwei Kegelschnitte, folglich müssen sie nach Salz 90 
in dem Kegelschnitte k liegen, d. b. die Berührung von K und /f, mit der 
Geraden m erfolgt in jenen Punkten D nnd D, , in welchen m den Kegelschnitt 
k schneidet, nnd umgekehrt. Wenn nt die Cnrve k in imaginären Punktep 
schneidet, so sind demnach K nnd K^ nicht reell vorhanden. Es frägt sich nun 
welchen Punkten sind D und D, in Bezug auf sämmtliche Curven des Büschels 
zngleich conjugirt? Dem Punkte D muss jedenfalls ein Punkt conjugirt sein, 
welcher anf m liegt, weil m die Polare von D in Bezug auf K ist. Nach 
Satz 90 muss aber der dem Punkte D in Bezug auf sämmtliche Curven dos 
Büschels conjngirlc Punkt auch in k liegen, folglich können dem Punkte D nur 
D oder D, in Bezug anf alle Curven des Büschels conjugirt sein. Von diesen 
zwei Punkten entspricht jedoch nur D, der gestellten Anfordemng, denn D 
kann im allgemeinen nicht sich selbst rücksichtlich aller Curven conjugirt sein, 
nachdem diese Eigenschaft, wie leicht einzusehen ist, nur den vier gemeinsamen 
Punkten des Büschels znkommt Wir müssen also schliessen, dass D nnd 2), , 
aber auch nur diese zwei Punkte von m, einander in Bezug auf sämmtliche 
Curven des Büschels copjngirt sind. 

Für die Kegclschnittscboar ergeben sich durch analoge Betrachtungen 
ähnliche Resultate. Ist k jener Kegelschnitt, der von allen Geraden berührt 
wird, welche den durch irgend einen bestimmten Punkt M gehenden Geraden 
conjugirt sind, so findet man, dass die ans üf an A gezogenen Tangenten 
einander in Bezug auf sämmtliche Curven der Schaar conjugirt sein müssen. 
Ansser diesen Tangenten gibt es keine zwei anderen durch M gehenden Geraden, 
welche die genannte Eigenschaft haben. — Es ergeben sich also die Sätze; 

97. Ist k jener Kegel- Ist k jener Kegelschnitt, 
schnitt, welcher alle Ponkte der von all en Geraden berührt 
enthält, die den Punkten einer wird, welche den durch einen 
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2<m; 

lielii-liigfMi Oeraden m in Bo- l)ol i obigon Punkt M gohcndcii 
ziii» auf sfimmtlidic Ourvon (ic'radoii in Bozuß auf sämml- 
einos K n ß c Isc li ni 1 1 liüscliola liolie Curvcn oiuer Kcgel- 
conjußirt sind, so bilden die seh iiiltscb aar oonjußirt sind, 
?.wci Hrbnittpunkte von m mit so bilden die aus lU au k 
k das e i n z i R e Paar von r e z o r o ii e ii T a n r e n t e n das 
Punkten der Ciorado n »/ welebo cinziRo Paar von Geraden, 
einan<lor rUnksiobtlirb aller welolio dnrob M Robcn und 
Curvon des Büsebols eonjii- einaniler r il e k s i ob 1 1 ioli aller 
Rirt sind. Ctirven der Schaar conjuRirl 

sind. 

null A'j seien nun zwei beliebiRO Curvcn des KeRelscbniltbilscbels, 
welche m bezieboiiRsweise in den Pnnkipaarnn A, uuil 7», 7?j schneiden. 
Auf der Geraden m kommen durch alle in Bcziir auf K ^, sowie durch alle in 
BezuR anf einander eonjnRirten Punkte zwei involutorisehe Reiben zu Stande, 
die ihre Doppelpunkte boziebunRsweise in A. A^ und H, ft^ baben. Nnehdom 
die Schnittpunkte D, 7), von m und k einaiidei' rlleksiehtlicb aller Curvcn iles 
Bflscbels, also auch in Bozur auf und coiijuRirt sein müssen, so trennen 
7) und D, sowohl die Doppelpunkte A und A,, als auch li und /?, harmonisch, 
wor.ans folßt, dass die zuletzt Rcnanutcn sechs l’nnkte eine involutorisehe Reihe 
bilden, deren Doppelpunkte D und 7), sind (Siehe Satz :">(», 1. Abschnitt, und 
die demselben beiRcfilgten BemerkuuRcn). Die Kegelschnitti' K., und K.^ wurden 
Ranz hcliebiR auRenommen, heissen daher C und (7, die Sebnittpunkte von m 
mit irgend einer dritten Curve des Büschels, so bilden auch A. A,, 7), /),, 
C und C, sechs Punkte einer involutorischen Reihe und zwar derselben Reihe, 
welcher 7? und ß, ebenfalls auRehöreii (Satz 5S, 1. Abschnitt). Wir ziehen ans 
dieser UntersnehnnR den Schluss, dass die Schidttpnnktc von m mit sfimmtlichen 
Cnrven des KcRelschnittbUschels eine involutorisehe Reihe bilden, deren Doppel- 
punkte D und 7), sein müssen. 

BezÜRlich der KcRelschnittschaar erhält man analoge Resultate; cs Reiten 
somit die Sätze : 

5)8. Die Schnittpunkte Die von irgend einem 

irRcnd einer Geraden mit den Punkto ansgebcndcnTauRcnten 
Curvcn eines KeRclschiiitt- an die Ctirven einer KcrcI- 
büschels bilden eine involu- sch nittschaar bilden einen 
torische Reihe. Entsprechende involutorischen Strahlen- 
Pnnktc der letzteren sind jo büschol. Entsprechende Strah- 
zwei in derselben Curve len des letzteren sind je zw ei 
geleRenc Schnittpunkte. dieselbe Curve berührende 

TaiiRcnten. 

Nachdem je zwei Rcmeinschaftliche Secanten eines KeRclschnittbüschels, 
welche sieb nicht in einem der vier Remeinsameu Punkte des letzteren schneiden. 
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als oiii dem Büschel angehöriger Kegelschnitt bolrachlet werden können and 
zwei Contingcnzpniikto einer Kegelschnittsc.liaar, welche nicht in derselben 
gemeinsamen Tangente liegen, anch als ein zur Schaar gehörender Kegelschnitt 
anfzofasscD ist, so erscheinen die Sätze 20, 2. Abschnitt (von denen der Salz 
links der „Satz des Desargues“ genannt wird), als Speeialitäten der eben 
angeführten Sätze. 

Wenn zwei gemeinschaftliche Secanten eines Kegelschnittbüsehels, welche 
sich in keinem der Mittelpunkte des letzteren schneiden, zn einander parallel 
sind, so liegt einer der gemeinschaftlichen I’ole P des Büschels, nämlich der 
Schnittpunkt dieser parallelen Secanten, in unendlicher Kntfernnng (Satz S2, 
2. Abschnitt). Daher geht die nnendlich ferne Gerade der Ebene des Büschels 
unter der gemachten Voranssetznng durch P, woraus folgt, dass alle Polo der 
unendlich fernen Geraden in Bezug anf sämmtliehe Curven des Büschels, 
nämlich alle Mittelpunkte dieser Curven, auf der Polaren des Punktes P liegen 
müssen. Hat ein Kegclschnitthüschel zwei solcher Paare von parallelen 
gemeinschaftlichen Secanten, so geht die nnendlich ferne Gerade durch zwei 
gemeinschaftliche Pole nnd bildet somit eine gemeinschaftliche Polare iles 
Büschels. Der Pol der nnendlich fernen Geraden ist dann ein gemeinschaftlicher 
und zugleich der Mittelpunkt aller Cnrvcn des Büschels. Es gilt somit 
der Satz: 

!iy. Hat ein Kngelschnittbüs diel ein Paar von parallelen 
gemeinschaftlichen Secanten, deren nnendlich ferner Schnitt- 
punkt kciiiMitleIpnnktdesBüschclsist, soliegendie Mittel- 
punkte aller Curven des Büschels anfeinnnd derselben Gera- 
den, welche zugleich eine gemeinschaftliche Polare bildet. 
Gibt es zwei solche Paare von parallelen gemeinschaft- 
lichen Secanten, so haben alle Curven des Kegelschnitt- 
büscbcls ein und denselben Mittelpunkt, wclcbcr zugleich 
ein gemeinschaftlicher Pol sein muss. 

Ist die nnendlich ferne Gerade eine gemeinschaftliche Secante eines 
KegelsehnittbOschcls, so liegt ein gemeinschaftlicher Pol auf dieser Geraden, 
nämlich der Schnittpunkt der letzteren mit der jedenfalls vorhandenen zweiten 
gemeinschaftlichen Secante. Die Pole der nnendlich fernen Geraden in Bezug 
auf sämmtliehe Curven des Büschels liegen demnach in diesem Falle auf ein 
und derselben Geraden (Satz 5)0, 2. Abschnitt) und zwar auf der Polaren des 
erwähnten gcmcinscbaftlichcn Poles. Je zwei Cnrvcn eines solchen Büschels 
sind homothetische Kegelschnitte. — Aus dieser Betrachtung ergibt sieb 
der Satz : 

100. Die Mittelpunkte aller Curven eines Kegclschnitt- 
büschels, der eine in unendlicher Entfernung gelegene 
gemeinschaftliche Secante hat, liegen auf ein und derselben 
Geraden. 
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(Fig 64.) 


Wir wollen nun annehmcti, cs beBndc sieb io der Ebene eiiieaKegcIschnitt- 
büsrbels irgend ein Kegelscbuitt k (Fig. t>4) , weleber durch zwei Mittelpunkte 
A und B des Büschels gebt. C und D seien die znei übrigen Mittelpunkte, 

K eine beliebige Oiirve des Büschels und 
Ti, S die zwei Schnittpunkte vpn K und 
k, welche ausser A und B noch vor- 
handen sein müssen. Ucu Durclischnitts- 
liunkt der bciiien geineinschafilichen 
Secanten dos BU.schels AB und CD 
nennen wir G, der Sehnitt|)unkt von BS 
und CD heisse II und die Schnittpunkte 
von CD mit k seien K und F. Biesen 
Vorunssetzungen gemäss bilden die 
['unkipaare (1 II, CD uud EF nach Satz 
98, 2. Abschnitt, Paare entsprechender 
Punkte einer involulorisclicn Reihe; 
denn man kann K und k als Curven eines Kegelse.hnittbUsclicIs betrachten, 
dessen Mittelpunkte ABBS sind. Diese involutorische Reihe wird durch die 
Punkte CDEF vollkommen bestimmt, insoferne, als zu jedem 1‘unkto der Ge- 
raden CD (z. B. G) sich nur ein einziger Punkt (II) al.s entsprecheuder Punkt 
der Reihe ergeben kann. Nimmt man daher statt K irgend eine andere Curvc 
K^ des Kegelschmttbüschels (mit den Mittelpunkten ABCD) an, so muss k die 
Curve in zwei Punkten .R, , S^ trefTcn, deren Verbindungslinie ebenfalls durch 
H geht. — Für die Kegelschnittschaar findet man ein analoges Resultat. Sind 
nämlich abcd die vier gemeinschaftlichen Tangenten einer Kogcischnittschaar und 
nimmt man irgend einen Kegelschnitt k an, welcher zwei dieser Tangenten, etwa a 
und b, berührt, so liegen die Schnittpunkte der zwei ausser a und b noch vor- 
handenen gemeinsamen Tangenten von k und irgend einer Curve der Schaar auf 
einer Geraden, welche durch den Schnittpunkt von c uud tl geht. Es gelten 
somit die folgenden Sätze : 



101. Legt man durch zwei 
von den vier Mittelpunkten 
aDcd eines Kegelschoitt- 
bUscbcls, etwa durch A und 
Zieinen beliebigen Kegel- 
schnitt, so schneidet derselbe 
jede Curve des Büschels im 
allgemeinen noch in zwei 
Punkten. Die Verbindungslinie 
von je zwei solchen Punkten 
treffen sich in ein und dcin- 
selbeu Punkte, welcher auf 


Legt man berührend an 
zwei von den vier gemein- 
samen Tangenten abcd einer 
Kegcischnittschaar, etwa a und 
b, cincu beliebigen Kegel- 
schnitt, so hat derselbe mit 
jeder Curve der Schaar im 
allgemeinen noch zwei Tan- 
genten gemein Die Durch- 
schn ittspnnkte von je zwei 
solchen Tangenten liegen auf 
ein und derselben Geraden, 
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der Kcnieinscliaftliclion welchedurcli den Schnitt pankt 
S e c a n t e CD liegt, voiicnnddgebt. 

Nimmt man an, der dnreh A nnd li gehende Kegelschnitt (Satz links) 
bestehe aus einem Systeme von zwei Geraden g und , wovon die eine durch 
A, die andere durch B geht, so bilden die Schnittpunkte dieser Geraden mit 
den Cnrven des KQscheis zwei Pnnktreihen, welche perspectivisch liegen müssen, 
nachdem die Verbindungslinien von je zwei in derselben Ciirve liegenden 
Sebnittpunkten dem obigen Salze zufolge in ein und demselben Punkte der 
gemeinschaftlichen Secantc CD zusanimcntreffen. Wählt man statt </, irgend 
eine andere durch H gehende Gerade so gilt für// uml g^ offenbar^dasselbe, 
was bezüglich g und .< 7 , gezeigt wurde. Garaus gebt hervor, dass die Punktreihen, 
welche auf den beliebigen, durch B gehenden Geraden //, und g^ liegen, 
projectivisch verwandt sein müssen. — Wird angenommen, der im 
obigen Satze rechts erwähnte Kegelschnitt, welcher a nnd h berührt, bestehe 
ans einem Systeme von zwei Punkten Pund P, , wovon der eine in a der andere 
in b gelegen ist, so bilden die Tangenten, welche von P nnd P, aus an säinmt- 
liche Curven der Schaar gezogen werden können, zwei perspectivisch liegende 
StrahlgnbOschel. Denn obigem Salze zufolge schneiden sich je zwei solcher, 
dieselbe Cnrve der Schaar berührende Tangenten in ein und derselben durch 
den Schnittpunkt von c nnd d gehenden Geraden. Nimmt man statt P, einen 
andern Punkt Pj von h an, so ergibt sich für P uml Pj dasselbe, was für P und 
P, nachgewiesen wurde, woraus folgt, dass der Strahlcnbüschel mit dem Mittel- 
punkte Pj nnd jener mit dem Mittelpunkte P„ projectivisch verwandt sind. 

Durch diese Betrachtungen erscheinen folgende Sätze gerechtfertigt : 
102. Die Schnittpunkte der Die Tangenten der Cur- 

Curven eines Kegelschnitt- v e n ei n e r K e ge 1 sc h n i t tschaa r, 
büschels mit irgend zwei welche von zwei in einer der 
durch einen der Mittelpunkte gemeinsamen Tangenten ahed 
A BCD des Büschels gehenden der Schaar gelegenen Punk- 
Geraden bilden zwei projec- tenansgehen,bildenzweipro- 
tivisebe Punktreihen. Gehen jcctivischc Strahle nbOsc hei. 
die zwei Geraden durch Liegen die zwei Punkte in 
verschiedene Mittelpunkte verschiedenen gemeinsamen 
A nnd B, so liegen diese Tangenten a nnd b, so befin- 
zwei Reihen perspectivisch. den sich diese zwei Strahlen- 
I br Proj ec tio n scent r u m befi n- büschel in perspecti vischer 
det sich in CD. Entsprechende Lage. Ihr Durchschnitt geht 
Punkte der zwei Reihen sind durch den Schnittpunkt von 
je zwei in derselben Cnrve enndd Entsprechende Strah- 
gelegene Schnittpunkte. len der zwei Büschel sind je 

zwei dieselbe Curve berüh- 
rende Tangenten. 

StftQdtst* L«lirbiich der neueren Qeometrie. 14 
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Aas dem Satze 101 (links) ergibt sinh der folgende, wenn man annimmt 
dass der Kegelschnitt zwei unendlich ferne Mittelpunkte habe, also ans einem 
Systeme homothetiscber Kegelschnitte bestehe; 

103. Hat ein KegelschnittbOschel eine n nendlich ferne 
gemeinschaftliche Secante und legt man durch die zwei 
nicht in dieser Secante gelegenen Mittelpunkte des Bü- 
schels irgend ei ne n K ege I sch ni 1 1, so schneidet der letztere 
jede Cnrve des BQschels im allgemeinen noch in zwei Punk- 
ten. Die Verbindungslinien von je zwei solchen Punkten sind 
alle zu einander parallel. 

Der Satz 101 (links) gibt uns ein Mittel an die Hand, die ideelle gemein- 
schaftliche Secante zweier Kegelschnitte K und üf, zu construiren, wenn zwei 
nicht auf dieser Secante gelegene Schnittpunkte A und B der beiden Kegel- 
schnitte bekannt sind. Man legt durch A und B irgend einen Kegelschnitt k, 
welcher K in R, S und A', in Ä,, S, schneidet; die Verbindungslinien BS und 

treffen sich dann in einem Punkte der gesuchten ideellen Secante. Dasselbe 
Verfahren liefert einen zweiten Punkt dieser Secante, wenn man statt k irgend 
einen andern , die Curven K und ATj schneidenden Kegelschnitt annimrot, 
welcher durch A und B gebt. Eine specielle Anwendung findet das eben 
erklärte Verfahren, wenn es sich darum handelt, die in endlicher Ent- 
fernung gelegene gemeinschaftliche Secante zweier Kreise 
K und Jfj , welche keinen reellen Punkt gemein haben, zu 
ermitteln. Man zieht irgend einen dritten Kreis k, welcher K und K^ 
beziehungsweise in B, S und B^, jS, schneidet. Der Schnittpunkt von BS und 
B^S^ ist ein Punkt der gesuchten Secante. Ein zweiter Punkt ergibt sich auf 
gleiche Weise. Um die Richtigkeit dieses Verfahrens einzuseben braucht man 
nur daran zu denken , dass alle in ein und derselben Ebene befindliche Kreise 
eine unendlich ferne gemeinschaftliche Secante haben. 

Ein System confocalcr Kegelschnitte bildet eine Kegelscbnittschaar 
mit vier imaginären Tangenten. Ist nämlich F ein gemeinschaftlicher Brenn- 
punkt der Curven eines solchen Systems und K irgend eine Cnrve des letzteren, 
so bildet F den Mittelpunkt eines involutorischen StrahlenbQschcls S , in wel- 
chem je zwei sich entsprechende Strahlen rOcksicbtlich K conjugirt sind und auf 
einander senkrecht stehen. Durch die Angabe des Punktes F allein erscheint 
somit S, unabhängig von der Cnrve K, vollkommen bestimmt , da der BOschel S 
eine rechtwinklige Involution bildet. Jedes Paar entsprechender Strahlen des- 
selben ist also nicht bloss rUcksichtlich K conjugirt, sondern auch in Bezug auf 
jeden beliebigen Kegelschnitt, der einen Brennpunkt in F hat. Hieraus folgt, 
dass die Doppelstrahlen von S imaginäre Tangenten aller Curven, des in Rede 
stehenden Systems confocaler Kegelschnitte sein mQssen. Nachdem fär den 
zweiten Brennpunkt A*, dasselbe gilt, was bezüglich des Punktes F bemerkt 
wurde, so hat das genannte System vier gemeinschaftliche imaginäre Tangenten 
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nnd bildet somit eine Kegelscboittscbaar. F and F^ siud zugleich die zwei 
Contigenzponkte dieser Schaar. 

Durch jeden Punkt der Ebene einer Schaar, confocaler Kegelschnitte 
geben zwei Cnrven der Schaar, welche sieb rechtwinklig durchschneiden. (Sätze 
56 nnd 57, 2. Abschnitt). Die eine dieser Cnrven ist eine Ellipse, die andere 
eine Hyperbel, wenn beide Brennpunkte in endlicher Entfernung liegen. Befindet 
sich ein Brennpunkt in unendlicher Entfernung, so siud selbstverständlich alle 
Cnrven der Schaar Parabeln. • 

Aus dem Umstande, dass eine Schaar confocaler Kegelschnitte ein und 
denselben Mittelpunkt hat, folgt , dass die unendlich ferne Gerade, 
nämlich die Polare des Mittelpunktes, eine gemeinschaftliche Polare 
der Schaar ist, und dass der Mittelpunkt selbst demnach ein gemeinschaft- 
licher Pol sein muss. Da die Axen aller Cnrven der Schaar zusammenfallen, so sind 
die in den Endpunkten der Hauptaxen gezogenen Tangenten zu einander parallel 
und ebenso die Tangenten in den Endpunkten der Nebenaxen, woraus folgt, d a s s 
diebeidenAxengcmeinschaftlichePolarenderSchaarbilden. 

Ist P irgend ein Punkt in der Ebene der Schaar, so geben, wie bereits 
erwähnt, durch denselben zwei sich rechtwinklig schneidende Cnrven K und if, 
der Schaar. Die Tangenten dieser Cnrven in P sind zwei Gerade , welche ein- 
ander sowohl in Bezug auf K , als auch auf coqjugirt sind , denn jede geht 
durch den Pol der andern , folglich müssen sie nach Satz 9U, 2. Abschnitt, ein- 
ander in Bezog auf sämmtliche Cnrven der Schaar conjngirt sein. Wir scbliesseu 
liierans, dass je zwei Gerade, welche einander in Bezug anf sämmtliche Cnrven 
der Schaar conjngirt sind, anf einander senkrecht stehen müssen, nachdem eine 
Gerade, wenn sie keine gemeinschaftliche Polare ist, nur einer einzigen Geraden in 
Bezog aufsämmtliche Cnrven der Schaar conjngirt sein kann. Es gilt somit der Satz; 

104. Je zwei Gerade, welche in Bezug auf- sämmtliche 

Curven einer Schaar confocaler Kegelschnitte conjugirt 
sind, stehen auf einander senkrecht. ^ 

Sämmtliche Gerade, welche den durch irgend einen bestimmten Punkt P 
gehenden Geraden in Bezog auf alle Cnrven der Schaar conjugirt sind, berühren 
ein nnd denselben Kegelschnitt k (Satz 90, 2. Abschnitt). Dieser Kegelschnitt 
ist immer eine Pa rabel, nachdem A; auch die gemeinschaftlichen Polaren der 
Schaar, also die nnendlicb ferne Gerade berühren muss. Heissen g nnd g^ die 
durch P gehenden, in Bezug anf sämmtliche Cnrven der Schaar conjugirten Gera- 
den, so berühren g und g^ die erwähnte Parabel ebenfalls. Nachdem nnn diese 
Parabel die beiden Axen (als gemeinschaftliche Polaren) nnd die anf einander 
senkrecht stehenden Geraden g nnd g^ tangirt, so muss die Verbindungslinie des 
Punktes P mit dem Mittelpunkte der confocalen Cnrven die Leitlinie der 
Parabel sein (Satz 71, 2. Abschnitt). Wir können somit den Satz anfstellen: 

105. Alle Geraden, welche den durch irgend einen 
bestimmten Punkt P gehenden Geraden in Bezog anf sämmt- 

14* 
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Zweiter Abschnitt. Berührung zweiter uml dritter Ordnung 


liehe Cnrven einer Schaar confocaler Kegelschnitte con- 
jugirt sind, berühre n eine Parabel. Die Axen der Schaar 
tangiren letztere ebenfalls und die Verbindungslinie des 
Punktes P mit dem Mittelpunkte der Schaar ist die Leit- 
linie dieser Parabel. 


I) IterQhmng zweiter und dritter Ordnung zwischen zwei Kegeisehnitten. — 
KrÜmmangshalbmesser. 

Zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte haben immer vier 
(reelle oder imaginäre) Punkte gemein (Satz 8ü, 2. Abschnitt). Von diesen vier 
Punkten können zwei oilcr drei coincidiren, oder es können auch alle znsammen- 
fallen. Wir haben bereits gezeigt, dass zwei solche Punkte nur in einem reellen 
Punkte coincidiren und dass eine gemeinschaftliche Secante, ob sic non eine 
eigentliche oder ideelle .sein mag, stets eine reelle Tangente sein muss, wenn 
ihre Schnittpunkte mit den Cnrven in einen Punkt znsammcnfallen. Wenn also 
zwei von den vier gemeinschaftlichen Punkten zweier Kegelschnitte in einem 
Punkte P coincidiren, so haben die zwei Corven in P eine reelle gemeinschaft- 
liche Tangente. Es findet dann zwischen beiden Kegelschnitten eine Be- 
rührung der ersten Ordnung statt. Fallen drei gemeinschaftliche 
Punkte in P zusammen, so müssen die beiden Kegelschnitte in P ebenfalls eine 
gemeinschaftliche Tangente und ausser den in 7^ vereinigten Punkten noch einen 
vierten Punkt gemein haben, welcher immer reell ist, nachdem imaginäre Punkte 
nur paarweise verkommen. In diesem Falle gehen die beiden Curven eine B e- 
rührong der zweiten Ordnung ein. Coincidiren endlich alle vier 
gemeinsamen Punkte der zwei Kegelschnitte in einem einzigen Punkte P, so 
falten auch alle gemeinsamen Secanten in eine Gerade zusammen nnd bilden 
eine Tangente, welche beide Curven in P berührt. Wie leicht einznsehen, können 
die zwei Cnrven ans^r den vier coincidirenden Punkten keine weiteren reellen 
oder imaginären Punkte gemein haben. Zwischen den Kegelschnitten findet in 
diesem Falle eine Berührung dritter Ordnung statt. Eine Berührung 
höherer als dritter Ordnung ist zwischen zwei verschiedenen Kegelschnitten 
nicht möglich, nachdem zwei solche Cnrven, wenn sie fünf Punkte gemein haben 
würden, identisch sein müssten. 

Zwischen zwei verschiedenen Kreisen kann nur eine Berührung erster 
Ordnung stattfinden, denn eine Berflbmng zweiter Ordnung würde bedingen, 
dass die Kreise, ausser den zwei imaginären Kreispnnkten der nnendlich fernen 
Geraden noch drei Punkte, also im Ganzen fünf Punkte gemein hätten. Zwischen 
einem Kreise nnd irgend einem anderen Kegelschnitte ist im allgemeinen nur 
eine Berührnng erster oder zweiter Ordnung möglich. Ist nämlich P irgend ein 
Punkt eines beliebigen Kegelschnittes nnd würde verlangt, dass man einen Kreis 
constmiie, welcher mit dem Kegelschnitte vier in P coincidirende Punkte gemein 
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habe, so wäre der Kreis durch sechs Punkte, und zwar durch die vier Punkte 
in P und die zwei imaginären Kreispunkte der unendlich fernen Geraden 
gegeben. Einen Kreis zu ermitteln, welcher diesen Bedingniigen eutsprichl, würde 
also ini allgeineincu unmöglich sein. 

Von zwei Kegelschnitten , welche eine Berührung höherer als erster 
Ordnung eingehen, sagt man, dass sie in dem Punkte ihrer Berührung oscu- 
liren. Der Berührungspunkt seihst heisst dann der Osculationspunkt. 
Findet zwischen irgend einem Kegelschnitte und einem Kreise eine Berührung 
höherer als erster Ordnung statt, so nennt mau den Kreis einen osculirenden 
oder Krümmungskreis für jenen Punkt, in welchem die Berührung erfolgt, 
und den Halbmesser dieses Kreises den Krümmungs-Halbmesser für 
letzteren Punkt. 

Ist K irgend ein Kegelschnitt und P ein beliebiger Punkt dessclbou, so 
gibt es unendlich viele andere Kegelschnitte /fo, welche mit K im Punkte i' 
eine Berührung zweiter oder dritter Ordnung eingehen, denn Ko ist durch die 
drei, beziehungsweise vier in P vereinigten Punkte nicht vollkommen bestitnmt. 
Unter allen Kegelschnitten jTo gibt cs jedoch nur einen einzigen Kreis, 
welcher mit K im Punkte P osculirt, denn die drei in P vereinigten Punkto und 
die zwei imaginären Kreispunkte der unendlich fernen Geraden bestimmen 
diesen Kreis vollkommen. 

Es soll zunächst erklärt werden, wie mau einen Kegelschnitt ermittelt, 
der mit einem gegebenen Kegelschnitte eine Berührung zweiter Ordnung 
eingcht. Der gegebene Kegelschnitt sei K (Fig. 65) und der Punkt, in welchem 
die Oseubition erfolgen soll , heisse P. 

Die Tangente t in P kann man als eine • 

Sccante der Curvc K betrachten, deren 
Schnittpunkte AmidP in P coincidiren 
Nimmt man nun zwei beliebige Punkte 
C und D in der Ebene von K an und 
betraebtet dieselben, sowie die Punkte 
A und B (nämlich P) als Mittelpunkte 
eines Kegelscbnitibüschcls, so werden 
sntnnitlichc Curven dieses Büschels die 
Gerade i in P berühren, und eine von 
den Curven des Büschels wird mit K 
im Punkte P osculiren, wie aus Folgendem bervorgebt; 

Ist Kj irgend eine Curve des genannten KegelschnittbUscbcls und schnei- 
den sieb K und K^ in den Punkten R uud S, so geht die Gerade RS nach Satz 
101, 2. Abschnitt, durch einen bestimmten Punkt II der Geraden CD, wie man 
auch die Curve AT, annebmen mag. Wird z. B. statt if, das System der zwei 
Geraden PC und PD gewählt und schneiden letztere den gegebenen Kegelschnitt 
if in .Rj und S,, so muss auch R,S^ durch If geben (Vergleiche Fig. 64). Ver- 
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ändert man daher die Cnrve K, derart, dass sic nach und nach mit allen Curven 
des KegclschnittbUschels zusammeufällt, so dreht sich die Gerade BS nm den 
Punkt // und wird einmal mit der Geraden /'// coincidiren. Der Punkt Jl fällt 
dann mit J' und S mit jenem Punkte K zusammen, in welchem Pll den gegebenen 
Kegelschnitt K trifft. FOr diese Lage von RS geht /T, in den Kegelschnitt Ko 
Uber, der in 7* drei Punkte, nämlich A, R und R mit K gemein hat, also mit K 
im Punkte R oscuiirt, und zwar findet zwischen Ko und K eine Berührung 
zweiter Ordnung statt. Dass ausser Ko keine andere Curvc des in Rede stehen- 
den KegclschnittbUschels mit K oscuiiren kann folgt daraus, dass es nur eine 
einzige Lage der Geraden RS gibt, in welcher letztere durch 7' geht. 

Der osculireiide Kegelschnitt Ko ist durch die beliebig gewählten Punkte 
C, I), den Punkt K und die Tangente t mit ihrem Berührungspunkte 7* voll- 
kommen bestimmt und es könnten mit Hilfe des Pascal’schen Satzes beliebig 
viele andere Punkte von Ko ermittelt werden. Indess findet man auch beliebig 
viele Punkte von Ko wie folgt: Man zieht durch V irgend eine Gerade PF, 
welche den Kegelschnitt K^ in F', schneidet, verbindet £,, nämlich den Schnitt- 
punkt von K, und der Geraden /’// mit F’, und bestimmt den Durchsclinitl Q 
der Geraden mit CD. Der Punkt F, in welchem sich die Geraden PF und 

(JF treffen, ist dann ein Punkt von Ko. — Die Richtigkeit dieser Constructiou 
ergibt sich ans dem Satze 102, 2. Abschnitt. Die Geraden PF und PE schneiden 
nämlich die Curven des KegeischnittbUscbels, zu welchen Ko und A', gehören 
in pcrspectivisch liegenden Puuktreihen, deren Projectiouscentrum Q sich in CD 
befindet. Nachdem nun je zwei entsprechende Pnnktc der beiden projectiviseben 
Reiben dem genannten Satze zufolge in ein und derselben Curve liegen mUssen 
und die Punkte E und F entsprechende Punkte der Reiben PF^F und PE^E 
sind, SU muss F ein Punkt von Ko sein. 

Statt des Kegelschnittes K^ kann irgend ein Kreis angenommen werden, 
welcher f in P berührt und den gegebenen Kegelschnitt K schneidet. Die 
Punkte C und D müssen selbstverständlich in die.scm Kreise gewählt werden. 

Handelt es sich bluss um die Bestimmung eines Punktes E in K, durch 
welchen der osculirendc Kegelschnitt gehen muss, wenn mau C und D bereits 
gewählt bat, so bedarf man des Kegelschnittes 7f, nicht. Man zieht nämlich 
bloss die Geraden PC und PD, welche K in 77, und S, schneiden, und verbindet 
den Schnittpunkt 7/ von und CD mit /’. Die Gerade PH trifft dann den 
gegebenen Kegelschnitt im Punkte E, welcher mit C, D, P und der Tangente t 
den osculirenden Kegelschnitt vollkommen bestimmt. 

4 

Eine Eigenthämlicbkeit des osculirenden Kegelschnittes ist , dass er 
den zweiten Kegelschnitt im Osculatiouspunktc schneidet. 
Dies geht ans dem Umstande hervor , dass K und Ko ausser dem Osculations- 
punkte P nur noch den Punkt E gemein haben. Der eine Curventbeil von Ko 
zwischen don Punkten E und P liegt ganz innerhalb K, der andere ganz ausser- 
halb, woraus folgt, dass die Curve Ko in P vom Äeussern in das Innere der 
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Cnrve K eindringt, also /f in P schneiden nioss. Bei der Berührung erster 
Ordnung hndet ein Schneiden der sich berOhrenden Kegelschnitte im Berübrnngs- 
punktc nicht statt, wie leicht einzuseben ist, wenn man berücksichtigt, dass zwei 
sich in erster Ordnung berührende Kegelschnitte ausser dem Berührungspunkte 
immer noch zwei imaginäre oder zwei reelle gemeinsame Punkte haben. 

Wird verlangt, dass der osculirende Kegelschnitt Ko ein Kreis sei, so ist 
Ko, wie bereits erklärt, vollkommen bestimmt. — Es soll nun gezeigt werden 
wie man Ko in diesem Falle ermitteln kann. 

Ist K (Fig. 66) der gegebene Kegelschnitt, P der Osculationspunkt und t 
die Tangente in diesem Punkte, so errichtet man in Pnuft eine Senkrechte PN, 
d. b. man zieht die Normale der Cnrve 
K in P. Der Mittelpunkt des gesuchten 
osculircndcn Kreises, sowie jedes Krei- 
ses Ubcrhaupl, der K in P berührt, 
muss auf dieser Senkrechten liegen. 

Wird nun ein beliebiger Kreis K, ge- 
zeichnet, welcher I in P berührt und K 
in irgend zwei Punkten 1{ und S 
schneidet, und zieht man ferner dnrcli 
P zu RS eine parallele Gerade, so 
trifft letztere den gegebenen Kegel- 
schnitt in einem Punkte E, der dom osculirenden Kreise Ko angehört. 

Der Mittelpunkt 0 von Ko ist dann leicht zn finden ; seine Entfernung 
von P gibt die Grösse des Krümmungshalbmessers für den Punkt P an. — Die 
Richtigkeit dieser Constrnction geht aus dem Satze 103, 2. Abschnitt, hervor. 
Die beiden Kreise /f, und Ko gehören nämlich einem Kcgciscbnittbttschei an , 
der nur aus Kreisen besteht, welche Hn P berühren. Die Mittelpunkte dieses 
Büschels sind die zwei in P vereinigten Punkte und die zwei imaginären Kreis- 
pnnktc der unendlich fernen Geraden. Nachdem nun der Kegelschnitt K durch 
die zwei in P coincidirenden Mittelpunkte geht, so schneidet K alle Kreis e des 
Büschels in je zwei Punkten , deren Verbindungslinien unter einander parallel 
sind. Verändert man also den Kreis K derart, dass er nach und nach mit allen 
Kreisen des Büschels zusammenfällt, so wird RS einmal mit PE coincidiren und 
R nach P gelangen. Der veränderte Kreis K geht in diesem Falle in den Kreis 
Ko über und osenlirt, wie nun leicht einzuseben, in P mit der Cnrve K. 

Wir haben schliesslich noch zn erklären, wie ein Kegelschnitt Ko 
(Fig. 67) construirt werden kann, der mit irgend einem gegebenen Kegelsciinitte 
in einem beliebig angenommenen Punkte P des letzteren eine Berührung 
dritter Ordnung eingebt. Dass auch in diesem Falle Ko nicht vollkommen 
bestimmt ist, wurde bereits erwähnt. Man kann irgend einen Punkt C in der 
Ebene von K beliebig wählen und annebmen Ko solle durch C gehen. Diese 
Annahme bestimmt jedoch Ko vollkommen, denn es erscheinen dann fünf 
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Ponkte von Ko, nämlich C und die vier in 1’ vereinigten, gegeben. Beliebig 
viele andere Pnnkie von iTn erhält man auf folgende Weise; Durch P wird 

, irgend eine Gerade f'/> gezogen, 

(rig. (j7.) 

welche K in S schneidet. Den 
Punkt S verbindet man mit jenem 
Punkte li, in welchem PC die 
Gurre K trifft, nnd bestimmt den 
Schnittpunkt // von US mit der 
Tangente t, die den Kegelschnitt 
K in P berührt. Die Gerade CH 
'■chncidet dann PD in einem 
l’unkte D, welcher dem gesuch- 
ten Kegelschnitte angehdrt. — 
Dieselbe Construction wurde 
uucli zur Bestimmung des in der 
heliehigcn , durch P ge/ogeneii 
Geradeu iW, gelegcucu Punktes J/, der Gurvc Ko angewendet. — Der Beweis 
für diese Construction ist mit Benützung der Sätze 101 und 102, 2. Abschnitt, 
leicht berzustcllen. Betrachtet man die in i' vereinigten Pnnkte A und B der 
Seeänte (eigentlich Tangente) t, sowie G nnd D als Mittelpunkte eines Kegel- 
schnittbüschels, so muss das System der zwei Geraden PC und PD auch als 
ein diesem Büschel angebörender Kegelschnitt anfgefasst werden. Die gegebene 
Curve K geht durch zwei Mittelpunkte des Büschels, nämlich durch A und B, 
folglich schneidet sie jeden Kegelschnitt des Büschels in zwei Punkten B, S, 
deren Verbindungslinie gegen H convergirt. Lä-ist man eine Curve des Kegel- 
sehnittbüscbels sich derart veritmlern, dass sie nach und nach mit allen Curven 
des Büschels zusanimcnfällt, so dreht sieh^BS um II und wird einmal mit / 
coineidircii. Für diese Loge von BS vereinigen sich B und S, wie leicht einzu- 
sciicn, im Punkte P und der veränderliche Kegelschnitt hat dann mit K in P die 
vier Punkte A, B, B und S gemein, osculirt also mit K in P. Aus dieser Be- 
trachtung gebt hervor, dass der gesuchte osculirende Kegelschnitt Ko eine Curve 
des gcnamiteii'KcgcIscbuitthüschcls ist, woraus folgt, dass ATo durch D gehen muss. 
— ln gleicher Weise kann gezeigt werden, dassA/,, sowie überhaupt jeder Punkt, 
welcher sich durch die oben erklärte Construction ergibt, ein Punkt von Ko ist. 

Nachdem C beliebig gewählt wurde, so kütincn unendlich viele Curveii 
Ko constrnirt werden, welche mit K im Punkte P eine Berührung dritter 
Ordnung cingeben , was wir bereits aus dem Umstande gefolgert haben, 
dass Ko durch die vier in P vereinigten Punkte nicht vollkommen be- 
stimmt wird. 

Es wurde oben erwähnt , dass ein Kreis mit einem Kegelschnitte 
im allgemeinen keine Berührung dritter Ordnung cingeben kann. Die 
Ausnahme von dieser Regel tritt dann ein , wenn der Oscnlations- 
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pankt ein Scheitel des Kegelschnittes ist. Um dies ciuzuschen betrachte 
man die Figur 66. Wäre 1’ ein Scheitel, so wUrdc BS, also auch PK 
parallel zu t werden und der Funkt E luUsstc, sowie B mit P zusaiii- 
menfallcu. Es müssten sich also in P vier Punkte , nämlich A , B , B 
und E vereinigen , woraus wir schliesscn , dass der Krümmungs- 
kreis in einem Scheitel eines Kegelschnittes immer eine 
Berührung dritter Ordnung ein geht. 
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Grundgebilde der zweiten Stufe. 


a) CoUineation der Grondnebilde zweiter State. 

Sowie man zwei Uruudgobildc der ersten Stufe aut einander bezieht, 
indem man jedem Elemente des einen Gebildes ein einziges bestimmtes Element 
des andern zuwcisl, so können auch zwei Grundgebildc der zweiten Stufe dadurch 
anf einander bezogen werden, dass jedem Elemente des cineu Gebildes ein ein- 
ziges bestimmtes Element des anderen zugewiesen wird. Je zwei einander zu- 
gewiesene Elemente werden entsprechende Elemente genannt. 

Sind zwei ebene Systeme und so aufeinander bezogen, dass jedem 
Punkte P in 2 ein Punkt P, in und jeder durch P gehenden Geraden in 2' 
eine durch P, gehende Gerade in entspricht, so sagt man, dass die beiden 
Systeme -c 0 1 li n ea r verwandt, oder col linear sind. Zwei Strablen- 
bündel s und s, nennt man collinear, wenn jedem Strahle in s ein Strahl p, in 
.s, und jeder durch p gehenden Ebene in s eine durch /i, gehende Ebene in s, 
entspricht. Endlich werden ein ebenes System und ein Strahlenbündcl s col- 
lincar genannt, wenn jedem Punkte P von 2 ein Strahl p von s und jeder durch 
P gehenden Geraden von JS' eine durch p gehende Ebene von s zugewiesen 
erscheint. Man kann also im allgemeinen sagen : 

Zwei Grandgebilde der zweiten Stufe sind collinear, 
wenn je zwei ungleichartigen Elementen P und >/ des einen 
Gebildes, von welchen P in ij liegt, zwei ungleichartige 
Elemente P, und (y, des andern entsprechen, von denen P, 
in gelegen ist.*) 

Ans diesen Erklärungen folgt, dass wenn - und 2', zwei collinearo ebene 
Systeme und a, Oj ein Paar sich entsprechender Geraden dieser Systeme sind, 
einem jeden Punkte P von a ein ina, gelegener Punkt P, entsprechen muss, denn 
sonst könnte u, nicht durch P, gehen, wie cs die collincare Verwandtschaft 
verlangt. Ferner ergibt sich, dass die Verbindungslinie zweier beliebiger Punkte 

* Diese Definition rührt von Staudt her '.Geometrie der Lage, Seite 60). 
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P and Q des S.vstemes 2' jener Geraden entsprechen muss , welche die Punkte 
P,»und des Systemes verbindet, die den Punkten /'und Q entsprechen. 
Denn der Geraden i\> soll eine Gerade entsprechen, welche sowohl durch P,, 
als auch cuiih Vi lolglich kann letztere keine andere Gerade als P,Q, 
sein. Aus den gegebenen Erklärungen können wir endlich auch schliessen, dass 
wenn a und b irgend zwei Gerade eines ebenen Systems — und a,, 6, die ent- 
sprechenden Geraden eines zweiten Systemes 2', sind, welches mit 2 collinear 
verwandt ist, der Schnittpunkt P von ti und b dem Schnitte P, der Geraden 
6, entspricht. Jener Punkt P, , der dem Punkte Pentspricht, muss nämlich sowohl 
in a,, als auch in 6, liegen, er kann sich daher nur im Durchschnitte von a, und 
6, betinden. 

In ähnlicher Weise können nachstehende Sätze gerechtfertigt werden : 

Ist n irgend eine Gerade eines ebenen Systemes — und e jene Ebene 
eines mit 2 collinear verwandten Strahlenbändcls s, welche der Gerailcu a 
entspricht, so muss jedem io a gelegenen Punkte ein in e befindlicher Strahl 
entsprechen. — Dem Schnittpunkte zweier Geraden a und b in entspricht 
der Durchschnitt jener zwei Ebenen in s, welche den Geraden n und b 
entsprechen, und der Verbindungslinie zweier Punkte P und Q in 2' entspricht 
jene Ebene io s, welche durch die zwei den Punkten P und entsprechenden 
Strahlen bestimmt wird. 

Uezflglich zweier Strahlenhuudel gelten analoge Sätze, deren Aufslelinng 
und Begründung mit Hilfe der vurau'igegaugenen Erklärungen nicht schwer fällt. 

Aus der Erklärung Ober die collinearc Verwandtschaft zweier Grund- 
gebilde der zweiten Stufe ergibt sich nun folgender Salz ; 

1. Sind zwei Grundgcbildc der zweiten Stufe mit einem 
dritten solchen Gebilde collinear verwandt, .so sind sie cs 
auch unter einander. 

Sind zwei ebene Systeme 2 und 2', collinear verwandt, so entspricht der 
unendlich fernen Geraden des einen Systemes im allgemeinen eine in endlicher 
Entfernung befindliche Gerade des andern Systemes. Sowohl die Gerade in 2, 
welche der unendlich fernen Geraden von 2,, als auch die Gerade in 2,, 
welche der unendlich fernen Geraden in 2' entspricht, wird eine Gegenaxe 
genannt. Ist demnach ein ebenes System 2 mit n ebenen Systemen collinear 
verwandt, so hat 2' im allgemeinen n Gegenaxen. Aus diesen Erklärungen kann 
nachstehender Satz leicht gefolgert werden : 

2. In zwei collinearc n ebenen Systemen entsprechen 
parallelen Geraden des einen Systemes Gerade im anderen 
Systeme, welche gegen ein und denselben Punkt der Gegen- 
axe des letzteren convergiren, and allen Geraden dos einen 
Systemes, welche sich in demselben Punkte der Gegenaxe 
dieses Systemes schneiden, entsprechen parallele Gerade im 
andern Systeme. 
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Hieraus ergibt sieb ferner: 

3. Sind und 2', zwei colli ne are ebene Systeme mnd 

fl bc zi cb ungs w e isc ihre Ucguuaxeii, so entsprechen allen 
zu >7 parallelen Geraden des Systemes 2' Gerade im Systeme 
2',, welche zu y' parallel sind. 

4. Liegen die Gegen axen zweier colli ncarer ebener 
Systeme 2' und 2', in endlicher Kntfernung, so entsprechen 
parallelen Geraden in 2' nur dann parallele Gerade in 2',, 
wenn erstcre parallel znr Gegonaxe von 2^ sind. 

Coincidiren zwei entsprechende Elemente von zwei gleichartigen 
eollincaren Grundgcbilden der zweiten Stufe, so sagt man, dass letztere diese 
Elemente c n t spr c c h cn d gemein haben. 

Je zwei einförniige Grundgcbilde fl nnd fl,, welche sieh in zwei ver- 
schiedenen collinearen Grundgcbilden der zweiten Stufe betinden, nennt mau 
sich entsprechende Gebilde, wenn y aus Elementen besteht, die den 
Klementen von fl, in Bezug auf die zwei collinearen Grundgcbilde entsprechen 
Sind z. H. 2' nnd 2', zwei collineare ebene Systeme nnd Ji, irgend zwei 
Punktreihen, welche sich beziehungsweise in 2 und 2, befinden, so sagt man, 
dass K nnd li^ entsprechende Gcbdde sind, wenn H aus Elementen besteht, die 
den Elementen von Ä, io Bezug auf 2 nnd 2, entsprechen. Haben zwei 
collineare Gmndgebildc der zweiten Stufe alle Eleinenlc eines einförmigen 
Grundgebildcs entsprechend gemein, so sagt man, dass sic dieses 
Gebilde entsprechend gemein haben. 

Aus der Definition der collinearen Verwandtschaft und dem Salze 73, 
1 . Abschnitt, ergibt sich unmittelbar der Satz : 

5. Je zwei einförmige Grundgcbilde, welche in collinearen 
Grundgcbilden der zweiten Stufe einander entsprechen, sind 
p r o j e c t i V i s c h. 

Mit Rücksicht auf diesen und den obigen Satz 4 können wir behaupten ; 

G. Liegen die Gegenaxen von zwei collinearen ebenen 
Systemen in endlicher Entfernung, so sind zwei sich entspre- 
chende Punktreihen dieser Systeme nur dann einander ähn- 
lich, wenn die Träger der Pnnktreihen zu den betreffenden 
Gegenaxen parallel sind. 

Haben zwei collineare ebene Systeme 2 und 2, vier Punkte von 

denen keine drei in derselben Geraden liegen, entsprechend gemein, so sind 2 
und 2, identisch. Um dies iiacbzuweiscn nehmen wir au, L' sei irgend ein 
fünfter Pnnkt des Systemes 2 und denken uns den Punkt A mit 7f, C, D nnd 
E durch gerade Linien verbunden. Diese vier Verbindungslinien bilden einen 
Strahlenbüschcl , welcher beiden Systemen entsprechend gemein ist ; denn der 
gemachten Voraussetzung zufolge coincidiren die Strahlen AB , AC und AD 
mit den ihnen entsprechenden, woraus mit Rücksicht auf den Satz 10, 1. Ab- 
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schnitt, geschlossen werdfin kann, dass alle durch j4 gehenden Geraden, also 
auch AE, mit den ihnen entsprechenden /nsammenfallen. Der Punkt E^, welcher 
dem Punkte E entspricht, muss demnach jedenfalls im Strahle AE liegen. 
WOrde man statt A etwa den Punkt B mit den vier ahrigen Punkten dnreh 
gerade Linien verbanden gedacht haben, so hätte sich ergeben, dass E^ in der 
Geraden gelegen sein muss. Nachdem unn der Punkt E^ sowohl in AE, als 
auch in BE liegen soll, so coiucidirt er mit E, woraus folgt , da E beliebig 
gewählt wurde, dass alle Punkte in mit den ihnen entsprechenden in — , 
coincidiren. 

Nimmt man an .T nnd .J, hätten vier Gerade nbrd, von denen keine 
drei durch ein nnd denselben Punkt gehen, entsprechend gemein, so zeigt sich, 
dass aneb in diesem Falle die beiden Systeme identisch sein mOssen. Ist e irgend 
eine fünfte Gerade des Systemes 2 und nennt man die Schnittpunkte von a mit 
den Geraden bede beziehungsweise BCDE, so coincidiren nach Satz 10, 
1. Abschnitt, diese vier Punkte mit den ilinen entsprechenden im Systeme 
daher muss die Gerade e, , welche der Geraden e entspricht, jedenfalls durch E 
gehen. Hätten wir statt der Schnittpunkte von d jene der Geraden b in 
Betracht gezogen, so wOrrle sich ergeben haben, dass c, auch durch den Schnitt- 
punkt von b und e geben muss. Die Geraden c nnd c, fallen daher zusammen, 
woraus folgt, dass alle Geraden von 2' mit den ihnen entsprechenden 
coincidiren, nachdem e beliebig gewählt wurde. Die Systeme 2 und sind 
also identisch. 

In ganz ähnlicher Weise kann man sich überzeugen, dass zwei collincare 
StrahlenhOndel identisch sind , wenn sie vier Strahlen oder vier Ebenen 
entsprechend gemein haben, von denen keine drei demselben Strahlenbäschel, 
beziehungsweise demselben Ebenenbüschcl, angehören. Es gilt also der Satz : 

7. Haben zwei Grandgebilde der zweiten Stufe vier 
gleichartige Elemente, von denen keine drei ein und 
demselben einförmigen Grnndgcbilde angehören, entsprechend 
gemein, so sind sie identisch. 

Mit Hilfe des obigen Satzes 5 lässt sich auch der folgende leicht 
nachweisen : 

8. Will man zwei Grundgebilde der zweiten Stnfe 
collinear auf einander beziehen, so kann man in jedem 
derselben vier gleichartige Elemente, von denen keine drei 
demselben einförmigen Grnndgcbilde angehören, beliebig 
wählen und einander als entsprechend zuweisen; jedem 
fünften Elemente des einen Grandgebildes entspricht danu 
ein durch diese Annahmen vollkommen bestimmtes Element 
des andern. 

Dabei wird vorausgesetzt, dass nur solche Elemente als entsprechende 
betrachtet werden, welche in collinearen Gebilden Oberhaupt einander 
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eutspreclien können, nftmlich in zwei ebenen Systemen zwei Punkte oder zwei 
Gerade, in zwei Strablenbfindeln zwei Strahlen oder zwei Ebenen and endlich 
im ebenen Systeme nnd Strahlenbflndel ein Punkt einem Strahle oder eine 
Gerade einer Ebene. 

Um diesen Satz für zwei ebene Systeme und — , nachznweisen, nennen 
wir ABCD vier beliebige Punkte in .i', von denen keine drei derselben Geraden 
angeboren, nnd nehmen an, die beliebig gewählten Punkte A, B, C,D, des 
Systernes 2',, von denen ebenfalls keine drei in derselben Geraden liegen dürfen, 
seien den znerst genannten vier Punkten als entsprechende zngewiesen worden. 
Zu irgend einem fünften Punkte K in 2 kann dann der ihm entsprechende E^ 
in 2', nicht mehr beliebig gewählt werden, wie aus Folgendem bervorgeht: 
Verbindet man A mit BCDE sowie auch A, mit B,C,D^ nnd E^, so erhält 
man nach Satz 5, S. Abschnitt, zwei projectivischn Strablenbüscbel. Der Strahl 
, nämlich jener, welcher dem Strahle entspricht, wird nun durch die 
übrigen Strahlen der beiden Büschel vollkommen bestimmt. (Satz 11, 
1. Abschnitt). £, kann demnach nur in einer ganz bestimmten Geraden liegen. 
Verbindet man statt A nnd A, die Punkte B und ß, mit den übrigen vier 
Punkten des Systernes, welchem sic angchüren, so erhält man ein zweites Paar 
projectivischer Strahlenbüschel, also wie leicht einznsehen auch einen zweiten 
vollkommen bestimmten Strahl B,E,, der den Punkt E, enthalten muss. E, 
ergibt sich somit im Durchschnitte zweier durch die gewählten vier Pnnktpaare 
vollkommen bestimmter Geraden, er kann also nicht mehr beliebig gewählt 
werden. Hicrans folgt anch, dass jeder Geraden in 2 eine durch die Annahmen 
unzweideutig bestimmte Gerade in 2^ entspricht. 

Der Fall, in welchem sowohl in 2, als auch in 2^ vier beliebige Gerade, 
abcd und a,i,c, cf,, gewählt werden, von denen keine drei durch denselben Punkt 
gellen, kann auf den soeben betrachteten zurückgeführt werden. Die Geraden 
abcd bilden nämlich ein einfaches Vierseit, dessen Ecken ABCD den Ecken 
A,ß,C,l), des einfachen Vierseites entsprechen. Durch die Wahl der 

vier Paare sich entsprechender Geraden erscheinen also die Punkte ABCD nnd 
ihre entsprechenden A, ß, C,D, angenommen und jedem fünften Punkte nnd 
jeder fünften Geraden in — kann daher, wie eben bewiesen wurde, nur ein 
durch die Annahmen bestimmter Punkt, beziehungsweise eine bestimmte Gerade 
entsprechen. 

In ganz ähnlicher Weise lässt sich obiger Satz rechtfertigen, wenn die 
zwei Grandgebilde der zweiten Stufe zwei StrahlenbUndcl, oder ein ebenes 
System und ein StrahlenbOndel sind. 

Ans diesem Satze ergibt sich unmittelbar der folgende : 

9. Zwei ebene Vierecke, oder zwei aus vier Strahlen 
bestehende Strablenbündel, oder auch ein ebenes Viereck, 
undeinausvierStrahlen bestehender Strahlenbündel, können 
immer als Theile collinearer Gebilde betrachtet werden. 
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Liegt jeder Puokt eines ebenen Systen)es 2 in dem ihm entsprechenden 
Strahle eines mit 2 collinear verwandten StrahlenbOndels s, so ist 2' ein 
Schnitt des Bündels s and der letztere wird ein Schein von — genannt. 
Die Bezeichnnng Schein 6ndet ihre Rechtfertigung in der Vorstellang, dass die 
Strahlen des Rflndels Lichtstrahlen seien, welche von den einzelnen Pnnkten 
des ebenen Systemes ausgelien. Ein Strahlenbilndel, welcher der Schein eines 
ebenen Systcmes ist, heisst ancb inBezng anf dieses System ein projicirende r 
Bündel. Schneidet man einen StrablenbOndel dnrcli zwei Ebenen, so ergeben 
sieb als Schnitte zwei ebene Systeme, deren jedes als die Projection des 
andern betrachtet werden kann. Der Bündel, dessen Schnitte die zwei Systeme 
bilden, ist dann für beide zugleich projicirend and sein Mittelpunkt wird das 
Projectionscentram der zwei Systeme genannt. 

Perspectivisch liegend oder perspectiv iseb nennt man; 

1. Zwei ebene Systeme, welche Schnitte desselben Strablenbündels sind. 

2. Zwei StrahlenbUndel, welche Scheine desselben ebenen Systemes sind. 

3. Ein ebenes System and einen StrahlenbUndel, wenn ersteres ein 
Schnitt des letzteren ist. 

4. Zwei collineare ebene Systeme, welche in derselben Ebene liegen, 
wenn sie eine Panklreihe and einen Strahlenbüschel entsprechend gemein haben. 

b. Zwei collineare concentrische Strahlenbilndel, wenn sie einen Strablen- 
büscbel and einen Ebenenbüschel entsprechend gemein haben. 

Dass in den drei ersteren Füllen die beiden perspectivisch liegenden 
Gebilde immer collinear sind, ist leicht einzasehen, man kann also sagen : 

Je zwei perspectivisch liegende Grnndgebilde der 
zweiten Stnfe sind collinear verwandt. 

Nachdem im Falle 1 die beiden ebenen Systeme auch immer eine Pankt- 
reihe and im Falle 2 die beiden Strahlenbündel einen EbenenbOscbel 
entsprechend gemein haben, so folgt, dass zwei perspectivisebe 
ebene Systeme immer einePunktreihe and zwei pcrspec- 
tivische Struhlenbflndel immer einen Eben enbUschel ent- 
sprechend gemein haben müssen. 

Aach der nachstehende Satz ergibt sich ans den obigen Erklärungen fast 
anroittelbar : 

10. Je zwei einförmige Grnndgebilde, welche einander 
in perspectiviseben Gr n ndgeb i 1 den der zweiten Stnfe 
entsprechen, liegen perspectivisch. 

Für die drei ersten Fälle ist dieser Satz selbstverständlich ; dass er auch 
bezüglich der Fälle 4 and 5 Geltung hat, ergibt sich aas folgender Betrachtung: 

Liegen zwei collineare ebene Systeme 2 and in derselben Ebene and- 
haben sie einen Strablenbüschel N and eine Panktreihe R entsprechend gemein, 
so schneiden sich je zwei entsprechende Gerade a and a, in einem Punkte von 
R and jedem Punkte in a entspricht der Schnittponkt des durch a gebenden 
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Strahles von S mit der Geraden a, . Hicraos folf;t, dass die auf a und a, durch 
ciitspreehende Punkte von 2 uud — , gebildeten Punktreihen Schnitte des 
Büschels S sind, also pcrspectivisch liegen. — Sind A und j 4, rvvei beliebige 
entsprechende Punkte von J und so entspricht irgend einer durch A 
gehenden Geraden, deren Schnittpunkt mit dem Träger von B wir durch B 
hezeirhnen wollen, die Verbindungslinie der Punkte j4, und B. Daraus kann 
man schliessen, dass die zwei sich entsprechenden StrahlenbOschel, wovon der 
eine seinen Mitteipnnkt in A. der andere in Aj hat, Scheine der Reihe B sein 
müssen, sich also in perspectivischer Lage belinden. — Nachdem nun die auf 
a nml n, gelegenen Punktreihen, sowie die zwei StrahlenbOschel, deren Mittel- 
punkte A und jd, sind, als ganz beliebige Paare sich entsprechender einförmiger 
Gebilde von 3 und — , betrachtet werden können, so ist obiger Satz für den 
Fall 4 bewiesen. 

Der Beweis fOr den Fall 5 kann auf ganz ähnliche Art dorchgefOhrt 
werden. Man hat eben zn zeigen, dass je zwei entsprechende F.benenbüschel 
Scheine des StrahienbOscbcls sind, der beiden Bündeln entsprechend gemein ist, 
und dass je zwei entsprechende StrahlenbtlscheJ Schnitte jenes EbenenhOschels 
sein müssen, den die beiden BOndel entsprechend gemein haben. 

11. Wenn ein ebenes System ^ mit einem Strah Icn- 
bUndel s collinear verwandt ist und vier gleichartige 
Elemente des Systemes, von welchen keine drei demselben 
einförmigen Grandgebilde angehören, in den ihnen ent- 
sprechenden Elementen des Bündels liegen, so ist 3 ein 
Schnitt von s. 


Ist nämlich 2', das ebene System, welches sich als Schnitt des Trägers 
von ^ mit dem Bündel s ergibt, so müssen nach Satz 7 die beiden Systeme .J 
und .1', identisch sein, woraus folgt, dass 2' einen Schnitt von s bildet 


Auch die nachstehenden Sätze 
einfacher Weise rechtfertigen : 

12. Haben zwei collineare 
ebene Systeme — und 2',, 
deren Träger nicht coinci- 
diren, eine solche gegen- 
seitige Lage, dass die Geraden, 
welche vier Punkte des 
Systems JJ, von denen keine 
drei in derselben Geraden 
liegen, mit den entsprechen- 
den Punkten von 2', verbinden, 
in einem Punkte Zusammen- 
treffen, so bilden 2’ und.^, 


lassen sich mit Hilfe des Salzes 7 in 

Haben zwei collineare 
StrahlenbOndel s und s, 
deren Mittelpunkte nicht 
coincidiren, eine solche 
gegenseitige Lage, dass die 
Geraden, in welchen vier 
Ebenen des Büschels s, von 
denen keiue drei durch die- 
selbe Gerade gehen, die ent- 
sprechenden Ebenen von s, 
schneiden, in einer Ebene 
liegen, so bilden s uud s, 
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Schnitte desselben Strahlen- Scheine (lesselbeii ebenen 
bfindels. Systems. 

(Satz links) Verbindet man sämmtliche Pnnkte von mit jenem Pnnkte 
0, in welchem sich die vier erwähnten VerbindunKelinien treffen, so entsteht 
ein Strablenbündel s, der einen Schein des Systemes bildet. Ebenso erhält 
man einen StrahlenbUndel s, , wenn man alle Punkte von JS', mit 0 verbindet. 
Nachdem nun die beiden Bändel s und s, collinear sind und vier Strahlen 
entsprechend gemein haben, so müssen sie identisch sein, wodurch obiger Satz 
gerechtfertigt erscheint. 

Der Satz rechts lässt sich durch eine ganz analoge Schlussfolgerung 
beweisen. 

13. Haben zwei collincare Haben zwei collineare 

ebene Systeme einen Strah- StrahlenbUndel einen Strah- 
lenbUscbel, oder eine Punkt- lenbüscbel, oder einenEbenen- 
reihe entsprechend gemein, bQscbel entsprechend gemein, 
so liegen sie persp ectiv isch. so liegen sie pe r sp ec t i vi s c h. 

(Satz links). Wenn zwei collineare ebene Systeme 2 und 2^ einen 
StrablenbUschel S entsprechend gemein haben, so liegen sie in derselben Ebene. 
Dass sie dann auch eine Punktreihe entsprechend gemein haben, also perspecti- 
viscli liegen, kann wie folgt uaebgewiesen werden. Ist 0 der iVIittelpunkt von S 
und A irgend ein Punkt des Systemes so liegt der dem Pnnkte A entspre- 
clicndc A^ in der Geraden AO, nachdem AO al^ ein Strahl des Büschels S sich 
selbst entsprechen muss. Sind nun A und A, die Mittelpunkte zweier in 2 und 
sich entsprechender StrablenbUschel und N,, so mfissen S^ und 
perspectivisch liegen, sich also in einer Punktreihe B schneiden, weil sie den 
Strahl AO entsprechend gemein haben. Jeder Punkt der Reihe R ist ein sich 
selbst entsprechender ; denn verbindet man irgend einen solchen Punkt, z. B. P 
mit O, so erscheint derselbe als Durcbschnittspnnkt der Geraden AO und PO 
des Systemes welcher mit dem Schnittpunkte Jener Geraden A, 0 und PO des 
Systemes 2', zusammenfällt, die den zuerst genannten Geraden entsprechen. 
Die Reibe B ist also den beiden Systemen entsprechend gemein. — Dass es 
ausser B im allgemeinen keine zweite selbstentsprechende Reihe geben kann 
gebt daraus hervor, dass und 2', nach Satz 7, 3. Abschnitt, identisch sein 
müssten, wenn sie zwei Reiben entsprechend gemein hätten. — Aus dieser 
Untersncbnng folgt auch, dass je zwei entsprechende Strahlcnbüschel der 
Systeme und 2’, sich in der Reihe R schneiden. 

Haben zwei collineare ebene Systeme 2 und 2^ eine Punktreihe B ent- 
sprechend gemein, so können sie entweder in derselben, oder in verschiedenen 
Ebenen liegen. Nehmen wir zuerst au, sie betinden sich in derselben Ebene, so 
lässt sich leicht zeigen, dass sic auch einen StrablenbUschel entsprechend gemein 
haben und daher perspectivisch liegen müssen. Sind nämlich a und n, irgend 
zwei sich entsprechende Gerade in 2' nnd 2',, so schneiden sich dieselben in 

StaudtKl: Lahrbach der neaerea Oeouetrie. 15 
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einem Pniiktc P lier Reihe R. Die Pnnktreihen /J, und R^, deren Träger a und 
a, bilden nnd einander in den zwei Systemen cutspreclion , liegen daher per- 
spectivisch, weil sie den Punkt /’ entsprechend gemein haben. Der projicirende 
Büschel S, der Reihen Ä, und R., ist nun ein sich selbst entsprechender Büschel, 
denn irgend eiu Strahl desselben, z. B. ft, welcher etwa die Punkte A nnd A^ 
der zwei Reihen verbindet nnd dessen Schnittpunkt mit R wir i? nennen wollen, 
ist eine sich selbst entsprechende Gerade, nachdem A R der Geraden A^ h ent- 
sprechen muss. 2 und 2^ haben somit die Reihe R nnd den Büschel S ent- 
sprechend gemein, sie liegen also perspectiviseb. — Dass es im allgemeinen 
keine zwei sich selbst entsprechenden Büschel geben kann, folgt ans dem Um- 
stande, dass 2: und 2^ nach Satz 7 identisch sein müssten, wenn sie zwei 
Büschel und die Reihe R entsprechend gemein hätten. 

Der Beweis für den P’all, in welchem 2 nnd 2^ nicht in derselben Kbene 
liegen, kann wie folgt gegeben werden. Sind R^ und R^ irgend zwei sich ent- 
sprechende Reihen, so schneiden sich ihre Träger in einem Pnnkte der Reihe 
R, welche beiden Systemen entsprechend gemein ist, d.ihnr liegen /f, und R^ 
perspectiviseb. Verbindet man ihr Projectionscentmm O mit allen Punkten von 
2, so erhält man einen- Strahlenbündel, der von dem Träger des Systemes 2^ in 
einem ebenen Systeme 2', geschnitten wird, welches mit 2 , also auch mit .J, 
collinear verwandt ist. Da nun 2^ nnd 2^ die Pnnktreihen R nnd R^ entspre- 
chend gemein haben, so sind sie identisch, daher bilden 2 und iS', Schnitte des- 
selben Strahlenbündels (mit dem Mittelpunkte 0) und liegen sonach perspectiviseb. 

(Satz rechts). Haben zwei collineare StrahlenbUndel s nnd s, einen 
StrablenbUschel S entsprechend gemein, so liegen sie concentrisch und je zwei 
sich entsprechende Ebenen müssen sich in einem Strahle von S schneiden. Hier- 
aus folgt, dass je zwei entsprechende Strahleubüschel, nachdem sie einen Strahl 
von S entsprechend gemein haben, perspectiviseb liegen. Der EbenenbUschel E, 
welcher irgend zwei solithe Strahleubüschel und projicirt, ist beiden 
Strahienbttndeln entsprechend gemein, wie leicht einznsehen, wenn man bedenkt, 
dass jede Ebene von E den Träger des Bu.schels S in einer selbst entsprechen- 
den Geraden schneidet. Die StrablenbUndel $ und s, haben also einen Strahlen- 
büschel S and einen Ebenenbüschel E entsprechend gemein, sie liegen daher 
perspectiviseb. — Ansser dem Büschel E können s und s, im allgemeinen keine 
anderen Ebenenbüscbel entsprechend gemein haben, weil sie sonst identisch 
sein müssten. 

Der Beweis für den Fall, als s und s, einen Ebenenbüschel entsprechend 
gemein haben , lässt sich auf ähnliche Art geben, wie jener, durch welchen 
gezeigt wurde, dass zwei collineare ebene Systeme perspectiviseb liegen, wenn 
in denselben eine sich selbst entsprechende Punktreihe existirt. 

14. Haben zwei Dreiecke ABC nnd A, £, (7, eine solche 
gegenseitige Lage, dass die Geraden AA^, BB^, C'C, in dem- 
selben Punkte Zusammentreffen, so liegen die drei Punkte, 
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in welchen die Seiten AB, BC und AC b e z ie h li ngs w e i b e von 
den Seiten A^B^, B,C^ u ii il A^C^ (^cBcbnitten werden, anf der- 
selben Geraden. Uingekebrl schneide u sich AA^ , BB^ und CC, 
in demselben Punkte, wenn die D u r c b s c b n i 1 1 e derSeiten AB, 
BC uud AC mit den Seiten A^B^, B^C^ und A^C^ auf derselben 
Geraden liegen. 

Befinden sich die beiden Dreiecke in verschiedenen Kbeneu , so bilden sie, 
unter der Voraussetzung, dass AA^, BB^ und CO, durch denselben Punkt 
gehen, zwei perspcctiviscb liegende ebene Systeme. Solche Systeme buben immer 
eine Punktreihe entsprechend gemein, daher schneiden sich je zwei entspre- 
chende Gerade der beiden Systeme in einem Punkte dieser Reihe. — Liegen 
die beiden Dreiecke in derselben Ebene und gehen AA^, BB^ und CC, durch 
denselben Punkt 0, so bilden die zwei Dreiecke collineare ebene Systeme, 
welche einen StrahlnubUscbel, nämlich OA , OB, OC entsprechend gemein 
haben, daher liegen sie nach Satz 13 perspcctiviscb und haben auch eine Piiiikt- 
reihe entsprechend gemein. 

Der Beweis für den zweiten Theil des obigen Satzes kann auf ganz ähn- 
liche Weise geführt werden. 

Es fällt nicht schwer, für zwei aus drei Strahlen bestehende Strahlen- 
bündel einen analogen Satz aufzustellen und nachzuweisen. 

Der Träger jener Punkt reihe, welche in zwei perspectiviseben ebenen 
Systemen sich selbst entspricht, wird die C o 1 1 i n e a t i o n s a x e, der Punkt, in 
welchem die Verbindungslinien von je zwei sich entsprechenden Punkten solcher 
Systeme Zusammentreffen, das Collineationscentrum und jede der 
erwähnten Verbindungslinien ein. Collineationsstrabl genannt. 

Liegen die beiden Systeme io verschiedenen Ebenen, so ist der Durch- 
schnitt ihrer Träger zugleich die Collineationsaxe und der Mittelpunkt des 
Strablenhündels, dessen Schnitte die beldeu Systeme bilden, das Collineations- 
centrum. Liegen die beiden Systeme in derselben Ebene, so ist der Mittelpunkt 
jenes Strahlenhüschels, welchen sie entsprechend gemeiu haben, das Collinea- 
tionscentrum und jeder Strahl dieses Büschels ein Collineationsstrabl. In jedem 
Falle, ob nun die beiden Systeme in verschiedenen Ebenen, oder in derselben 
Ebene liegen, schneiden sich je zwei entsprechende Gerade in 
einem Pnnkte der Collineationsaxe. Daraus kann man scbliessen, 
dass die Gegenaxen parallel zur Collineationsaxe sind, nach- 
dem die unendlich ferne Gerade eines jeden der beiden Systeme die Collineatious- 
axe in einem unendlich fernen Punkte schneidet , gegen welchen auch die 
betreffende Gegenaxe convergiren muss. 

15. Dreht man von zwei perspectiviseben ebenen Sy- 
stemen 2 und .^1 das eine um die Collineationsaxe, während 
das andere seinen Ort nicht ändert, so bleiben 2' und 2, 
perspectivisch und das Coilineationsceiitrum beschreibt 
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einen Kreis, dessen Ebene anf der Collineationsaxe senk- 
recht stebt und seinen Mittelpunkt in der Gegenaxe des 
ruhenden Systemes bat. Der Halbmesser dieses Kreises ist 
gleich dem Abstande der Gegenaxe des gedrehten Systemes 
von der Collineationsaxe. 

Dieser Satz leuchtet ein, wenn man berdcksichtigt , dass zwei ebene 
Systeme immer perspectivisch liegen, wenn sie eine Pnnktreibe (die Collineations- 
axe) entsprechend gemein haben and dass anf die sich entsprechenden Pnnkl- 
reiben, deren TrAger mit der Collinationsaxe einen rechten Winkel bilden, der 
Satz 20, 1. Abschnitt, Anwendung findet. 

Liegen zwei perspectivisebe ebene Systeme in derselben Ebene, so kann 
nan bezOglich ihrer gegenseitigen Lage zwei verschiedene Falle unterscheiden. 
Entweder verlaufen alle conjectivischen Punktreiben, deren Träger ein Collinea- 
tionsstrabl ist, entgegengesetzt, oder sie verlaufen einstimmig. Im 
ersten Falle sagt man, die beiden Systeme liegen entgegengesetzt, im 
zweiten sie liegen einstimmig perspectivisch. 

Dass alle erwähnten conjectivischen Punktreiben entweder entgegengesetzt, 
oder alle einstimmig verlaufen, lehrt folgende Betrachtung. Sind 0 und e 
(Fig. ü8) beziehungsweise das Collineationscentrum und die Collineationsaxe 

nnd zieht man dnrrb 0 irgend 
eine Gerade a, welche c in D 
schneidet, so ist o der Träger 
von zwei sich entsprechenden, 
also conjectivischen Punkt- 
reihen R und Ä,, deren Dop- 
pelpnnkte 0 und D sein müs- 
sen. Die Gegenpunkte von R 
und if, sind nun offenbar die 
Scliiiiitpunkte G und G' der 
Geraden a mit den Gegenaxen 
g nnd g’. Nach Satz 38 und 39, 1. Abschnitt, liegen daher G und G' entweder 
zwischen den Punkten 0 und D, oder ansserhalb der endlichen Strecke OD, 
woraus folgt, dass anch bezüglich der Lage der Gegenaxen nnr zwei Fälle cin- 
treten können. Entweder befinden sich beide Gegenaxen zwischen c und 0, oder 
r and 0 liegen zwischen den Gegenaxen. (Fig. (38, a und b). Im erstereu Falle 
verlaufen alle conjectivischen Reihen, deren Träger Collineationsstrahlen sind, 
entgegengesetzt, iro zweiten einstimmig. — Da die Abstände OG und DG' 
bekanntlich einander immer gleich sind, so ergibt sich der nachstehende Satz : 

1(3. In entgegengesetzt perspec tiviseben ebenen Syste- 
men liegen die beiden Gegenaxen g nnd p' zwischen der 
Collineationsaxe c nnd dem Collneationscentrnm 0, in ein- 
stimmig perspectivischen Systemen aber befinden sieh c 
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and 0 zwischen ff nnd </. Die Entfernung des Punktes 0 von 
ff ist immer gleich jener der zwei Geraden c nnd ff'. 

Sind vier beliehigo Punkte eines ebenen Systcmes von denen 

keine drei derselben Geraden angeliören, und die vier diesen Punkten entspre- 
cbenden Punkte i4,S,C,Z>, eines zweiten ebenen Systemes gegeben, welches 
mit 2 collineor verwandt ist, so erscheint jedem fanften Punkte des einen 
Sy'stemes der entsprechende Punkt im andern Systeme, wie bereits erklärt 
wurde, unzweideutig zugewiesen. Auch jeder beliebigen Geraden von 1 ent- 
spricht daun nur eine einzige Gerade und umgekehrt; daher ist die Lage der 
Gegenaxen in beiden Systemen eine vollkommen bestimmte. Um die Gegenaxen 
für diesen Fall — wenn ABCD und j4,ß,C,2>, bekannt sind — zu construircu, 
suche man den Duruhschnittspunkt E der Geraden AB und CD, sowie auch den 
Schnittpunkt £, der Geraden A^B^ umi C^D,. Die säinmllichen Punkte der 
Geraden AB nnd die ihnen entsprechenden Punkte in A^B^ bilden zwei pro- 
jccthrische Pnnktreiheii R nnd Ä, (Satz 5, .3. Ai»schnitt), von welchen drei 
Paare cnt^prcchcmlcr Elemente .-l.-i,. ßß, und A’F’, sind; cs ist also möglich 
in R und ß, die Gegenpunktc G and (r zu ermitteln. Dies geschieht wohl am 
einfachsten, wenn man ß nnd ß, in pcrspectivisehc Lage bringt, das Projections- 
cenlrnin bc.stinnnt, und aus letzterem Parallele zu den Trägern von ß und B, 
zieht. Wie leicht einzusehen ist G ein Punkt der Gegenaxe von 2' und G’ ein 
Punkt der Gegenaxe von Wählt man statt AB und A,B^ etwa .AC und 
A^C^ als Träger von Punktreihen, welche sich in 3 und entsprechen, nnd 
bestimmt in diesen Reiben die Gegenpunkte G,, G,, so sind die Geraden GG, 
und G'Gj die verlangten Gegenaxen. 

Wir wollen nun untersuchen, ob man zwei beliebige collinearc ebene 
Systeme in perspectivischc Lage bringen kann und wie dies zu geschoben hätte. 
Dabei setzen wir wieder voraus, von den zwei ebenen Systemen S nnd 2', seien 
vier Paare sich entsprechender Punkte AA^, BB^, GC^, DD, (Fig. f>9) bekannt 
und ABCD wären so gelegen, dass keine drei von diesen Punkten derselben 
Geranien angehören, was daun selbstverständlich auch bezüglich der Punkte 
ß,C,D, gilt. — Bestimmt man die Gegenaxen ff nnd ff' von 2 und 2,, wie 
eben erklärt wurde, verbindet den Schnittpunkt G der Geraden AB und der 
Gegenaxe 7 mit dem Punkte D nnd zieht durch D, eine Parallele D, W zur 
Geraden A,ß, , so ist diese Parallele offenbar jene Gerade in 2, , welche der 
Geraden DG in 2 entspricht. Würden nun 2 nnd 2, perspectivisch liegen, so 
musste der Schnittpunkt ß der Geraden AB, A^B^ und der Schnittpunkt y der 
Geraden DG, D, G' sich selbst entsprechende Punkte sein und eine solche 
Lage haben, dass die Verbindungslinie .<16» Gegenaxen parallel wäre, 

nachdem F und V Punkte der Collineationsaxe sein würden. Um also die Systeme 
2 und 2, in perspectivische Lage zu bringen hätte man dieselben so zu legen, 
dass 'zwei entsprechende Punkte von AB und A, ß, , sowie auch zwei entspre- 
chende Punkte von DG nnd D, V in Punkten P nnd ^ coincidiren , deren Ver- 
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binduogslioie zu den Uegenaxeu parallel wäre. Dies kann immer leicht geschehen. 
Sind G’ und F die Schnittpunkte der Geraden ß, und D^ V mit der Gcgen- 
axe g\ so hestimme man in g einen Punkt H, der so gelegen ist, dass 

GB=G'F 

ist, und ziehe durch II eine Parallele a zn AB. Den Schnittpunkt von a mit 
DG nennen wir Q. Die ans Q zn g parallel gezogene Gerade mnss dann AB in 


• (Fig. C9.) 



einem Punkte P schneiden, dessen Ahstand von ^ ebenso gross ist, als der Ab- 
stand jener Punkte ß, und des Systenics welche ß und Q entsprechen. 
Daher ist es immer möglich die entsprechenden Strecken l'Q und P^Q^ zur 
Coincidenz zu bringen. Da nun die entsprechenden Reihen R und ß, , deren 
Träger l’Q und ß,Q, bilden, congrnent sein müssen, nachdem sie wegen ihres 
Parallelismns zn den Gegenaxen einander ähnlich sind und die entsprechenden 
Strecken PQ, ß, gleiche Grösse haben (Satz 29, 1. Abschnitt), so fallen R 
und ß, mit allen ihren entsprechenden Elementen zusammen , sobald man die 
Punktpaarc ßß, und QQ^ zur Coincidenz bringt, ß und ß, bilden dann eine 
Punktreihe, welche und .3, entsprechend gemein haben, und ihr gemeinschaft- 
licher Träger muss die Collineationsaxe sein. — Dass 2 und 2^, wenn ß und 
ß, zur Coincidenz gebracht sind , perspectivisch liegen, lehrt der Satz 13, 
3. Abschnitt. 

Nachdem die Länge der Strecke G'F sowohl auf der einen, wie auf der 
anderen Seite von G anfgetragen werden kann, so ergeben sich auf AB und DG 
zwei Paare von Punkten PQ und FQ\ deren Verbindungslinie parallel zn g ist 
und mit den ihnen entsprechenden Punkten ß, , ß,'^,'inlf, zur Coincidenz 
gebracht werden können. Hieraus folgt, dass man zwei collineare ebene Systeme 


Digitized by Googl 





Collineatiun der Gntudgehilde zweiter Stufe. lJ,5l 

lur zwei verüctiiedeue Colliiicaliouüaxen iu pciüpcctiviscliu Lage Iniiigeu kauii. 
— Bei dieser Uiiteisuchuiig wurde, allerdings vorausgesetzt, dass ..47^ und /JL' 
IU einem in endliulier Kutferuuug gelegenen l’unktc <f convergiren. Der sjiecielle 
Fall, in welelicni dies uielit stattiindet, wenn näinlicb g in uncudliclier Ent- 
lernuug gelegen ist, wird in der Folge besonders untersuebt werden. — Da.i' 
und 2:',, wenn sie auf die angegebene Weise in perspcctivisebe Lage gebraebt 
wurden, beliebig uni die (Jollineationsa.xe gedreht werdin können, ohne ihre 
per.s]ieetivisebe Lage zu verlieren, so folgt der Satz: 

XI. Zwei collincarc ebene Systeme können iin allgc- 
ui c i n c n i in in e r f U r zwei v e r s c b i c d c u e C o 1 1 i n c a l i o n s a .\ e n 
in u n c n d 1 i e li vielen Stellungen in ]i e r s p e u t i v i s e b c Lage 
gebraebt werden. Sollen sie in .derselben Ebene jicrspee- 
t i v i se li liegen, so gibt cs fu r j e d c von den zwei ni ogl ich en 
C o 1 1 i n cn t i o II sax c II zwei, also i in Ganzen vier v e r seli i e d e iio 
Arten der p c r s p e et i vi s cli c n Lage. 

Aus diesem Satze gebt bervor , dass man von zwei eolliiiearen Systemen 
im iillgcnieinen jedes als die Projection des andern betracliteu kann. 

Wir wollen nun aueb die Frage beantworten, ob ein ebenes System: J und 
ein ibiii eollincar verwandter Strableiibündel S stets in perspcctivisebe Lago 
gebraebt werden können. Sind ÄIJCD vier beliebige Punkte in 3, von denen 
keine drei derselben Geraden angebörcii, und die diesen Punkten entsprechen- 
den Slrablen tibcd in s bekannt, so ist irgend einem fünften Punkte in .2T ein 
einziger Strahl in s zugewiesen und der letztere kann mit Benützung der 
gegebenen Elemente bestimint werden. Würde .i' gegen s perspuetivisch liegen, 
so müsste der aus den Strahlen AB, AC, AD bestebende Stralileiibüschel S ein 
Schnilt des Ebeiieiibuscbels (t sein, der durch die Ebenen ab. ac. ad gebildet 
wird. Der Strableubüscliel S lässt sieb nun im allgemeinen wohl auf unzählig 
viele Arten mit a in perspcctivisebe Lage bringen, jedoch kann die Ebene des 
Büschels S für alle diese Lagen nur zwei verscliiedenc Stcllnngeii haben (Siebe die 
Beiiierkungeii zu Satz 30, 1. Absebuitt) und wenn nicht bloss S gegen <t, son- 
dern das ganze System - gegen s persiiectiviscb liegen soll, so müssten auch 
die Punkte B, C und 2) in den ihnen cntsprecbetidcn Strahlen 6, c und d zu liegen 
kommen, was im allgcnieinen nicht der Fall sein kann, wie leicht eiiizuselieo ist. 
Aus dieser lietraclituug folgt also , dass ein ebenes System und ein 
ihm collinear verwaudter Strahlunbündcl sieb iin allge- 
meinen nicht in perspectivisebe Lage bringen lassen. 

Sind g und g' (Fig. 70) die Gcgena.ven, c die Collincatiousaxe und 0 das 
Collineationscentrum von zwei perspectivischen ebenen Systemen und — 
welche in derselben Ebene liegen, so kann zu irgend einem Punkte A des 
Systemes — der entsprechende 4, in 2'j wie folgt ermittelt werden ; Man zieht 
den Colliueationsstrahl OA, sowie auch eine beliebige zweite durch A gebende 
Gerade AM und bestimmt die der letzteren Geraden entsprechende G"M. Der 
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gesnchte Pmikl .-I, ergibt sieb dann im Daruhschnitte von OA mit G”3f. Um 
die Gerade G"M r.a erhalten, hat man nur durch O eine Parallele zu AM zu 

ziehen, deren Schnittpunkt mit wir 
(hig. 70.) upijjjpji wollen, und G" mit dem 

Punkte M zu verbinden , in welchem 
AM die Collincationsaxc trifft. Dass 
G“M dieser Conslruclion zufolge jene 
Gerade des Rystemes 2f, ist, welche der 
Geraden AM entsprieht, gellt daraus 
hervor, dass G" dein unendlich fernen 
Punkte in .I.V entspricht und der Punkt 
M, als ein Punkt der Collineationsa.xc 
sich selbst entsprechen muss. 

Zieht man irgend einen zweiten 
Cidlincationsstrahl, welcher AM in C 
und ..-I,j1fiu C, schneidet, so bilden C 
und U, ein Paar sich entsprechender 
Punkte. Ist ferner B ein beliebiger 
Punkt in OA und heisst der Schnitt- 
punkt der Geraden BC mit der Colli- 
neationsaxe M', so entspricht der Geraden BC im Systeme die Gerade 
C^M' im Systeme 2',, daher muss der Durchschnittspunkt B^ von OA und C,AT 
dem Punkte B entsprechen. Die Geraden MO, MD, MA und MAy bilden nun 
einen StrahlcnbOschel S, welcher gegen jenen StrablenbUschel S,, der aus den 
Strahlen M"0, MD, M'B, M'B^ besteht, perspcctiviscb liegt. Die beiden Bflscbel 
werden somit durch OA in conjectivischcn Punktreiben geschnitten ; es besteht 
also die Gleichung : 

(AA,OD) = (IiB^OD). 

Nachdem BB^ ein beliebiges Paar entsprechender Punkte in OA sind, so 
kann man statt B auch den in der Gegenaxe g gelegenen Punkt von OA, näm- 
lich G setzen und statt fl, den unendlich fernen Punkt U von OA^. 

Die obige Gleichung geht <lann in folgende Uber: 

(AA^OD) = (GUOD), 

oder 

AO AD_GO GD_GO 
A,0 '' AJ)~ÜO ■ iTd~GD' 

Ist G' der Schnittpunkt von AO mit der Gegenaxe g\ so muss 
GO = —G'D 

sein, man hat also 

M ^ G^) 

A,0 • GD " 
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Aqb der Fig. 70 erkennt man, dass 

AO _ MG" _ DG' 

A^O~ A^G"~ A,G' 

ist ; nachdem nun auch dann, wenn das System 2', durch Drohung um die Col- 
lineationsaxc in eine beliebige andere Stellung gebracht wird, die Gleichung 
besteht 

AO _ DG' 

A,0~A/i” 

wie eine einfache Bctrachlnng lehrt, und bei dieser Drehung die Verhältnisse 

AD G’D I j ,.1 L -I j- 1 - L 

— — , , der Gleichung n ungcaiidcrt bleiben, so gilt diese Gleichung 

^*1 1 I) C.F J.ß 

auch für zwei nicht in derselben Ebene befindliche cullineare 
Systeme, welche p ersp ecti visch liegen. Wir können somit den 
Satz aufstelleu: 


IK. Sind ,1 und ,1, zwei entsii rechen de Punkte perspoc- 
tivisch liegender ebener Systeme, deren Collineations- 
centrum 0 ist und bezeichnet man den Werth des Verhält- 


nisses il II r c h m, ferner den 

A^0 

der Abstande, welche A und A, 


Werth 'des Verhältnisses 
von der Colli iicatiousaxe 


haben, durch n, so hat ”* für jedes Paar cutsprech ender 

n 

Punkte einen constanten Werth. Dieser Werth heisst der 
Modulus der beiden Systeme und ist gleich dem Verbältniss 
der Abstände der Gegenaxen von der Collineationsaxe 
negativ genommen. ' 

Wenn die beiden Systeme in derselben Ebene entgegengesetzt 
pcrspcctiviscb liegen, so bctiiidcu sich, wie bereits erklärt, die Gegenaxen 
zwischen dem Collineationscentruni und der Collineationsaxe, daher ist für diesen 
Fall der M 0 d u 1 u s immer II c g a ti V. Liegen die Systeme einstimmig perspec- 
tivisch, so haben sic einen positiven Modulus, nachdem das Collineations- 
centrum nnd die Collineationsaxe sich dann zwischen den Gegenaxen befinden. — 


Wir wollen non untersuchen, wie viele gemeinschaftlicbc Elemente zwei 
in derselben Ebene befindliche collineare ebene Systeme nnd zwei concentrische 
collineare StrahlenbOndel haben können. 


Sind AAj zwei entsprechende Punkte zweier collinearcr Systeme 2 und 
J’j, welche in derselben Ebene liegen, und nennt man S, S^ jene sich entspre- 
chenden StrablenbUschel in ^ und deren Mittelpunkte A, A^ bilden, so 
erzeugen S und S^ im allgemeinen einen Kegelschnitt K, der die Punkte 
A nnd A^ enthält. Heissen ferner B, irgend zwei andere entsprechende 
Punkte von 2 und 2 ^ , so erzeugen Jene sich entsprechenden StrablenbQschel 
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s, s, , ileicn Mitielpunklu D, sind, ubciilallB einen Kegehelinilt K^, wcldior 
dureli B und i<, hindurclii'rlit. Di(r Kcgelselinittr K und /f, lialien einen Punkt, 
nämlich den Si'liiiittpuukt C der Geraden AB und A^B^ gemein, denn diese 
Geraden bilden sowubl in 4$ und S, ,als auch in $ und s, ein Paar cutspreebender 
Strahlen. K und A'j müssen sich daher noch in drei Punkten schneiden, von 
denen mindestens einer reell ist. Jeder Schnitlimnkt von K und A, , mit .\ns- 
nahnic iles i’nnktcs C\ ist nun ein Punkt, welchen die heiden Systenn ü' und .2T, 
entsprechend gemein haben, nachdem, wenn 1‘ irgend einen solchen Punkt 
btveicbiicl, die Geladen AB, BB, den Geraden A^I\ B^B entsprechen. Dass 
der Punkt C im allgemeinen kein selbslcnts])reehender Punkt ist, folgt schon 
aus dem Umstande, dass derselbe als beliebig gewählt betrachtet werden kann 
und dass - und identisch sein müssten, wenn sic vier Punkte von denen 
keine drei derselben Geraden angehftien, entsprechend gemein hätten. Die drei 
sclbstenlsprerhcnden Punkte liegen, wie leicht cinznschen, im allgemeinen 
nicht auf derselben Geraden. Nur in dem sjieeicllcn Falle, wenn K und /f, 
selbst grradling sind, ist dies möglich; dann liegen aber die beiden ebenen 
Systeme perspeeliviseh und ihre Collineationsaxe fallt mit dem |ierspcctivischcn 
Durrhschuitte der Strahlcnbllschel S und S, , so wie der liuschel s und s, 
zusammen. * 

Sind drei reelle selbstentsprechcnde Punkte vorhanden, so sind die Seiten 
jenes Dreieckes, dessen Ecken von diesen Punkten gebildet werden, selbst- 
entsprechende Gerade. Gibt es nur einen reellen sclbstentsprcchenden Punkt B, 
so existirl immer eine, aber auch nur eine reelle sclbstentsprcchonde Gerade 
p, welche im ullgeiueinen nicht durch B gehen kann, p ist nämlich Jene ideelle 
gemeinschaftliche Seeante der beiden Kegelschnitte K und 7ij welche die zwei 
imaginären selbstcntsprerhcnden Punkte enthält 

ln dem speciellen Falle, wenn K und A, sich berühren, ist die gemein- 
schaftliche Tangente im Berührungspunkte eine selbstentsprochendc Gerade. 
Die beiden Systeme haben dann zwei Punkte und zwei Gerade, wovon die eine 
die zwei Punkte verbindet und die andere durch einen von den zwei Punkten 
gebt, entsprechend gemein. 

Als Resultat nnserer Untersuchung Uber die gemeinschaftlichen Elemente 
zweier collinearer ebener Systeme können wir nun den Satz aufstellen : 

19. Zwei collinearo ebene Systeme, welche in derselben 
Ebene, aber nicht pcrspcctivisch liegen, haben im allge- 
meinen die Eckpunkte und Seiten eines Dreieckes entspre- 
chend gemein. Zwei Eckpunkte, also auch zwei Seiten 
dieses Dreieckes können imaginär sein; ein Eckpunkt und 
eine Seite sind jedoch immer reell. 

Ein analoger Satz gilt auch bezüglich zweier coucentrisch liegender 
collinearer StrahleubUndel, wie leicht einznsehon ist, wenn man sich beide 
Bündel durch irgend eine Ebene geschnitten denkt, ln dieser Ebene ergeben 
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sich als Schnitte mit den /.wci Bündeln ?,wci collincare ebene Systeme, deren 
gemeinschaftliche Elemente aus dem Mittelpunkte der Slrahlenbündel durch 
gemeinschaftliche Elemente der letzteren projicirt werden. 

Znm Schlosse dieses Kapitels geben wir noch einige Definitionen, welche 
sich aof Grondgebildc der zweiten Stufe beziehen. 

Unter einem einfachen neck versteht man ein System von n in 
derselben Ebene liegenden I’nnktcn, die man sich in bestimmter Ordnung 
auf einander folgend denkt, mit den n Oenidcii, welche je zwei unniittelbar 
auf einander lolgciide Blinkte verbinden. Dien l'unkte heissen Eckpunkte 
und die n Verbindungslinien Suiten des neckes. 

Einfaches nscil wird ein System von n in dcicclbeii Ebene liegenden 
Geraden genannt, welche man sich in bestimmter Ordnung auf einander folgend 
denkt, mit den n Uurchschnittspunkten von Je zwei unmittelbar auf einander 
folgenden Geraden. Die n Geraden heissen Seiten, die n Punkte Ecken des 
nseits. 


Ein einfaclios neck ist also gleichbedeutend mit einem einfachen «seit. 

Jede Verhiiiduiigsliiiic nicht unmittelbar auf einander folgender Eckpunkte 
eines einfachen ncekes oder nseits wird eine Diagonale und jeder Durch- 
schnittspunkt von je zwei nicht unmittelbar auf einander folgenden Seiten ein 
Diagonalpunkt genannt. 

Ein einfaches neck wird durch jeden ausserhalb seiner Ebene gelegenen 
Punkt durch ein einfaches nkant und jedes einfache nscit durch ein 
einfaches nscit im Slrahlenbündel projicirt. Das einfache nkant, 
so wie auch das einfache nseit im Slrahlenbündel haben daher n Kanten und 
n Seiten. 

Ein vollständiges nock wird durch ein Sy.stcm von n in derselben 

Ebene liegenden Punkten mit den Verbindungslinien dieser Punkte, 

und ein vollständiges nseit durch ein System von n in derselben Ebene 
«In — 1) 

'2 

n (n — 1) 

2 


liegenden Geraden mit den ‘ ' Durchsebnittspunkten dieser Geraden ge- 

bildet. Das vollständige neck bat also «Eckpunkte und ' "'Seiten, das 


vollständige nseit nSeiten und 


n(n-l) 


Eckpunkte. Dass im vollständigen neck 


n(n-l) 

2 


Seiten vorhanden sein müssen, sieht man leicht ein, wenn man berück- 


sichtigt, dass jeder Eckpunkt mit allen übrigen Eckpunkten durch (n — 1) 
Seiten verbunden erscheint. 

Ein vollständiges neck wird durch jeden ausserhalb seiner Ebene befind- 
lichen Punkt durch ein vollständiges nkant, und ein vollständiges nseit 
durch ein vollständiges nseit im Slrahlenbündel projicirt. Das 
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«(n — 1) 


vollständige nkanl hat somit nKantun und — 


Seiten, während das voll- 


ständige nscit im Strahlcnbüiidel aus 


»Seiten und 


n (n — 1) 
•> 


Kanten besteht. 


Wenn die Kckcn und Seilen eines neekcs, das einem ebenen Systeme 
- angchört, hcäithungswcise den Kcken und Seiten eines ncekes entsprechen, 
welches in einem mit — collincar verwandten ebenen Systeme liegt, so sagt 
man, dass die beiden necke sich entsprechen. Kbenso nennt man zwei nseite 
sich entsprechende Gebilde, wenn ihre Seiten und Ecken entsprechende 
Elemente collinearer Systeme sind. 

Zwei «kante oder nseite im StrablenbUndel werden entsprechende 
Gebilde genannt, wenn ihre Kanten und Seiten durch entsprechende Elemente 
zweier collinearer Strahlenbündel gebildet worden. 

Mit Rflcksicht auf diese Erklärungen kann nun aus obigem Satze 19 der 
folgende abgeleitet werden : Zwei conccntrische collincarc Strahlenbttndel, 
welche nicht pcrspcctivisch liegen, haben im allgemeinen die Kanten und Seiten 
eines Dreikantes entsprechend gemein. Zwei Kanten, also auch zwei Seiten 
dieses Dreikantes können imaginär sein ; eine Kante und eine Seite sind jedoch 
immer reell. 


b) Hpeeielle eollineare Terwandtsehaft: AfflnitSt, Aehnltehkett, t'onirnienz. 

In dem spcciellcn Falle, wenn die unendlich fernen Geraden von zwei 
collinearen ebenen Systemen einander entsprechen, oder, was dasselbe ist, wenn 
die Gegenaxen solcher Systeme in unendlicher Entfernung liegen , nennt man 
die beiden Systeme affin. Die Affinität ist also ein specieller Fall der 
Collineation. 

Aus dieser Erklärung und dem Satze 2, 3. Abschnitt, ergibt sich 
unmittelbar : 

20. ln affinen ebenen Sysluinen entsprechen parallelen 
Geraden des einen Systems parallele Gerade des andern. 

Ans dem Satze .ö, 3. Abschnitt, kann man schliessen : 

21. In affinen ebenen Systemen sind je zwei entspre- 
chende Punktreihen einander ähnlich. 

Solche Punktreihen sind nämlich dem erwähnten Satze zufolge projec- 
tivisch und da ihre unendlich fernen Elemente sich entsprechen, so mfissen sie 
auch ähnlich sein. 

Eine Spccialität des Satzes S, 3. Abschnitt, ist der folgende : 

22. Will man zwei ebene Systeme 2 und JS', affin auf 
einander beziehen, so kann man in jedem derselben ein 
Dreieck beliebig annehmen und die Seiten des einen 
Dreieckes den Seiten des andern willkürlich als entspre- 
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cbende Gerade znweisen. Jedem Elemente in ^ entspricht 
dann ein dnrcb diese An nahmen vollkommen bestimmtes 
Element in S,. 

Da n&mlicb die nnendlicb entfernten Geraden der beiden alTineu Systeme 
schon ein Paar entsprechender Geraden bilden, so können, wie der angeführte 
SaU lehrt, nur mehr drei Paare von Geraden beliebig gewählt werden. 

Sind abc und a,6,c, die beziehungsweise in 2 und liegenden, einander 
als entspreebeud zugewiesenen Geraden und heissen ABC, die Eck- 

punkte jener zwei Dreiecke, deren Seiten diese Geraden bilden, so kann man, 
nm zu irgend einem Punkte D in 2 den entsprechenden 2>, in 2^ zu bestimmen, 
folgendermassen verfahren; Man verbindet D mit A. wodurch sich im Subuitt- 
puukte von AD mit der Dreieckseite BC ein Punkt E ergibt, bestimmt in B^C^ 
jenen Punkt £,, welcher der Proportion entspricht: 

BC : EC^B^E, : E,C^ 

und verbindet £, mit A^. Der gesuchte Punkt D, muss dann in A^E, liegen 
nnd ist offenbar jener Punkt, der die Strecke A,£, in demselben Verhältnisse 
theilt, wie der Punkt D die Strecke AE. 

Ans dem zuletzt anfgestellten Satze ergeben sich unmittelbar die 
folgenden : 

23. Zwei Dreiecke können immer als affine Figuren 
betrachtet werden. 

24. Zwei affine ebene Systeme sind identisch, wenn sie 
ein Dreieck entsprechend gemein haben. 

Eine wichtige Eigenschaft affiner ebener Systeme ist, dass die Flächen- 
inhalte von irgend zwei entsprechenden Figuren derselben ein constantes 
Grössenverhältniss haben. Um dies zu beweisen nehmen wir an, D nnd d 
(Fig. 71) seien irgend zwei beliebige Dreiecke eines ebenen Systemes 2 nnd 
D^, dj die entsprechenden Dreiecke eines mit 2 affinen ebenen Systemes 2^. 


(Fig. 71.) 
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Die Seiten G ond g betracliten wir als Grundlinien der Dreiecke D und d, die 
entspreeliendeji Seiten ö, und g^ als (irundliiiien der Dreiecke Dj und ti, . 
Zielit man durch die Spitze eines jeden der vier Dreiecke eine parallele Gerade 
zur Grundlinie, nsimlieb die Geraden »i, n, »«,. n, , so erh&lt mau zwei 
Parallelogramme P und P,, welche durch tn, n. »»,,«, und jene Geraden zu 
Stande kommen, in denen die Grundlinien G, ,9 und G^, g^ liegen. Bezeichnet 
man die in den Geraden G und G, gelegenen Seiten der beiden Parallelogramme 
beziehungsweise durch S und iS',, so besteht nach ohigem Salze 21 die 
Proportion : 

G ; S = «, : S,. 

Da ferner P und 1), so wie auch P, und />, gleiche Höhe haben, ist: 

P 

D: ^ G : s 
und 



also 

i> : D, = P: P,. 

Auf dieselbe Art lässt sich zeigen, dass 

d : fll, = P : P, 

sein muss, woraus mit Rücksicht auf die vorhergehenife Proportion folgt: 

D : = d : d, 

oder 

D : d = : d, f{. 

Nachdem man sich jede beliebige ebene Figur aus Dreiecken zusammen- 
gesetzt denken kann, so lässt sich ans diesen beiden Proportionen schliessen : 

25. In affinen ebenen Systemen haben die Flächen von 
irgend zwei entsprechenden Figuren ein constantes 
Grössen verhält nies und die Flächen zweier belichiger 
Figuren des einen Systemes verhalten sich zu einander, 
wie die Flächen der entsprechenden Figuren des anderen 
Systemes. 

Da der Schwerpunkt eines Dreieckes im Dnrchschnittspnnkte jener 
Geraden erhalten wird, welche die Ualbirungspnnkte der Seiten mit den gegen- 
üherliegenden Ecken verbinden, so sind in affinen ebenen Systemen die 
Schwerpunkte zweier entsprechender Dreiecke, wie leicht einzusehen, entspre- 
chende Punkte. Hieraus kann man schliessen, nachdem sich jede ebene Figur 
in Dreiecke zerlegen lässt:. 

2(3. ln affinen ebenen Systemen sind die Schwerpunkte 
entsprechender Figuren entsprechende Punkte. 
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Dpii aligpmeinpii ErklärniiKen llhor (Üp pprsppptivisolip I,agp l•ollillparer 
SystPme zufolge liegen z.wei affine cliene Systeme p e rs p e cti v i sc li, wenn 
sie ScbnittP ilesselben StrablenbUndels sind, oder, in dem Falle als sie derselbPii 
Ebene angehören, wenn sie eine Pnnktreibe und einen StrablenbUschel 
entsprechend gemein haben. Der SlrahlenbQndel, des.sen Schnitte zwei affine 
ebene Systcftie bilden, ist immer ein Pa r a 1 1 e 1 s t ra ti 1 c n b U n d c 1, wenn die 
Ebenen, in welchen die boiilen Systeme liegen nicht parallel .sind; denn 
sonst könnten sich die Oegcnaxen nicht in unendlicher Entfernung befinden, 
wie es die affine Verwandtschaft verlangt. Liegen die zwei affinen Systeme i n 
derselben Ebene perspectivisch, so ist der StrahlcnbQschel, welchen sie 
entsprechend gemein haben, immer ein Parallelbüschel, ausser in dem 
Falle, wenn je zwei entsprechende Gerade der beiden Systeme zu einander 
parallel sind. Wären nämlich irgend zwei entsprechende Gerade n and n, nicht 
parallel und setzt man voraus, der selbstentsprechende Strahlenbüschel hätte 
einen in endlicher Entfernung gelegenen Mittelpunkt, so könnten die Gegen- 
pnnkte der anf n und n^ befindlichen Pnnktreihen nicht in unendlicher Ent- 
fernung liegen. 

Die Collinentionsaxe affiner Systeme wird Affinitätsaxe and Jeder 
Collineationsstrabl ein Affinitätsstrahl genannt. 

Ans den obigen Betrachtungen folgt, das s alle A ffinitätsstrahlen 
im allgemeinen unter einander parallel sind, dass also das 
üollineationscentrum affiner Systeme im allgemeinen in nnendlicber Entfernung 
liegt. Nur in dem Falle, wenn die Affinitätsaxe auch unendlich ferne gelegen ist, 
kann das Colliueationscentrum solcher Systeme sich in endlicher Entfernung 
befinden. Diesen spedelleu Fall wollen wir vorläufig nicht in Betracht ziehen 
nnd nehmen immer au, wenn das Gegentheil nicht ausdrücklich bemerkt ist, d ie 
Affinitätsaxe sei in endlicher Entfcrnuiig gelegen. 

Sind AAj und B/f, irgend zwei Paare entsprechender Punkte, welche 
perspectivischen affinen Systemen, ilie in derselbeu Ebene liegen, angehören, 
so ist die Gerade AA^ der Geraden BB, parallel, nachdem diese zwei Geraden 
Affinitätsstrahlon sein müssen. Heissen die Dnrchschnittspunkte von AA, und 
BB^ mit der Affinitätsaxe beziehungsweise M und N, so besteht die Proportion ; 

AM : A,Af=BiV : B,iV, 

wie leicht einz.usehen ist, wenn man berücksichtigt, dass die Geraden AB und 
A,Zf, sich, als entsprechende Gerade, in einem Punkte der Affinitätsaxe 
schneiden. Bezeichnet 0 das in unendlicher Entfernung gelegene Collineations- 
centmm, so ist der Werth des Doppelverhältnisses ; 

AO AM 
A,0 ■ A,Af 

der Modulus der affinen Systeme (Satz 18, 3 Abschnitt) nnd da das Verhält- 

■ ^0 ' , , , 
niss — — den « erlh 1 hat, so ninss 
AjG 
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A,M_ B^N 
AM ~ UN 

gleich ileni Müdolus sein. Hierans folgt, dass der Modulas aacli gleich ist dem 
Verhältnisse der Ahstände irgend zweier sich entsprechender Punkte von der 
Affinitätsaxe und da diese Ahstände keine Aendcriing erleiden, wenn mau das 
eine der beiden Systeme um die Affinitätsaxe dreht, so kann man scbliessen ; 

27. In zwei perspectivischeu, affinen Systemen hat das 
Verhältniss der Abstände irgend zweier entsprechender 
Punkte von der Affinitätsaxe einen constanten Werth, 
welcher gleich dem Modulus der beiden Systeme ist. 

Liegen die zwei affinen Systeme in derselben Ebene und befinden sich 
zwei entsprechende Punkte zu verschiedenen Seiten der Affinitätsaxe, so ist der 
Modnius negativ und man sagt, dass die Systeme entgegengesetzt 
perspectivisch liegen. Befinden sich aber zwei entsprechende Punkte auf 
derselben Seite der Affinitätsaxe, so hat der Modulus einen positiven Werth 
und die beiden Systeme werden einstimmig perspectivisch liegend 
genannt. 

Sind D und i), (Fig. 72.) irgend zwei entsprechende Dreiecke perspec- 
tivisch liegender affiner Systeme, so hat nach Satz 2b. 3. Abschnitt, das 

Verhältniss der Flächen von D 
und D, einen für je zwei solche 
Dreiecke constanten Werth. Dieser 
Werth ist gleich dem Modnius 
der beiden Systeme, wie folgende 
Betrachtung lehrt. — Die Eck- 
punkte von 7) seien ABC, jene 
von D, neunen wir A, C, und 
die in der Affinitätsa.xe gelegenen 
Diirchsclinittspoiikte der Seiten 
AB, A,B^ und AC, A,C^ seien 
be/ichuiigsweisp P und Q. — 
Obigem Salze 2b zufolge besteht 

dann die Proportion : 

D : D^==APQ : A,PQ\ 

da nun die Dreiecke APQ und A^P(^ die Urundlinie PQ gemeinschaftlich haben, 
so verhalten sich ihre Flächen wie ihre Höhen. Die letzteren sind aber gleich 
den Abständen der entspreebeuden Punkte A und A, von der Affinitätsaxe, 
somit ist das Vcrhältuiss der Flächen von D und D, gleich dem Modulus der 
affinen Systeme. Hieraus folgt der Satz ; 

28 ln zwei pcrspectivischen affinen Systemen ist das 
Grössen verb ältniss von irgend zwei entsprechenden Figuren 
gleich dem Modulus der beiden Systeme. 
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Wir wollen nun die Frage beantworten, ob zwei affine Systeme sich immer 
in perspectivische Lage bringen lassen and wie die betreffende Con- 
strnction durchzafUhren wäre. 

Sind S und S, irgend zwei entsprechende Strablenbhschel affiner ebener 
Systeme « und so gibt es in S zwei anf einander senkrecht stehende 
Strahlen r, s, deren entsprechende r,, s, , in ebenfalls auf einander senkrecht 
stehen, upd jedem rechten Winkel in dessen Schenkel zn r, s parallel sind, 
entspricht ein ebenfalls rechter Winkel in dessen Schenkel parallel zn 
r,,Sj laufen. In jedem von zwei affinen ebenen Systemen gibt es also zwei — im 
allgemeinen aber nicht mehr — anf einander senkrecht stehende Richlnngen, 
deren entsprechende im anderen Systeme ebenfalls einen rechten Winkel bilden. 
Diese Ricbtnngen nennen wir die Normalrichtnngen der affinen Systeme. 

Heissen nun ABC die Fcken eines rechtwinkligen Dreieckes in dessen 
Katheten AB, AC zu den Normalrichtnngen parallel sind, und nennt man 
A^B^C^ die Kckpnnkle des diesem Dreiecke entsprechenden Dreieckes in 
SU kunnen 2 und 2, in perspectivische Lage gebracht werden, wenn es zwei solche 
Dreiecke ABC und A^ B^ C, gibt, deren Uypothennsen BC, Ä, (7, gleiche Länge 
haben. Man wQrde nämlich 2 und 2^ in perspectivischor Lage erhalten, wenn 
man BC und B^C^ zur Coincideuz brächte. Denn die auf BC und B^C^ 
befindlichen ähnlichen Punktreiben mussten congrnent sein, wenn BC=B^C^ 
wäre (Satz 29, 1. Abschnitt) und ihre vereinigten Träger worden die Affinitäts* 
axe bilden. Nimmt man eine Kathete des Dreieckes ABC, etwa AB, beliebig 
an, so ist die Länge der Kathete A, B, vollkommen bestimmt. Wird nun voraus- 
gesetzt, die Katheten AC und hätten fUr den Fall als BC = B^C^ ist, 
beziehungsweise die Längen x und x,, so besteht die Gleichung 
AB^ + X* = A, * -1- nt^x\ 

wenn m dass Verhältniss angibt , welches je zwei entsprechende Strecken 
der auf AC und A^C^ befindlichen Punktreiben zu einander haben. Ans dieser 
Oleicbnng ergibt sich 

r — 1 

woraus zu ersehen ist, dass x auch imaginär sein kann, AB mag wie immer 
gewählt werden. Für diesen Fall ist es nicht möglich, die beiden Systeme in 
perspectivische Lage zu bringen. 

Existirt ein reeller Wcrtli von x, so sind nicht bloss die auf BC und 
BjCj gelegenen sieb entsprechenden Punktreihen, sondern Oberhaupt irgend 
zwei entsprechende Reihen, deren Träger parallel zu BC und 5, C, laufen, 
congrnent. Nachdem aber, wenn x reell ist, im allgemeinen noch eine zweite 
Gerade ans £ gezogen werden kann, deren zwischen J3uuJ AC gelegene Strecke 
BC gleich der Länge der entsprechenden Strecke B,C^' ist, so gibt es im all- 
gemeinen noch ein zweites System von parallelen Geraden in 2 und 2^, welche 
Träger congrnenter sich entsprechender Pnnktreihen sind. Nur wenn x=0 

Staadigl: Lahrkacb dar neaeren Gf'omktrie. IG 
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wird, coincidiren BC and BC mit AB and es gibt dann eine einzige Richtnng, in 
welcher congmente entsprechende Punktreiben liegen. Diese Richtung muss 
zugleich eine Normalrichtnng sein. 

Aus dieser Untersachnng können wir also den Schluss ziehen : 

29. Zwei affine eboiie Systeme können nicht immer in 
perspcctivische Lage gebracht werden, nachdem nicht 
immer congruente entsprechende Ponktreihen in denselben 
vorhanden sind. Gibt es eine Reibe, deren entsprechende 
mit ihr congrnent ist, so sind unendlich viele solche Rei- 
hen vorhanden. Ihre Tr&ger haben entweder zwei ver- 
schiedene Richtungen, welche mit einer Normalrichtung 
gleiche Winkel bilden, oder sic sind .alle parallel zu einer 
Normalrichtung. In diesen beiden Fällen kann man .2' und 
auf u n e n d 1 1 c h V i c I e A r t c n i n p e r s p e e t i V i s c h e [.< a g e bringen. 

Zwei aftinc ebene Systeme, in welchen je zwei entsprechcmle Strecken 
da.ssclhc Längcnverliältniss haben, werden ähnlich genannt. Während also in 
affinen ebenen Systemen nur solche cnlsprei-hendo Sircc.ken ein bestimmtes 
constantes Längenverhältniss haben, die denselben sieh entsprechenden Rich- 
tungen parallel sind, so ist in ähnlichen eheucn Systemen das Längenverhäll- 
niss von irgend zwei entsprechenden Strecken consiant, welche auch ihre Rich- 
tungen sein mögen. Die Achnlichkeit ist somit ein specicllcr Fall der Affioitäl. 

In ähnlichen ebenen Systemen haben je zwei entsi)re- 
cliendc Winkel gleiche Grösse, wie leicht cinznschen ist, wenn inan 
berücksichtigt, dass jo zwei entsprechende Dreiecke solcher Systeme in Folge 
der Proportionalität ihrer Seiten einander ähnlich sein mUssen. Hieraus folgt, 
dass je zwei entsprechende StralilenbUschcl ähnlicher 
ebener Systeme congruent sind. 

Sowie bei affinen ebenen Systemen überhaupt hat auch das Verhältniss 
der Flächen von je zwei entsprechenden Figuren ähnlicher Systeme einen con- 
stanten Werth. Dieser Werth ist gleich dem Verhältnisse der Quadrate irgend 
zweier entsprechender Strecken, wie mit Benützung eines bekannten Lehrsatzes 
der elementaren Geometrie leicht nachgewiesen werden kann. 

Liegen zwei ähnliche ebene Systeme — und perspectivisch, so bilden 
je zwei entsprechende Gerade mit der Collineationsaxe gleiche Winkel und da 
solche Gerade sich auch in dieser Axe schneiden sollen, so müssten 2' und 2', 
congruent sein, wenn ihre Collineationsaxe in endlicher Entfernung gelegen 
wäre. Die Collineationsaxe ähnlicher nicht congruenter 
ebener Systeme liegt somit in unendlicher Entfernung. 
Hieraus kann man scbliessen , dass die Ebenen pe rspccti vischcr 
ähnlicher Systeme immer zu einander parallel sind, oder 
Zusammenfällen. Das Collineationsccntrum befindet sich 
stets in endlicher Entfernung. Denn würde es unendlich ferne liegen. 
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SO mflsstcn die beiden Systeme eongruent sein, nachdem io diesem Falle je zwei 
entsprechende Punktreihen congrnent wären. — Das Collineationscentmm ähn- 
licher Systeme wird der Aehnlichkeitspunkt genannt. Die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte heissen Aehnlich keitsstrahlen. 

Befinden sich je zwei entsprechende Punkte perspectivischer ähn- 
licher Systeme nnd 3, zu verschiedenen Seiten des Achnlichkeitspunktes, so 
sagt man, dass und 2'j entgegengesetzt perspectivisch liegen nnd wenn 
je zwei entsprechende {‘unkte auf derselben Seite des Aehnlichkeitspnnktes 
gelegen sind, so werden 2" und einstimmig perspectivisch genannt. Im 
ersteren Falle heisst der Aehnlichkeitspunkt ein innerer, im zweiten ein 
äusserer. 

Nachdem das Verhältniss der Abstände je zweier entsprechender Punkte 
von der unendlich fernen Collineationsaxe ähnlicher ebener Systeme gleich der 
Einheit ist, so muss der Modulus solcher Systeme gleich dem Verhältnisse der 
Ahstände irgend zweier entsprechender Punkte vom Aehnlichkeitspunkt, oder 
was dasselbe ist, gleich dem Ijängenverhältnisse von irgend zwei entsprechenden 
Strecken sein (Satz 18, 3. Abschnitt). Der Modulus einstimmig perspectivischer 
Systeme ist demnach positiv, der Modulus entgegengesetzt perspectivischer 
Systeme negativ. 

Zwei ähnliche ebene Systeme können immer dadurch in perspectivische 
Lage gebracht werden , dass man irgend zwei nicht parallele Gerade des einen 
Systemes mit den ihnen entsprechenden Geraden des anderen Systems in paral- 
lele Lage bringt. Denn es laufen dann je zwei entsprechende Gerade zu ein- 
ander parallel nnd schneiden sich io einem unendlich fernen Punkte, welcher 
der Collineationsaxe angehört. 

Ein spccieller Fall der Aehnliclikeit ist die Congruenz, du zwei ähnliche 
ebene Systeme congrnent genannt werden, wenn das Idingenverhältniss von je 
zwei entsprechenden Strecken gleich der Einheit ist, also je zwei solche Strecken 
gleiche Länge haben. In congrnenten ebenen Systemen sind somit je zwei ent- 
sprechende Strecken, sowie auch je zwei entsprechende Winkel einander gleich. 

Die Collineationsaxe congruenter ebener Systeme, welche perspectivisch 
liegen, kann sowohl in endlicher, als auch in unendlicher Entfernung gelegen 
sein. Im ersteren Falle befindet sich das Collineationscentmm unendlich weit 
entfernt, im zweiten kann es entweder ebenfalls unendlich ferne, oder zwischen 
je zwei entsprechenden Punkten in gleichen Abständen von ihnen entfernt liegen. 
Befinden sich die zwei pcrspcctivischen congrnenten Systeme in derselben Ebene 
nnd haben sie eine in endlicher Entfernung gelegene Collineationsaxe, so stehen 
alle Collineationsstrahlen senkrecht auf dieser Axe und der Abstand, von je zwei 
enLspreclienden Punkten wird durch die Axe halhirt. — Der Modulus cengru- 
entcr ebener Systeme ist gleich rh 1. 

Dass je zwei congraente ebene Systeme auf unendlich viele Arten in per- 
s|>ectivisclic Lage gebracht werden können, ist selbstverständlich. 

lÜ* 
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e) InToIation eollinearer Orundgrebilde der zweiten Stnfe. 

Haben zwei in derselben Ebene befindliche collineare Systeme ^ and 2', 
eine derartige Lage, dass jedem Punkte A ihrer Ebene derselbe Punkt A^ ent- 
spricht, ob man A als Punkt von ^ oder von betrachtet, so sagt man, dass 
die beiden Systeme involutoriscb liegen, oder dass sie eine Involution 
bilden. Häufig fasst man beide Systeme als ein einziges anf nnd bezeichnet sie 
alsein in voi ntorisches ebenes System. — Dass in zwei involutoriscb 
liegenden ebenen Systemen anch jeder Geraden a dieselbe Gerade u, entspricht, 
man mag a als Element des einen oder des anderen Systems betrachten, ist 
leicht einznseben. 

Diesen Erklärungen zufolge ist jede Verbindungslinie zweier entsprechen- 
der Punkte eines involntorischen ebenen Systemes eine selbstentsprechende 
Gerade. Sind daher A, A^ und B, ß, irgend zwei Paare solcher Punkte, so 
muss der Schnittpunkt der Geraden AA, nnd BB^ ein selbstentsprechender 
Punkt und zugleich der Mittelpunkt eines StrahleubOschels sein, welchen die 
involntorischen ebenen Systeme entsprechend gemein haben. Hieraus folgt (nach 
Satz 13, 3. Abschnitt), dass zwei zu einer Involution vereinigte ebene Systeme 
immer perspectivisch liegen. 

Nachdem die anf den CollineatioDsstrahlen solcher Systeme hefindlichen 
Pnnktreihen (nach Satz 51, 1. Ahscliuitt) gleichfalls involntorisch sind, so coin- 
cidiren die Gegenpnnkte von je zwei entsprechenden Reihen, deren Träger ein 
Collineationsstrahl ist, woraus man schliessen kann, dass die Gegenaxen involn- 
loriscber ebener Systeme zusammenfallen. Ans Satz 16, 3. Abschnitt, geht ferner 
hervor, dass ein Zusammenfällen dieser Gegenaxen nur dann möglich ist, wenn 
die ebenen Systeme entgegengesetzt perspectivisch liegen , nnd dass die ver- 
einigten Axen den Abstand des Collineatiouscentrnms von der Collineationsaxe 
balbiren. 

Die Collineationsaxe involutoriscber ebener Systeme wird I n v o 1 u t i o n s- 
axe, das Collineatinnscontrnm Involutionscentrnm nnd jeder Collinea- 
tionstrabl ein Involntionsstrabl genannt. 

Wir können nnn den Satz anfstellen : 

30. Involutorische ebene Systeme liegen immer entge gen- 
gesetzt perspectivisch. Ihre Gegenaxen fallen zusammen 
und balbiren den Abstand des Involution centrums von der 
Involntionsaxe, daher ist ihr Modulus immer gleich — 1. 

Aus der über die Involution von Punktreiben gegebenen Erklärung und 
dem Satze 50, 1. Abschnitt, ergibt sich; 

31. Zwei collineare Systeme, weichein derselben Ebene 
perspectivisch liegen, bilden eine Involution, wenn ihre 
Gegenaxen coincidiren, wenn also ihr Modulus gleich — 1 ist. 
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Da ji'dc aas calsprcchendcn Punkten eines involntorischen ebenen 
Systemes bestehende Panktreibe (deren Träger ein Collineationsstrabl bildet) 
involutorisch ist, so werden je zwei entsprechende Punkte eines solchen Systemes 
durch das Involutionscentrum und die Involntionsaxe harmonisch getrennt. Das- 
selbe gilt bcztiglieh zweier entsprechender Deraden, nachdem jeder Strablcn- 
bflscbcl, welcher durch entsprechende Gerade gebildet wird (also seinen Mittcl- 
jiuiikt in der Involutiunsaxc hat), gleichfalls involutorisch ist. Ks gilt daher 
der Satz : 

32. Je zwei entsprechende Punkte, sowie auch je zwei 
c II t Spree bc n de G c rad c ei n e 8 in vo I u to risch en ebenen Systems 
werden durch das 1 n v ol u t io nscen tr um und die luvotutions- 
axe harmonisch getrennt. 

Kennt man zwei Paare entsprechender Punkte AA, und 7>/f, eines iuvo- 
lutoriscbcn ebeneu Systemes, welche nicht derselben Geraden angchüren , so 
lässt sieh zu jedem beliebigen Punkte I) der entspreehemie D, unzweideutig 
eimitteln ; es erscheint somit durch die Angabe von zwei Paaren entsprechender 
Punkte ein involutorisches ebenes System vollkommen bestimmt (vergl. Satz 8, 
3. Abschnitt). Das Involutionscentrum O ist nämlich der Durebschnittspunkt 
von AA, und die Involutionsaxe eist die Verbindungslinie der Punkto, in 

welchen sich Ali, A,7f, und Aß,, A,ß schneiden, endlich muss I), jener Punkt 
in OD sein, der von 7) durch O und c harmonisch getrennt wird. 

Aus dem Umstande, dass der Modulus involutoriseber ebener Systeme 
immer gleich — 1 ist, folgt, dass in zwei affinen ebenen Systemen, 
welche involutorisch liegen, die Abstände von je zwei ent- 
sprechenden Punkten durch die Involntionsaxe halbirt 
werden. Nachdem der Modulus ähnlicher ebener Systeme nur dann gleich 
— 1 werden kann, wenn die Aebnlichkeit in Congruenz Obergebt, so ist es 
nicht möglich zwei ähnliche, nicht cougruente ebene Systeme 
zn einer Involution zu vereinigen. 

Bei einer Involution, welche ans zwei congruenten ebenen Systemen 
besieht, kann die Involntionsaxe entweder in endlicher, oder in unendlicher Ent- 
fernung gelegen sein. Im ersteren Falle halbirt die Involntionsaxe, im zweiten 
Falle das Involutionscentrnm die Abstände von jo zwei entsprechenden Punkten, 
wie aus dem Umstande hervorgeht , dass der Modulus immer gleich — 1 
sein muss. 

Da in einer Involution, welche durch affine oder congrnente ebene Systeme 
zu Stande kommt, je zwei entsprechende Punkte von der Involntionsaxe gleich 
weit abstehen, so nennt man eine derartige Involution eine symetrische nnd 
ihre Involntionsaxe die Axe der Symetrie. Bei affinen involntorischen 
Systemen liegt die Symetrieaxe schief gegen alle Verbindungslinien entspre- 
chender Punkte, bei congruenten involntorischen Systemen steht sie auf diesen 
Linien senkrecht. Jene involntorischen ebenen Systeme, mit unendlich ferner 
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Involntionsaxe, welche durch Vereinigung congruenter ebener Systeme entstehen, 
werden ccntriscb-symetriscbe Systeme genannt und ihr Involntions- 
centrum heisst das Centrum der Symetrio. Man hat also dreierlei Arten 
der Symetrie zu unterscheiden : Die schiefaxige, die norroalaxige und 
die centrisebe Symetrie.*) 

Von zwei collinearen StrahlenbUndeln sagt man, dass sic involnto- 
risch sind, wenn irgend zwei Elemente a und o, derselben sich entsprechen , ob 
man a als Element des einen, oder des anderen Bündels betrachtet. Zwei solche 
Strablcnbündel werden häutig als ein einziger aufgefasst, welchen man einen 
involntorischcn Bündel nennt. Jeder Schein eines involutorischeu ebenen Syste* 
mes ist dieser Erklärung zufolge ein involutorischer StrahlenbUndel und jeder 
ebene Schnitt eines derartigen Bündels ein involntoriscbes ebenes System. Es 
fällt nicht schwer jene Eigenschaften involutorischer Strablcnbündel naebzn- 
weisen , welche den Eigenschaften involutorischer ebener Systeme analog sind. 

Von einem StrahlenbUndel s und einem ebenen Systeme 2' sagt man, dass 
sie involutorisch liegen, wenn der Träger von — den Bündel s in einem ebenen 
Systeme schneidet, welches gegen 2' involutorisch liegt. 


d> CoUineation von ebenen Curven, Insbesondere von Kegelschnitten. 

Zwei ebene Cutven heissen collincar, wenn sic collinearen ebenen 
Systemen angehören und jede derselben die Verbindungslinie jener Punkte ist, 
welche den Punkten der andern Curve entsprechen. Sind C und C, zwei der- 
artige Curven und wird C durch irgend eine Gerade a in n Punkten geschnitten, 
so schneidet die der Geraden a entsprechende a, die Curve C, ebenfalls in 
n Punkten ; denn jedem Schnittpunkte von a^ und C, kann nur ein Punkt ent- 
sprechen, welcher zugleich in a und C liegt, also nur ein Schnittpunkt von a 
und C. Berührt a die Curve C in einem Punkte A, so ist a, eine Tangente von 
C,, deren Berührungspunkt der dem Punkte A entsprechende .4, ist. Würde 
nämlich o, die Curve C, nicht berühren, sondern schneiden, so müssten diesem 
Schnittpunkte die zwei in .4 vereinigten Scbnittpnnkte von a und C entspre- 
chen, was mit .dem Umstande in Widerspruch stünde, dass jedem Punkte des 
einen Systemes nur ein einziger Punkt des anderen entsprechen kann. Hieraus 
folgt, dass wenn P und P, irgend zwei Punkte der ebenen Systeme sind und 
sich aus P an die Curve C n Tangenten ziehen lassen, dass cs auch möglich ist 
von ans an C, n, aber nicht mehr, Tangenten zu ziehen. Wir können somit 
sobliesscn : 

63. Zwei collineare ebene Curven sind immer von der- 
selben Ordnung und Classe. Einem Kegelschnitte kann daher 
nur wieder ein Kegelschnitt collincar sein. 

•) Vergleiche den Anhang des kleinen Werkes von Chr. Paul its; »Zeichnende 
(ieometrio'*. 8tuUgart, ISgi;. 


Digitized by Google 


Collini'ntion rim fhenen Curirn, inMifsonderr von KrueJscknittfii. 247 

Sind <! und g' die Gegenaxen der ebenen Systeme, in welchen 4ie colli- 
nearen Curven C und (7, liegen, und schneidet C die Axe g in n Punkten, so 
müssen n Punkte von C, in unendlicher Entfernung liegen und den n Tangen- 
ten, welche G in ihren Schnittpunkten mit <7 berühren, entsprechen n Asymp- 
toten von C,. — Berührte die Gegenaxe »/, so ist die unendlich ferne Gerade 
eine Tangente von C, und haben C und g keinen reellen Punkt gemein, so 
besitzt G, keinen reellen unendlich fernen Punkt. Hieraus kann man schliesseu, 
dass wenn G und G^ z w 0 i K e g e 1 s c h n i 1 1 e sind, die Curve Cj eine Ellipse, 
Parabel, oder Hyperbel sein muss, je nachdem die Gegenaxe g von G nicht 
geschnitten, berührt, oder in zwei’ Punkten geschnitten wird. 

Liegen die ebenen Systeme, welchen zwei collinearo Curven angehöreu, 
p e r sp c c t i v i sch, so gehen die Verbindungslinien von jo zwei entsprechenden 
Punkten dieser Curven durch ein und denselben Punkt, nämlich durch das Col- 
lineationscentrum, und zwei Tangenten, deren Berührungspunkte sich entspre- 
chen, schneiden sich in einem Punkte der Collineationsaxe. Den Schnittpunkten 
irgend eines Collineationsstrables mit der einen Curve entsprechen die Schnitt- 
punkte desselben Strahles mit der anderen Curve, woraus folgt, dass wenn ein 
Collineationsstrahl die eine Curve berührt, er auch Tangente der anderen Curve 
sein muss und dass umgekehrt jede gemeinschaftliche Tangente beider Curven, 
deren BcrUlirungspunkte sich entsprechen, durch das Collineationscentrum gehen 
muss. Je zwei sich entsprechende Tangenten schneiden sich in einem Punkte 
der Collineationsaxe, daher entspricht jeder Tangente , weiche parallel zur 
Colliueationsaxe ist, eine ebenfalls zu dieser Axe parallele Tangente. Sebueiden 
sich zwei Tangenten der einen Curve in einem Punkte der zugebdrigen Gegen- 
axe, so entsprechen ihnen parallele Tangenten der andern Curve nnd umgekehrt. 
Endlich müssen die beiden Curven gemeinsame trchniitpunkle und Berüh- 
rungspunkte mit der Collineationsaxe haben, da Schnittpunkte jeder der zwei 
Curven mit dieser Axe selbstentsprechende Punkte sind. 

Es fällt nun nicht schwer eine Curve G^ zu construiren (Fig. 73), welche 
einer gegebenen Curve G collinear ist,^ und gegen dieselbe pcrspectivisch liegt. 
Als gegeben setzen wir das Collineationscentrum 0, die Collineationsaxe c und 
die Gegenaxen g, (f voraus. Um zu dem Punkte A der Curve G den entspre- 
chenden in C, zu bestimmen, zieht man den Collineationsstrahl .<40 in wel- 
chem A, liegen muss, und ermittelt zu irgend einer zweiten, durch A gebenden 
Geraden Aa die entsprechende A^a. Der Schnittpunkt von AO und A^a ist 
dann der gesuchte Punkt A^. Die Gerade A^a ergibt eich, wenn man durch O 
eine Parallele zu Aa zieht und den Schnittpunkt F dieser Parallelen nnd der 
Gegenaxe g' mit jenem Punkte a verbindet, in welchem Aa die Collinea- 
tionsaxe schneidet. Dass aP der Geraden Aa entspricht geht daraus hervor, 
dass n ein selbstentsprechender Punkte ist und P dem unendlich fernen Punkte 
von Aa entsprechen muss, nachdem der Collineationsstrahl OP die Gerade Aa 
in unendlicher Entfernung schneidet. 
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Ist b irgend eine die Curve C im Pnnkte li berttbrende Tangente and 
heisst ihr Schnittpunkt mit der Collineationsaxc ß, so erhält man die ihr ent- 
sprechende Tangente 6,-, wenn man ß mit jenem Punkte Q verhindot, in welchem 
eine durch O zu b parallel gezogene Gerade 0(^ die Gegenaxe </' schneidet. Der 


(Fig. 73.) 



Berflhrungspuukt ij, von b^ ist der Durchschnitt von Uß mit Qß, — In unserer 
Figur wurde auch jene Tangeiile /, ermittelt, welche der zu c parallelen Tan- 
gente l entspricht. — Dass die gesuchte Curve jene Tangenten berühren 
muss, welche von 0 an C gezogen werden können, ist leicht einzuseheu. Eine 
solche Tangente ist OD. Der Berührungspunkt D, von OJ) mitC,, welcher dem 
Berührungspunkte D entspricht, kann auf dieselbe Art bestimmt werden , wie 
der Punkt A, bestimmt wurde. Die beliebige durch D zu ziehende Gerade 
haben wir in unserer Figur auf der Collineationsaxc senkrecht stehend ange- 
nommen. — Der Schnittpunkt ß der Curve C mit der Collineationsaxe ist zu- 
gleich ein Punkt der Curve C, ; die Tangente in E an letztere Curve lässt sieb 
in derselben Weise constrniren, wie die Tangente 6,. 

Bezeichnet U den Schnittpunkt von C mit der Gegenaxe g und schneidet 
die in U gezogeneue Tangente die Collineationsaxe in d, so muss die Gerade 
bU' , welche durch i parallel zu OU gezogen wird, eincAsymptoteder Curve 
C, sein. Die Geraden dU und dl/' sind nämlich entsprechende Gerade und da 
bU die Curve C in einem Punkte i/ berührt, dessen entsprechender unendlich 
ferne liegt, so erscheint unsere Behauptung gerechtfertigt. 
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Werden g nnd g' in eine Gerade znsammen fallend angenommen, ko erhält 
man darob die eben erklärte Constraction eine Curve C,, welche gegen Cinvo- 
lu torisch liegt. 

Soll eine Curve Cj construirt werden (Fig. 74). welche mit einer gege- 
benen Cnrve C affin ist nnd gegen letv.tere peispeetiviseh liegt, so kann man 
wie folgt verfahren. Gegeben 
seien die Collineationsaxc 
c, die Richtnng s der Colli- 
neationsstrahlen und der 
Modulus m, also das Ver- 
bältniss der Abstände ir- 
gend zweier entspreefaender 
Punkte der beiden Curvtu 
von der Collineationsaxc. 

Der dem Punkte A 
entsprechende wird er- 
halten, indem man durch A 
eine Parallele zu s, also 
einen Collineationsstrabl 
zieht und die Strecke AP 
des letzteren zwischen A und ein jenem Verhältnisse tbcilt, welches der Modu- 
lus angibt, so dass 

AP 

:~a;p-'^‘ 

wird. Den entsprechenden Punkt B irgend eines anderen Curvenpunktes B 
findet man einfach auf folgende Art. Man verbindet A und A, mit demselben 
beliebigen Punkte o der Collineationsaxc, zieht durch B eine Parallele zu Aa, 
welche ein ß schneidet, und aus (i eine Parallele zu A^a. Der durch B gehende 
Coliineationstrahl schneidet dann letztere Parallele im gesuchten Punkte £,. 
Denn der Geraden Aa entspricht u4,c< und nachdem in affinen ebenen Systemen 
parallele Gerade des einen Systemes parallelen Geraden des anderen entspre- 
chen, so mbssen A^a und B^ii zu einander parallel sein. Um die Tangente in 
JSj zu erhalten, bat man nur 'in B an die gegebene Cnrve eine Tangente zu 
ziehen und den Punkt y, in welchem sie die Collineationsaxc schneidet, mit J?, 
zu verbinden. — Der zur Collineationsaxc parallelen Tangente t von C ent- 
spriebt eine ebenfalls zu dieser Axe parallele Tangente l^ nnd jede Tangente 
von C, welche parallel zu s ist, muss auch C, lerlibrcu. Der Beiöhrungspunkt 
£, einer solchen gemeinsamen Tangente, welche C in E berührt, wurde in 
unserer Figur mit Benützung zweier entsprechender Geraden bestimmt, wovon 
die eine, nämlieb Et, sehkreeht auf der Collineationsaxc steht. Fällt man von 
A eine Senkrechte auf c und verbindet ihren Fasspunkt d mit A,, so ergeben 
sich zwei entspreebende Gerade Ad und A^d.-, wird also durch den Fusspunkt 


(KiS 71.) 
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einer von JEauf c gcfälitcn Senkrechten eine rarallclc zu ^■1,1? gezogen, so erhält 
man im Schnittpunkte dieser Parallelen mit dem Collincationsstrahic von E den 
gewünschten Thiukt i?, . 

Üass allen parallelen Tangenten von C parallele Tangenten von O, ent- 
sprechen, folgt aus dem Satze 20 dieses Ahschnittes. 

Wäre der Modulus negativ angenommen worden, so mussten je zwei ent- 
sprechende Punkte zu verschiedenen Seiten der Collineationsaxc liegen. Wählt 
man den Modulus — 1, so liegen C und C^ involu torisch. Die Constructioii 
der Curve Cj kann für diesen Fall ebenso wie für beliebige Werthe des Modu- 
lus durchgefUbrt werden. 

Ist (T ein Kreis, so wird eine Kllipsc. Die eben erklärte Con- 
struction von C, wird für diesen specicllcn Fall hSutig angewendet, besonders 
wenn die Collinealionsstrahlcn senkrecht auf der Coflineationsaxc stellen. Als 
diese Axe nimmt mau gewöhnlich einen Durchmesser des Kreises an. Mehrere 
bekannte Constructionen der Ellipse und die Lösung verschiedener die Ellipse 
betreffender Aufgaben finden ihre Kechtfertiguiig in den Beziehungen, welche 
zwei perspectivisch liegende affine Curven im allgemeinen zu einander haben. — 
Anf dieses Gebiet näher einzngchen, würde uns hier zu weit führen.*) 

Wir gehen nun zur Betrachtung der collinearen Verwandtschaft der Kegel- 
schnittslinicn über. 

Zunächst untersuchen wir die Frage, ob irgend zwei beliebige 
Kegelschnitte collinear verwandt sind. Die beiden Kegelschnitte 
nennen wir K, K^, drei helicbige Punkte in K und K^ seien beziehungsweise 
AHC und ferner bezeichnen wir die Tangenten in den Punkten A, H, 

A|, Ä, durch «, A, o, , und heissen endlich die Schnittpunkte der Tangenten 
a, b, so wie der Tangenten A, beziehungsweise /> und 7), . Mann kann nun 
ABCD als Punkte eines ebenen Sjstemes — betrachten, welche den Punkten 
A^R^C^^)^ eines zweiten mit - collinear verwandten S.vstcnics entsprechen. 
(Satz 8, 3. Abschnitt). Dem Kegelschnitte Tf in — mnss ein Kegelschnitt in 
entsprochen (Satz 33, 3. -Abschnitt), welcher n, in .1, und A, in R, berührt 
und durch C^ geht. Nachdem aber ein Kegelschnitt durch zwei Tangenten mit 
ihren Berührungspunkten und einen dritten Punkt unzweideutig bestimmt wird, 
so müssen und identisch sein, woraus folgt:' 

34. Zwei bcliehige Kegelschnitte können immer als 
collineare Curven betrachtet werden, ln jedem derselben 
kann mann drei Punkte beliebig wählen und einander als 
entsprechend znweisen; daher lassen sich irgend zwei 


*1 Vom Standpunkte der darstcllcudeu Geometrie erscheint die Cnrvc 
(\ in Fig. 73 als pcrsiicctivische , in Fig. 71 als schiefe Projcction der Curve f’. 
Die Gerade y der erstcreu Figur kann als , Horizont“ die Collineationsaxc c als 
^Grundlinie“ und O als „Distanzpunkt“ bctnichlel werden 
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Kegelschnitte auf unendlich viele Arten collinear auf 
einander beziehen. 

Dass mau zwei beliebige Kegelschnitte nicht immer als affine Cnrven 
betrachten kann, lässt sich schon aus dem Umstande schliessen, dass zwei 
affine Cnrven eine gleiche Anzahl unendlich ferner Punkte haben müssen, 
nachdem in zwei affinen Systemen jedem uuondlich fernen Punkte des einen 
ein unendlich ferner Punkt des anderen entspricht. Somit können nur zwei 
Ellipsen, zwei Hyperbeln, oder zwei Parabeln affin sein, nicht aber eine Ellipse 
nnd eine Hyperbel u. s. w. 

Es frägt sich nun, ob irgend zwei beliebige Kegelschnitte 
derselben Gattung als affinoCnrvcn betrachtet werden können. 
Um diese Frage zu beantworten, weisen wir vor allem den folgenden Satz nach: 

35. Die Mittelpnnktc affiner Kegelschnitte sind entspre- 
chende Punkte der ebenen Systeme, welchen die beiden 
Cnrven angehören, nnd je zwei conjugirten Durchmessern der 
einen Curve entsprechen conjngirte Dnrehmesser der anderen. 

Jedem Paare von parallelen Tangenten des einen von zwei affinen Kegel- 
schnitten K und X, entspricht nämlich ein Paar paralleler Tangenten des 
andern (Satz 20 , 3. Abschnitt) und da die Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte von Je zwei parallelen Tangenten durch den Mittelpunkt der betreffenden 
Corvo gebt, so erscheint obiger Satz gerechtfertigt. — Auch der nachstehende 
Satz ist leicht zu begründen : 

36. Wenn in zwei collinear auf einander bezogenen 
Kegelschnitten derselben Gattung die Mittelpunkte sich 
entsprechen, so sind die beiden Curven affin. 

Denn irgend einem Durchmesser AB der einen Curve K entspricht ein 
Durchmesser A^B^ der anderen Curve K, and da auch die Punkte AA, und 
BB,, so wie die Mittelpunkte sich entsprechen, so bilden AB und A^B^ Träger 
ähnlicher Punktreihen, woraus folgt, dass die unendlich fernen Punkte der 
genannten Durchmesser sich entsprechen. Dasselbe gilt nun auch für irgend 
ein anderes Paar entsprechender Durchmesser, demnach erscheint der obige 
Satz gerechtfertigt. 

37. Zwei beliebige Ellipsen können affin auf einander 
bezogen werden, indem man irgend ein Paar conjugirtcr 
Durch tnesser der einen Curve einem beliebigen Paare 
conjugirtcr Durchmesser der anderen Curve als entspre- 
chend zuweist. 

Heissen die beiden Ellipsen K und /f,, sind a, h die gewählten conjugirten 
Durchmesser von K und a,, ö, die ihnen als entsprechend zugewiesenen 
Durchmesser von K^ , so entspricht dem Schnittpunkte von a, h der Schnittpunkt 
von a,, ö,, also dem Mittelpunkte von K der Mittelpunkt jener EHipse 
welcbc durch die conjugirten Durchmesser ö, bestimmt wird. Hieraus folgt, 
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dasF K and affin sind. Nacbdem nun K, und identibcb sein müssen, weil 
zwei conjugirtc Durebmesser |a,, 6,) einen Kcgelscbnitt unzweideutig bestimmen, 
so sind K and K^ affin auf einander bezogen. 

38. Zwei beliebige Hyperbeln könncti affin auf einander 
bezogen werden, indem man irgend ein Paar conjugirtcr 
Uarchmesser der einen Carve einem beliebigen Paare 
conjngirter Darchmesser der anderen derart als ehtsproeben-d 
zaweist, dass die zwei eigcutlicben and die zwei uneigent- 
licben Darebmesser sieb entsprechen. 

Dieser Satz kann in derselben Weise begründet werden, wie der 
vorhcrgebcude. 

Dass die Asymptoten affiner Hyperbeln sieb entspreeben müssen, folgt 
ans dem Umstande, dass sowohl die Mittelpunkte, als auch die uncndlieb fernen 
Punkto solcher Cufven sieh entsprechen. — Wie leicht einzuschen, entsprechen 
sieb die Asymptoten zweier Hyperbeln, sobald man irgend ein Paar conjugirtcr 
Durchmesser der einen Curvc einem Paare conjugirtcr Durchmesser der 
anderen als entsprechend zuweist. Die Asymptoten ergeben sich ja als 
Diagonalen eines Parallelogranimcs, dessen gegenüberliegende Seiten durch die 
Endpunkte der conjugirten Durchmesser balbirt werden. 

31). Zwei beliebige Parabeln können affin auf einander 
bezogen werden, indem man irgend einer Sehne und dum ihr 
conjugirten Durchmesser der einen Curvc eine beliebige 
Sehne und den ihr conjugirten Durchmesser der anderen 
Curvc als entsprechend zuweist. 

Um diesen Satz zu rechtfertigen nennen wir die beiden Parabeln K. A', , 
die in K gewählte Sehne Ali, die ihr als entsprechend zugewiesene und 

die Endpunkte der diesen Sehnen conjugirten Durebmossur d, d^ beziehungs- 
weise C und Cj. Die Parabel K ist jener Parabel Kj affin, für welche d, ein 
Darebmesser mit dem Endpunkte 0, und A^ A, eine diesem Durchmesser 
conjugirte Sehne ist. Nun müssen aber K^ und identisch sein, nachdem cs 
nur eine Parabel gibt, welche durch A, ß,C, geht, und d, als Durchmesser hat, 
folglich sind K und /f, unter den gemachten Voraassetzungen affin. — dass cs 
nur eine Parabel gibt, welche die Punkte A,ß,Cj enthällt und d, zum Darch- 
messer bat, ist leicht einzuschen, wenn man berücksichtigt, dass die Tangente 
in C',, nachdem sie parallel zu sein muss, so wie der in d, gelegene 

unendlich ferne Punkt der Parabel gegeben erscheinen. Durch eine Tangente 
mit ihrem Herührnngspunkt und andere drei Punkte des Umfanges wird ja ein 
Kegelschnitt unzweideutig bestimmt. 

Aus den drei zuletzt aufgestellten Sätzen gebt nun hervor, dass zwei 
Kegelschnitte derselben Gattung sich auf unendlich viele 
Arten affin auf einander beziehen lassen. 
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Sind 2 and zwei collineare ebene Systeme nnd K, K, zwei entspre- 
chende Kegelschnitte derselben, so entsprechen je zwei Pnnkten oder Geraden, 
welche einander in Bezug anf K conjngirt sind, zwei in Bezog auf K^ conjngirte 
Punkte oder Gerade in Denn ist P irgend ein Punkt in 2 und heisst seine 
Polare p, so theileo P und p jede durch P gehende Sehne AB des Kegel- 
schnittes harmonisch (Satz 29, 2. Abschnitt). Ebenso wird die der Sehne AB 
entsprechende durch den Punkt P,, welcher dem Punkte P entspricht, uud>>die 
Polare p, von P, harmonisch getheilt. Da nnn in collinearen ebenen Systemen 
je zwei entsprechende Ponktreiben projectivisch sind, so muss jeder 
harmonischen Reihe des einen Systemes eine harmonische Reihe des anderen 
entsprechen, woraus folgt, dass p undp,, entsprechende Gerade sind. Jedem 
Punkte in p, also jedem, welcher P conjugirt ist, entspricht daher ein Punkt 
inp,, also ein dem Punkte P, conjugirter. — Dass auch je zwei conjngirte 
Gerade in Bezug anf K zwei Geraden entsprechen, welche in Bezug auf K*, 
copjugirt sind, ist nun leicht einzusehen, nachdem jeder Geraden in 2, welche 
durch P geht, also der Geraden p coqjogirt ist, eine durch P, gehende Gerade 
in .Zf, entsprechen muss. Wir können somit den Satz aufstellen: 

40. Sind K nnd K, zwei sich entsprechende Kegelschnitte 
collincarer ebener Systeme, so entsprechen je zwei Punkten 
oder Geraden, welcjie in Bezug anf K conjngirt sind, zwei in 
Bezug auf K', conjngirte Punkte oder Gerade. 

Liegen diu beiden collinearen Systeme in derselben Ebene perspectiviscb 
und heissen A, B irgend zwei Punkte der Collineationsaxe, welche einander in 
Bezug auf K conjngirt sind, so müssen A und B auch in Bezug anf K^ 
conjngirte Punkte sein, weil jeder Punkt der genannten Axe sich selbst 
entspricht. Ebenso sind je zwei in Bezug anf AT conjngirte Collineationsstrahlen 
einander auch in Bezug anf /T, conjngirt. Es gilt somit der Satz : 

41. Die Collineationshxe zweier Systeme, welche in 
derselben Ebene perspectiviscb liegen, ist eine gemein- 
schaftliche Secante und das Collineationscentrum ein 
Conti ngenzpunk t für je zwei entsprechende Kegelschnitte 
dieser Systeme. 

Zwei entsprechende Kegelschnitte involu toris che r ebener Systeme 
können anch coincidiren. Dass eine solche Coincidenz in perspeotivisch 
liegenden ebenen Systemen nur dann eintreten kann, wenn die Systeme 
involutoriscb sind, lehrt eine einfache Betrachtung. Heissen die beiden in 
derselben Ebene perspectiviscb liegenden Systeme 2 und 2*,, ihr Collineations- 
centrum 0, und die Collineationsaxe c, so muss, wenn jedem Punkte A des in 
2 gelegenen Kegelschnittes K stets nur ein in K befindlicher Punkt A, 
entsprechen soll, auch dem Punkt A, in 2 der Punkt A in 2, entsprechen, 
woraus folgt, dass der Modulus von 2 nnd 2, unter der gemachten Vorans- 
setznng gleich — 1 ist, dass die beiden Systeme also involntorisch liegen. 
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Nachdem für diesen Fall je zwei entsprechende Punkte dnrch das Collineations- 
centrum and die Collineationsaxe harmonisch getrennt werden, so bildet 0 den 
Pol von c in Bezog auf K. — Wir kennen demnach hehanpten : 

42. Wenn in zwei collinearen Systemen 2 and .S,, 
welcbo.tin derselben Ebene perspectivisch liegen, ein Kegel- 
schnitt K sich selbst entspricht, so liegen 2 and 2^ invo- 
lutorisch und das Invoiationscen trnin ist der Pol der Invo- 
lutionsaxp in Bezog auf K. 

Umgekehrt kann man Pol und Polare irgend eines Kegelschnittes immer 
als Involutionscentram undlovolationsaxc eine.s involntorischen ebenen Systemen 
betrachten, in welchem der Kegelschnitt sich selbst entspricht. Dieser Umstand 
kann benützt werden, wenn man ontersochon will, ob irgend ein gegebenes 
Segment eines Kegelschnittes elliptisch, parabolisch oder 
hyperbolisch ist. 

Man zieht in zwei beliebigen (möglichst weit von einander entfernten) 
Punkten A, B des Segmentes die Tangenten und ermittelt jene zu AB parallele 
Gerade g, welche den Abstand des Schnittpunktes 0 der beiden Tangenten von 
der Geraden AB halbirl. Betrachtet man non AB als Involutionsaxe and O als 
Involntionscentrum eines ebenen Systemes, in welchem das gegebene Segment 
einen Theil eines sich selbst entsprechenden Kegelschnittes K bildet, so mnss 
g die Gegenoxe sein and je nachdem g das Segment schneidet, berührt, oder 
nicht schneidet, ist K eine Hyperbel, Parabel, oder Ellipse. 

Der folgende Satz bedarf non keiner weiteren Begründung mehr : 

43. Jeder Kegelschnitt kann als eine sich selbst ent- 
sprechende Cnrve eines involntorischcn ebenen Syste- 
mes betrachtet werden, dessen In volotiouscentrom and 
Involotionsaxe irgend ein Punkt und seine Polare 
bilden. Der Kegelschnitt wird' dann ein involutorischer 
genannt. 

Nachdem die Collineationsaxe nnd das Collincationscentrum zweier 
Systeme, welche in derselben Ebene perspectivisch liegen für jo zwei entspre- 
chende Kegelschnitte dieser Systeme bezichnngsweisc eine gemeinschaftliche 
Secante and einen Conlingenzpunkt bilden, so drängt sich die Frage auf, ob 
nicht irgend zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte als entsprechende 
Curven perspectivisch liegender ebener Systeme betrachtet werden können, 
wenn man eine ihrer gemeinschaftlichen Secanten als Collineationsaxe nnd 
einen ihrer Contingenzpunkte als Collincationscentrum annimmt. 

£ und (Fig. 75) seien zwei beliebige in derselben Ebene gelegene 
Kegelschnitte, s eine gemeinscbaftlirJie Secante nnd O ein Contingenzpunkt 
derselben. Bezüglich der Secante s nehmen wir an, dass alle ihre Punkte, 
welche innerhalb oder ausserhalb K gelegen sind, beziehungsweise aneb 
innerhalb oder ausserhalb £, liegen. Die Secante s hat demnach die Eigen- 
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Schaft, dass wenn sich von irgend einem Punkte M derselben reelle Tangenten 
an K ziehen lassen, aocli von M ausgehende reelle Tangenten an K^ mdglich 
sind. Von einer derartigen Secante sagt man, dass sie eine gleichartige 
Lage habe, während gemeinschaftliche Secanten, bei welchen die ausserhalb, 
oder innerhalb des einen Kegelschnittes gelegenen Strecken beziehungsweise 
innerhalb, oder ausserhalb der anderen Curve liegen, ungleichartig 


(Fig. 75.) 



liegende gemeinschaftliche Secanteu heisseu.' Secanten der letzteren Art kommen 
in dem Falle vor, wenn beide Aeste einer Hyperbel von einer Ellipse geschnitten 
werden. 

Der auf s befindliche gemeinschaftliche Pol sei P und der Contingenz- 
punkt 0 liege auf der Polaren von P (Satz 82, 2. Abschnitt). Dieser Voraus- 
setzung gemäss hat 0 eine derartige Lage, dass jede durch 0 gehende Gerade, 
welche K in reellen Punkten schneidet, auch /f, in reellen Punkten trifft. 

Liegt nämlich P ausserhalb fif und A',, so schneidet seine Polare beide 
Kegelschnitte und liegt P innerhalb fC und JT,, so befindet sich seine Polare 
ganz ausserhalb beider Curven. Nun kann ein Contiiigenzpoukt — als Durch- 
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schnitt zweier reeller oder imaginärer gemeinschaftlicher Tangenten — nnr 
entweder ausserhalb oder innerhalb beider Cnrven gelegen sein. In dem Falle, 
wenn der Oontingeqzpnnkt innerhalb liegt, schneidet jede dnrch ihn gehende 
Gerade beide Cnrven, in dem Falle, wenn er ansserlialb liegt, können sich beide 
Gurven entweder in demselben Winkel a der gemeinschaftlichen Tangenten 
belinden, dann nennt man den Contingenzpankt gleichartig liegend, oder 
eine Cnrre befindet sich im Winkel a and die andere im Nebenwinkel von a, 
dann wird der Contingenzpankt angleicliartig liegend genannt. Wie leicht 
einzusehen, bat ein gleichartig liegender Contingenzpankt die Eigenschaft, dass 
jede dnrch ihn gehende Gerade, welche die eine Curve schneidet, auch die 
andere Carve trifft, was bei ungleichartig liegenden. Contingenzpnnkten nicht 

t 

der Fall ist. Wenn nun durch 0, unseren Voraussetzungen gemäss, eine gemein- 
schaftliche Polare geht, welche entweder ganz ausserhalb K und K^ liegt, oder 
beide Cnrven schneidet, so muss 0 ein gleichartig liegender 
Contingenz punkt sein und jede durch 0 gehende Gerade, welche K 
schneidet, muss auch treffen. 

Die Polaren des Punktes 0 iu Bezug auf K und ft,, welche wir beziehungs- 
weise u und o, nennen wollen, schneiden sich in P, nachdem 0 unserer 
Annahme znfolge auf dbr Polaren von P liegt. Zieht man aus O irgend eine 
Geraile, welche K in den Pnnkteu Ä, B und K, in A^B^ schneidet, and 
construirt in diesen vier Punkten die Tangenten, so . liegt der Schnittpnnkt C 
der in A und B berührenden Tangenten auf o und der Schnittpunkt der 
Tangenten in A^ und auf o, (Satz BO, 2. Abschnitt). Die Gerade OC ist der 
Geraden OA iu Bezug auf K und die Gerade 0(7, derselben Geraden OA in 
Bezug auf K, conjugirt. Nachdem nun sowohl OG, als auch 0(7, von OA durch 
die in 0 sich sebueidenden gemeinschaftlichen Tangenten harmonisch getrennt 
wird, so fallen 0(7 und 0(7, zusammen, d. h 0(7 geht dnrch den Punkt (7,. 

Wir ziehen nun eine zweite beliebige Gerade durch 0, welche o in D und 
o, in J), schneidet, und verbinden D mit A, sowie auch D, mit A,. Die 
Dreiecke ACD nnd A^ (7, />, haben eine solche gegenseitige Lage, dass die drei 
Verbindungslinien der Eckpunkte AA, dann (7(7, uud DD^ im Punkte O 
Zusammentreffen, daher liegen die Schnittpunkte P, Q, R der Dreieckseiten CD, 
C^D^, dann AG, A^C^ und AD, A^D^ auf ein und derselben Geraden. (Satz 
14, B. Abschnitt). Wir können also die genannten zwei Dreiecke als entspre- 
chende Figuren zweier perspectivisch liegender ebener Systeme 2" und 
2', anseben, deren Collineationscentrum der Contingenzpankt 0 ist, und welche 
zur Collineationsaxe die Gerade PQ haben. Din Systeme und .i, sind 
vollkommen bestimmt, nachdem die vier Punkte ACDO in 2 den Punkten 
A,C^D,0 in 2^ als entsprechend zngewiesen erscheinen. In diesem Systeme 
müssen B und B^ entsprechende Punkte sein. Denn heissen E nnd die 
Schnittpunkte von OA mit o und o, , so bilden A^E,B^O eine harmonische 
Reihe, welcher eine ebenfalls harmonische Reihe entsprochen muss, und da von 
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der letzteren die Ponkte A^, 0 den Pankten A, £, 0 zngewiesen sind, so 

entsprechen sich B und Nennt man die Schnittpunkte der Geraden AD und 
BD mit dem Kegelschnitte K beziehungsweise F und O und verbindet A mit 
G, so wie auch ß mit F, so müssen sich AG und BF in einem Punkte H der 
Polaren o schneiden, denn II ist zufolge der angegebenen Construction der 
Pol der Geraden OD (Satz 30, 2. Abschnitt). Ebenso liegt der Punkt //,, 
welcher in analoger Weise wie der Punkt 11 erhalten wird — indem man A^D^ 
und ByD^ zieht und die in K^ gelegenen Punkte 6', dieser Geraden 
beziehungsweise mit B^ und Aj verbindet — auf der Geraden o^. Nachdem 
nun OH und OD einander in Bezug auf K conjugirt sind, so mUsseu sie es 
auch in Bezug auf sein, woraus folgt, dass Oll und 0//, zusammenfallen, 
d. h. die Gerade OH geht durch den Punkt //, . Ans dem Umstande, dass H und 
auf entsprechenden Geraden o, Oj der Systeme -, — , und auf demselben 
Collineationsstrahic liegen, lässt sich schliesscn, dass II und //, entsprechende 
Ponkte sind. Auch ist leicht einznsohen, dass F und J<', sich entsprechen, 
nachdem F der Schnittpunkt von AD, BH und F^ der Schnittpunkt der 
entsprechenden Geraden A^D^, B^H^ ist. 

Betrachtet man nun den Kegelschnitt K als eine Curve des Systemes 2, 
so muss jene Curve, weiche K im Systeme entspricht, ein Kegelschnitt sein, 
der die Geraden A, C, und B^C^ beziehungsweise in A^ und berührt und 
durch den Punkt F, geht. 

Dieser Kegelschnitt ist aber kein anderer, als jener, welchen wir K^ 
genannt haben. Die beiden Kegelschnitte K und K^ bilden also entsprechende 
Cnrven der Systeme 2 and 

Die Cellineationsaxe BQ von 2 und 2', ist eine gemeinschaftliche Secante 
von K und (Satz 41, 3. Ahschpitt), welche durch den auf der gemeinschaft- 
lichen Secante s gelegenen Pol P geht. Da nun durch einen gemeinschaftlichen 
Pol nur zwei gemeinschaftliche Secanten gehen können, so muss die 
Collineationsaxe BQ entweder mit s, oder mit der zweiten durch P gehenden 
gemeinschaftlichen Secante s, coincidiren. Je nachdem mau A und A^, so wie 
B und , oder A und B^, so wie B nnd A, als entsprechende Punkte ansieht, 
ergibt sich s oder s, als Collineationsaxe. Unsere Figur stellt den erstereu 
Fall dar. Hätten wir die zuletztgenannten Punktpaare als entsprechend betrachtet, 
BO würde sich die zweite gemeinschaftliche Secante ergeben haben. Die in Rede 
stehenden zwei Fälle unterscheiden sich wesentlich dadurch, dass iu dem einen 
2 und 2’, entgegengesetzt, im anderen einstimmig pcrspcctivisch 
liegen. 

Als Endergebniss dieser Untersuchung können wir nun den folgeuden 
Satz anfstellen ; 

44. Zwei in derselben Ebene befindliche Kegelschnitte 
künncu immer als entsprechende Cnrven perspectiviscb 
liegender ebener Systeme angesehen werden. Als Colline- 
Staudlxl: Ltbrbach dtr D«aaraD Oaomith«, 17 
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atioDsaxe kann man irgend eine gleichartig liegende 
gemeinschaftliche Secante $ und als Collin eationscen tra m 
jeden der zwei Contingenzpuukte betrachten, welcheauf der 
Polaren des in s befindlichen gemeinschaftlichen Poles 
liegen. 

Mit BenUtznug dieses Satzes lassen sich zwei gemeinschaftliche Secauten 
zweier Kegelschnitte A', A', leicht ermitteln, wenn ein Contingenzpnnkt 0 
gleichartiger Lage bekannt ist. Man zieht durch 0 eine beliebige Gerade, 
welche K in AB und K, in A^B, schneidet, and constrnirt in den zuletzt 
genannten vier Paukten die Tangenten, so ist der Scbnittpankt der Tangenten 
in A und .<4, so wie auch der Scbnittpankt der Tangenten in B and A, ein 
Punkt einer gemeinschaftlichen Sccantes.DerDarcbschnittderin.il and B,, 
so wie der in B and A^ gezogenen Tangenten gehört der zweiten gemein- 
schaftlichen Secante s, an. 

Wie zwei Coutingenzpunkte bestimmt werden können, wenn eine gemein- 
scbaftlicbe Secante gegeben ist, bedarf wohl keiner besonderen Erklftraag. 


e) BeelproeitXt der Gmodgebilde zweiter Stofe. 

Wenn zwei ebene Systeme S und derart auf einander bezogen sind, 
dass jedem Punkte P in eine Gerade p, in und jeder durch P gehenden 
Geraden in ein in gelegener Punkt in entspricht, so sagt man, dass 
die beiden Systeme reciprok verwandt, oder reciprok sind. Zwei 
StrahlenbQndel s und s, nennt man reciprok, wenn jedem Strahle ^ in s eine 
Ebene zr, in Sj und jeder durch p gehenden Ebene in s ein in w, gelegener 
Strahl von $, entspricht. Endlich werden ein ebenes System S und ein Strahlen- 
bOndel s reciprok genannt, wenn jedem Punkte P von ^ eine Ebene n von s 
und jeder durch P gehenden Geraden von 2 ein in zr gelegener Strahl von s 
entspricht. Allgemein kann man daher sagen : 

Zwei Grundgebilde der zweiten Stufe sind reciprok, 
wenn je zwei ungleichartigen Elementen Pond 9 des einen 
Gebildes, von welchen P in q liegt, zwei ungleichartige 
Elemente P,, g, des anderen entsprechen, von denen P^ 
durch g, geht.*) 

Aus dieser Erklärung folgt, dass der Verbindungslinie irgend zweier 
Punkte A, B eines ebenen Systemes 2 jener Punkt eines mit S reciprok 
verwandten ebenen Systemes entsprechen muss, in welchem sich die den 
Punkten A, B entsprechenden Geraden schneiden. Bezeichnet man nämlich 
diese Geraden durch a,, h, und jenen Punkt, weicher der Geraden AB 
entspricht, durch P,, so muss P, sowohl auf < 1 ,, als auch auf 6 , liegen ; er 

S t a u d t’s „Geometrie der Lage", Seite So. 
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kann demnach nnr der Schnittpankt von a, and 6, sein. Umgekehrt entspricht 
in zwei reciproken ebenen Systemen dem Schnittpnnkte zweier Geraden des 
einen Systemes die Verbindungslinie jener Punkte des anderen, welche den 
zwei Geraden entsprechen. In zwei reciproken StrahlenbUndeln Baden analoge 
Beziehungen statt. Es entspricht n&mlich jeder durch irgend zwei Strahlen 
des einen Bflndels bestimmten Ebene jener Strahl des anderen BDndels, in 
welchem sich die den zwei Strahlen entsprechenden Ebenen schneiden. 

BezOglicb eines ebenen Systemes 2' und eines mit demselben reciprok 
verwandten StrahlenbOndels s findet die Beziehung statt, dass der Verbindungs- 
linie irgend zweier Punkte A und £ in 2 die Durchschnittslinie jener Ebenen 
in s entspricht, welche den Punkten A und Ji entsprechen, and dem Schnitt- 
punkte irgend zweier Geraden a und 1/ in 2' entspricht in s jene Ebene, welche 
durch die den Geraden a und b entsprechenden Strahlen bestimmt wird. — 
Alle diese Behauptungen finden ihre Rechtfertigung in obiger Definition der 
reciproken Verwandtschaft. 

Aus dieser Definition und der fflr die collineare Verwandtschaft gegebenen 
kann man schliessen ; 

45. Wenn zwei Grandgebilde der zweiten Stufe einem 
dritten reciprok sind, so müssen sie collinear sein und 
wenn von zwei collinearen Grandgebilden der zweiten 
Stufe das eine mit einem dritten solchen Grundgehilde 
reciprokist, soistesauchda Sander e. 

Sind zwei ebene Systeme reciprok, so entspricht der unendlich fernen 
Geraden des einen Systemes ein bestimmter Punkt des anderen Systemes, 
welcher der Mittelpunkt des letzteren genannt wird. Jede Gerade eines 
ebenen Systemes, welche durch den Mittelpunkt gebt, heisstein Durchmesser. 
Aus den vorausgebenden Erklärungen lässt sich nun leicht der Satz folgern; 

46. ln zwei reciproken ebenen Systemen entsprechen 
parallelen Geraden des einen Systemes Punkte des anderen, 
welche auf ein und demselben Durchmesser liegen. 

Die Richtang des letzteren und jene der parallelen Geraden werden 
conjugirte Richtungen genannt. Auch nennt man einen Durchmesser 
und die Richtung der seinen Punkten entsprechenden parallelen Geraden 
conjngirt. Zwei Durchmesser deren Richtungen conjugirt sind, heissen 
conjugirte Durchmesser. 

Liegt der Mittelpunkt des einen von zwei reciproken ebenen Systemen in 
unendlicher Entfernung, so liegt auch jener des anderen Systemes unendlich 
ferne. Denn heissen m und m, die unendlichen fernen Geraden der zwei 
Systeme, M, M, ihre Mittelpunkte, von denen wir annehmen wollen, dass M 
auf m gelegeu sei, so muss Jf, auf »i, liegen, also unendlich weit entfernt sein. 
Sind demnach in zwei reciproken ebenen Systemen die Durchmesser des einen 
Systemes unter einander parallel, so sind es auch die Durchmesser des anderen. 

17* 
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Je zwei einförmige Grandgebilde ti and 17 ,, welche sich in zwei ver- 
schiedenen reciprokeu Grandgebilden der zweiten Stufe befinden, nennt man 
entsprechende Gebilde, wenn G ans Elementen besteht, die den 
Elementen von 17 , in den beiden reciproken Ornndgebilden entsprechen. Sind 
z. B. und reciprokc ebene Systeme und bezeichnet R irgend eine Punkt- 
reihe in — , deren Elemente dem in 2', befindlichen Strahlenbfiscbel S^ in 
Bezug auf 2' und entsprechen, so sagt man, dass R nnd S, entsprechende, 
Gebilde der beiden Systeme sind. 

Aus der Definition der reciproken Verwandtschaft zwischen Grandgebilden 
der zweiten Stufe und dem Satze 7Pi, 1. Abschnitt, ergibt sieb unmittelbar der 
nachstehende Satz; 

47. Je zwei einförmige Grandgebilde, welche einander in 
reciproken Grundgebilden der zweiten Stufe entsprechen, 
sind projectivisch. 

Sind 2' und 2’, zwei reciproke ebene Systeme und S ein StrahlenbUschel, 
dessen Elemente Durchmesser des .Systemes 2' bilden, so schneidet die 
unendlich ferne Gerade von .3 diesen BUschel in einer Punktreihe R, welcher 
in 2', ein StrahlenbUschel S, entspricht, dessen Elemente ebenfalls Durchmesser 
sind. Nach obigem Satze müssen nun R und S, projectivisch sein und da S 
gegen R perspectivisch liegt, so sind auch Sund S, projectivisch. Entsprechende 
Elemente dieser Büschel sind je zwei conjugirte Durchmesser, nachdem jedem 
Strahle a in N jener Strahl in S, entspricht, der dem unendlich fernen Punkte 
von a in Bezug anf 2 nnd zugewiesen ist. Wir können also den Satz 
aufstellen ; 

48. Je zwei conjugirte Durchmesser reciproker ebener 
Systeme bilden entsprechende Strahlen zweier projccti- 
vischer StrahlenbUschel, deren Mittelpunkte sich in den 
Mittelpunkten der beiden Systeme befinden. 

In jedem dieser StrahlenbUschel gibt es ein Paar, oder unendlich viele 
Paare von auf einander senkrecht stehenden Strahlen, deren entsprechende im 
anderen BUschel ebenfalls anf einander stehen. Jeden solchen Strahl nennt 
man eine A x e des betreffenden Systemes. Die Axen eines jeden von zwei reciproken 
ebenen Systemen sind also zwei aufeinander senkrecht stehende Durchmesser, 
denen zwei, gleichfalls einen rechten Winkel bildende Durebtnesser des anderen 
Systemes coujugirt sind. In zwei reciproken ebenen Systemen kommen entweder 
nnr zwei, oder unendlich viele Paare von Axen vor. 

Mit Hilfe des Satzes 47 kann der folgende in einfacher Weise begründet 
werden. 

49. Will man zwei Grandgebilde der zweiten Stufe 
reciprok auf einander beziehen, so kanti man in jedem der- 
selben vier gleichartige Elemente, von denen keine drei 
demselben einförmigen Grundgebilde angehören, beliebig 
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ffSblen und einander als entsprechend zuweis cii; jedem 
fOnfIcn Elemente des einen Urundgebildes eutsj)riclit dann 
ein durch diese Annahmen vollkommen bestimmtes Element 
des anderen. Dabei wird vorausgesetzt, dass nur solche Elemente als ent- 
si)rechend betrachtet werden, welche in rcciproken Gebilden Oberhaupt einander 
entsprechen können, nähmlieb in zwei ebenen Systemen Punkt und Gerade, in 
zwei StrahlenbOndeln Strahl und Ebene, endlich in einem ebenen Systeme und 
eincin StrahlenbOndel Punkt und Ehonc, oder Gerade und Strahl. 

Der Beweis dieses Salzes für zwei ebene Systeme lässt sich auf folgende 
Art geben: - und .ij seien die zwei reciproken ebenen Systeme, ABCD vier 
beliebig gewählte Punkte in 2: und a,ö,c,d, die vier diesen Punkten als ent- 
sprechend zugewiesenen Geraden in Zu irgend einem fünften Punkte K in 
2 kann die entsprechende Gerade e, in dann nicht mehr beliebig gewähll 
werden, wie aus nachstehender Betrachtung hei vorgehl. Verbindet man A mit 
BCDE, so erhält man nach obigem Salze 47 einen Strahlenbüschcl S, welcher 
jener Punktreibe projectivisch ist, die von den Schnittpunkten der Geraden 
6,c,(l,c, mit der Geraden a, gebildet wird. Der Schnittpunkt von a, und 
e^ erscheint nun durch die Obrigen Durchsebuittspunkte von u, mit 
vollkommen bestimmt (Satz 11, 1. Abschnitt); ebenso ist der Durch- 
sebnittspunkt von e, etwa mit öj vollkommen bestimmt, nachdem dieser 
Punkt der Verbindungslinie der Punkte B und E entsprechen muss und 
BE mit den Geraden BA, BC, Bl), einen StrablcnbUscbel bildet, welcher 
mit jener Punktreihe projectivisch ist, die sich als Schnitt von b^ mit 
(i,c, d,c, ergibt. Demnach ist die Gerade «j, sobald der ihr entsprechende 
Punkt E angenommen wurde, durch die übrigen bereits gemachten Annahmen 
ebenfalls unzweideutig bestimmt und kann nicht mehr willkürlich gewähll wer- 
den. Dasselbe gilt für irgend einen andern in .1' angenommenen Punkt und die 
ihm entsprechende Gerade in 2',, woraus der obige Satz, iusoferne er sich auf 
rcciiiroke ebene Systeme bezieht, hervorgeht. 

Mit Benutzung des eben erhaltenen Resultates lassen sich alle übrigen 
Falle, auf welche sich der in Rede stehende Satz noch bezieht, leicht begründen. 
Der Beweis für zwei reciproke Strahlenbündel kann z. B. dadurch hcrgestcllt 
werden, dass man sich beide Bündel durch je eine Ebene gesebnitten denkt, 
wodurch sich zwei reciproke ebene Systeme ergeben, und aus der Beziehung 
dieser Systeme auf jene der beiden Bündel schliesst. 

Die Bestimmung eines Grundgebildes O der zweiten Stufe, welches einem 
vollständig gegebenen zweiten solchen Gebilde G, reciprok sein soll, wenn man in 
G vier gleichartige Elemente ABCD kennt, die den Elementen a^b^c^d^ in fr, 
entsprechen , geschieht mit Benützung des Satzes 47 und ist der oben erklärten 
Bestimmung des einen von zwei collinearen Grandgebilden G , G, der zweiten 
Stufe , für den Fall als io denselben vier Paare entsprechender Elemente 
bekannt sind, ganz analog. Diese Bestimmung beruht nämlich ebenfalls auf der 
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Coostruction eines vierten Element das cs, einem Grnndgebilde der ersten Stufe 
angebört, wenn von letzterem drei Elemente ABC, dann ein mit demselben 
projectiviscb verwandtes Grandgebilde ff and in ff die drei den Eleroeuteu ABC 
entsprechenden bekannt sind. 

Ans dem Satze 49 folgt aamittelbar : 

50. Ein ans vier gleichartigen Elementen bestehendes 
Grandgebilde der zweiten Stufe ist mit jedem zweiten ans 
vier gleichartigen Elementen bestehenden Grandgebilde 
der zweiten Stufe reciprok verwandt, wenn diese Elemente 
solche sind, die sich äberbaapt in reciproben Gebilden ent- 
sprechen können. 

So z. B. ist jedes ebene Viereck mit jedem ebenen Vierseit and jedes 
Vierkant mit jedem Vierseit im StrablenbOndel reciprok verwandt. — 

Wir wollen nnn antersacben, wie viele Punkte in einer Ebene c, welche 
zwei reciproke Systeme 2' und 2', enthält, vorhanden sind , die derselben 
Geraden entsprechen, ob man sie als Punkte von 2 oder iS', betrachtet 

Fasst man sämmtliche Gerade der Ebene e als Eleu>ente von 2 auf, so 
entsprechen denselben Punkte in 2, , deren Gesammtheit ein ebenes System 
bildet, welches wir 2^ nennen wollen ; betrachtet man dieselben Geraden als 
Elemente von 2j, so bilden die ihnen entsprechenden Punkte in 2 gleichfalls 
ein ebenes System, welches wir durch ^'3 bezeichnen. 2^ und 2^ sind nnn mit 
demselben Systeme von Geraden reciprok verwandt, daher müssen sie unter 
einander colliuear verwandt sein (Satz 45, 3. Abschnitt). Zwei in derselben 
Ebene liegende collineare Systeme haben nach Satz 19, 3. Abschnitt, im allge- 
meinen nur eiuen reellen Punkt oder drei, oder alle ihre Punkte entsprechend 
gemein. Jedem Punkte, welchen die Systeme 2,j und — j entsprechend gemein 
haben, aber auch nur solchen Punkten, entspricht nun ein und dieselbe Gerade 
in 2 und 2',, ob mau ihn als Element des einen oder des anderen dieser Systeme 
ansiebt, man kann daher sagen : 

51. ln zwei reciproken Systemen, die in derselben Ebene 
liegen, gibt cs im allgemeinen entweder nur einen reellen 
Punkt, welcher derselben Geraden entspricht, ob man ihn 
als Element des einen oder des anderen Systemes be trachtet, 
oder es sind drei solche Punkte vorhanden, oder allen 
Punkten kommt diese Eigenschaft zu. 

Bezüglich zweier reciproker, concentriscb liegender Strahlenbttndel gilt 
ein analoger Satz, wie man sich leicht überzeugt, wenn man annimmt zwei 
solche Bündel würden durch eine beliebige Ebene geschnitten und berücksichtigt, 
dass in dieser Ebene reciproke Systeme als Schnitte der beiden Bündel zu 
Stande kommen. 

Zwei in derselben Ebene liegende reciproke Systeme, in denen einem 
jeden Punkte dieselbe Gerade entspricht, ob man ihn als Pnnkt des einen oder 
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des anderen Systemes betrachtet, nennt man involntoriscb liegend, oder 
kürzer involntoriscb. Beide Systeme werden dann meistens als ein einziges 
System aofgefasst, welches man ein ebenes Polarsysteni nennt. 

Zwei concentriscb liegende reciproke Strablenbündel heissen ebenfalls 
involntoriscb, wenn jedem Strahle dieselbe Ebene ‘entspricht, ob man ihn als 
Element des einen oder des anderen Bündels betrachtet. Die beiden Bündel 
werden dann auch als ein einziger aufgefasst, welchen man ein Polarsystem 
im Strablenbündel nennt. 

Ein ebenes System 2 nnd ein mit demselben reciprok verwandter Strab- 
lenbfindel s liegen involntoriscb, wenn jenes ebene System, welches durch den 
Schnitt von s mit der Ebene von 2 zu Stande kommt , gegen 2 involuto- 
risch liegt. 

52 Zwei reciproke Systeme 2 und , welche in der- 
selben Ebene liegen, bilden ein Polarsysteni, wenn den 
Eckpunkten A, B, C eines Dreieckes in 2 die ihnen gegen- 
überliegenden Seiten a,, b^, c, dieses Dreieckes in 2, ent- 
sprechen. Zwei concentrisebe reciproke Strablenbündel 
s und s, bilden ein Polarsystem, wenn den Kanten a, h, c 
eines Dreikantes in s die ihnen gegenüberliegenden Seiten 
/9,,.y, dieses Dreikantes in s, entsprechen. 

Um den ersten Theil dieses Satzes zu rechtfertigen heweisen wir zunächst, 
dass jedem Eckpunkte des genannten Dreieckes die gegenüberliegende Seite ent- 
spricht, ob man ihn als Punkt von 2 oder 2^ betrachtet. Dem Schnittpunkte 
der Seiten 6 , nnd c, in 2, — nämlich dem Punkte A — entspricht die Ver- 
bindungslinie der Punkte B und C in ; unserer Annahme zufolge entspricht 
aber A, als Punkt des Systemes 2 betrachtet , ebenfalls die Gerade BC, es ent- 
spricht daher diesem Punkte die ihm gegenüberliegende Dreieckscite, ob man 
ihn als Element von 2 oder ansiebt. Ein gleiches gilt offenbar auch bezüg- 
lich der zwei übrigen Eckpunkte B und C. 

Dass 2 und 2^ involntoriscb liegen, also ein Polarsystem bilden, lässt sich 
wie folgt zeigen ; 

Irgend einem Punkte D (Fig. 76) in a,, als Punkt des Systemes 2' 
betrachtet, entspricht eine durch A gehende Gerade d, in deren Schnitt- 
punkt mit a, wir D’ nennen wollen. Dem Punkte D’als Punkt von 2^ betrachtet, 
entspricht eine durch A und D gebende Gerade d\ in 2, nachdem D' sowohl in 
a^, als auch in d, gelegen ist. Fasst man Z> als Punkt des Systemes 2^ auf, so 
entspricht demselben, als Durphschnittspunkt von a, nnd d\ die Verbindungs- 
linie der Punkte A nnd also wieder die Gerade d,, wie in dem Falle, wenn 
D als Element von 2 betrachtet wird. Nachdem nun D ganz beliebig in 
gewählt wurde, so muss jeder Pnnkt in die Eigenschaft haben, dass ihm die- 
selbe durch A gebende Gerade entspricht, ob man ihn als Punkt von 2 oder 
betrachtet. Ebenso lässt sich zeigen, dass jedem Punkte in b^ oder c, eine 
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beziehungsweise durch B oder C gehende Gerade doppelt entsprechen muss. 
Umgekehrt entspricht also einer durch A, B oder C gehenden Geraden ein und 

derselbe beziehungsweise in 
h, oder c, gelegene Punkt, 
man mag eine solche Gerade 
als Element von 2 oder 2', 
ansehen. 

Ist nun P irgend ein 
Punkt von 2, so kann man den- 
selben als Schnittpunkt zweier 
Geraden m und n anffassen, 
von welchen die eine durch A, 
die andere durch B geht. Die- 
ser Schnittpunkt entspricht der 
Verbindungslinie jener zwei beziehungsweise in und gelegener Punkte 
3f, , .y,, welche den Geraden m und n entsprechen. Fasst man P als Punkt 
von nllmlicb als Schnittpnnkt der in gelegenen Geraden m und n auf, so 
findet man, dass ihm gleichfalls die Gerade p^ in 2' entsprechen muss. Da nun 
der Punkt l‘ ganz beliebig gewählt wnrde und demselben als Element von ^ 
oder 2’, betrachtet, dieselbe Gerade entspricht, so muss ein Gleiches für alle 
Punkte der Ebene beider Systeme gelten, d. b. diese Systeme liegen involn- 
torisch. — Der zweite, anf Strahlenbündel sich beziehende Tbeil des obigen 
Satzes lässt sich mit Benfltzung des ersten Theiles, welcher soeben bewiesen 
wurde, leicht rechtfertigen. Man hat sich nur beide Bündel durch eine Ebene 
geschnitten zu denken, und kann dann aus den Beziehungen der zwei sich als 
Schnitte ergebenden Systeme auf jene der zwei Strahlenbündel scblicssen. 

Aus dem in Rede stehenden und dem obigen Satze 49 wird die Möglich- 
keit klar, dass zwei Grundgebilde der zweiten Stufe Oberhaupt invulutorisch 
liegen können. Zwei in derselben Ebene befindliche Systeme lassen sich ja 
immer derart reciprok auf einander beziehen, dass den Eckpunkten eines Drei- 
eckes die ihnen gegenüberliegenden Seiten desselben Dreieckes entsprechen, 
und ebenso kann man in zwei concentriseben reciproken StrahlenbOndeln den 
Kanten eines Dreikantes die ihnen gegenüberliegenden Seiten immer als ent- 
sprechend zuweisen. 

Jeder Pnnkt und die ihm entsprechende Gerade eines ebenen Polar- 
systemes werden P o 1 und Polare genannt. Jeder Punkt und irgend ein zweiter 
auf der Polaren des ersteren gelegene Punkte heissen conjugirte Punkte 
and jede Gerade und irgend eine zweite durch den Pol der ersteren gehende 
Gerade nennt man conjugirte Gerade. Man kann adso sagen: 

Zwei conjugirte Punkte eines ebe- Zwei conjugirte Gerade eines 

nen Polarsystemes sind solche, deren ebenen Polarsystemes sind solche, deren 
jeder auf der Polaren des anderen liegt, jede durch den Polder anderen geht. 
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Bezüglich des Polarsystemes im Strahleobttndel geben wir folgende Er- 
kl&rung: 

Zwei Strahlen eines Polarsystemes Zwei Ebenen eines Polarsystemes 

im Strahlenbandel sind conjugirt, wenn im StrahlenbUndel sind conjngirt, wenn 
jeder in der Ebene liegt, welche dem jede dnreh den Strahl geht, welcher 
anderen entspricht. der anderen entspricht. 

Ein in der Ebene eines Polarsystemes gelegenes Dreieck, dessen Ecken 
die Pole der gegenüberliegenden Seiten sind, heisst man ein Polardreieck 
und ein Dreikant, welches einem Polarsysteme im StrahlenbUndel angehört, wird 
ein Polardreikant genannt, wenn jede Kante desselben der ihr gegenüber- 
liegenden Seite entspricht. 

In jedem ebenen Polarsysteme sind unendlich viele Polar- 
dreiecke vorhanden; jeder Punkt des Systemes, welcher nicht 
auf seiner Polaren liegt, kann ein- Eckpunkt eines solchen 
Dreieckes sein. 

Der Beweis für diese Behanptnng ergibt sich ans Folgendem : Um ein 
Polardreieck zu erhalten kann man irgend einen Punkt A der Ebene, in welcher 
die beiden reciproken Systeme I und involutorisch liegen, als Eckpunkt des 
Dreieckes beliebig wählen. Die Polare von A betrachtet man als eine Seite 
und irgend einen Punkt B von a^ als zweiten Eckpunkt. Die Polare ö, von B 
mnss dann durch A gehen und bestimmt in ihrem Schnittpunkte O mit a, den 
dritten Eckpunkt des Polardreieckes. Damit ist obige Behauptung gerecht- 
fertigt. — Ein analoger Satz gilt bezüglich des Polarsystemes im Strahlenbttndcl. 

Nachdem es in den meisten Fällen sehr leicht ist aus den Beziehungen 
zweier reciproker ebener Systeme auf die Beziehungen zu schliessen, welche 
zwischen zwei reciproken Strablenbündeln bestehen , so wollen wir uns in der 
Regel damit begnügen, nur rcciprokc ebene Systeme in Betracht zu ziehen. 

53. Ein ebenes Polarsystem ist vollkommen bestimmt, 
sobald man in demselben ein Polardreieck nnd irgend einen 
Pol und seine Polare gewählt bat; doch darf dieser Pol anf 
keiner Seite des gewählten Dreieckes liegen, also seine Po- 
lare durch keinen Eckpunkt des Dreieckes gehen. 

Der Beweis biefor ergibt sich unmittelbar ans obigen Sätzen 40 nnd .52. 

Aus dem Satze 53 lässt sich schliessen : 

p4. Zwei rcciprokc ebene Systeme können immer da- 
durch zu einem Polarsystemc vereinigt werden, dass man 
ihre Mittelpunkte und je zwei einander nicht conjugirte Axen 
zur Coincidenz bringt. 

Die vereinigten Axen und die unendlich ferne Gerade bilden nämlich dann 
ein Dreieck, in welchem jeder Eckpnnkt der ihm gegenüberliegenden Seite ent- 
spricht, woraus folgt, dass die beiden Systeme involutorisch liegen (Satz 52, 
3. Abschnitt). 
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Das8 omgekebrt in jedem ebenen Polsrsysteme die Mittelpnnkte, sowie 
die nicht conjngirten Axen der beiden Systeme, ans welchen cs besteht, coinci- 
diren mttssen, ist leicht einznseben, wenn man berücksichtigt, dass die nncndlicb 
fernen Geraden der zwei Systeme znsaromenfallen. 

Eine wichtige Eigenschaft der in Rede stehenden involntoriscben Gebilde 
drückt folgender Satz ans : 

55. Je zwei einförmige Grnndgebilde, welche sich in zwei 
reciproken involntorisch liegendenGrnndgebilden der zweiten 
S tnfe entsprechen, liegen im allgemeinen eben falls in volntoriscb. 

Für das ebene Polai System lässt sich dieser Satz in nachstehender Weise 
begründen. Die zwei zn einem Polarsystem vereinigten ebenen Systeme seien 2 
nnd 2^ , A sei irgend ein nicht anf seiner Polaren gelegener Punkt in 2 und a, seine 
Polare (Fig. 76). Ist D irgend ein Punkt in d, seine durch A gehende Polare 
nnd D" der Dnrehsebnittspunkt von a, nnd d, , so muss D' der Pol der Geraden 
AD sein , welche wir <f, nennen wollen. Alle Punkte D in a, bilden eine Pnnkt- 
reihe R , welche mit dem aus allen Geraden <f, gebildeten StrahlcnbOschel 5, 
projectiviscb ist (Satz 47, 3. Abschnitt) ; daher muss R anch mit jener Reibe R" 
projectiviscb verwandt sein, welche durch den Schnitt von S, mit a^, nämlich durch 
alle Punkte D' zn Stande kommt. Da nun dem Punkte D der Pnnkt D' ent- 
spricht, ob man ihn als Element von R oder R betrachtet, so liegen R und R, 
folglich auch R und S^ involutorisch. — In ähnlicher Weise kann der Satz .^5 
anch für die übrigen Fälle, anf welche er sich bezieht, nachgewiesen werden. 

Nachdem D nnd D' conjngirte Punkte sind, kann man sagen, dass alle 
Paare conjngirtcr Punkte, welche ein nnd derselben Geraden angebören, eine 
involntorische Reibe nnd alle Paare conjugirter Geraden (d, , d\), welche durch 
ein nnd denselben Pnnkt gehen, einen involutorischen Strablenbüschel bilden. — 
Analoge Beziehungen finden auch in jedem aus Strahlenbündeln bestehenden 
Polarsysteme statt ; wir können somit die Sätze anfstellen ; 

56. Jn j edem ehe n e n Polar- In jedem Polarsysteme 

Systeme bilden alle Paare im S tr ah 1 e nbtt ndel bi 1 den al Ic 
conjngirter Punkte ein nnd Paare conjugirter Ebenen, 
derselben Geraden eine invo- welche durch ein nnd dieselbe 
lutorisebe Pnnktreihe nnd Gerade gehen, einen involn- 
alle durch ein und denselben torischen Ebeuenbüschcl 
Punkt gebenden Paare con- und alle in einuiiddersclbcn 
jngirter Geraden einen invo- Ebene befindlichen Paare 
In torischen Strahle nbttsche I. conjugirter Strahlen einen 

involntoriscben Strahle n- 
bOs chel. 

Ist C irgend eine ebenen Cnrve eines Systemes 2 nnd bezeichnet man 
durch Zj irgend ein mit 2 reciprok verwandtes ebenes System , so entspricht 
der stetigen Aufeinanderfolge von Punkten , welche die Cnrve C bilden , eine 
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Stetige Anfeinanderfolge von Geraden in 2', . Die Cnrve C, , welche alle diese 
Geraden berührt, bezeichnet man als die der Cnrve C entsprechende nnd nennt 
C nnd Cj reciproke Cnrve n. Stellt man sich vor 0 würde durch einen 
beweglichen Pnnkt P erzengt, so kann man annehmen C, entstehe durch eine 
bewegliche Tangente p^ . So oft P irgend eine bestimmte io 2 gelegene Gerade 
» trifft, ebenso oft gebt durch den der Geraden 9 , entsprechenden Pnnkt 
(?, worans man schliessen kann : 

57. Sind zwei Cnrven reciprok, so ist die Ordnnngszabl 
der einen gleich der Classenzahl der anderen. Ein Kegel- 
schnitt kann daher nur wieder einem Kegelschnitte reci- 
prok sein. 

Zwei unendlich nabe Lagen des beweglichen Punktes P bestimmen eine 
Tangente von C und entsprechen zwei nnendlicb nahen Tangenten von C,, deren 
Dnrchschnittspnnkt als ein Punkt der Cnrve und zugleich als Burührnngspnnkt 
der beiden Tangenten betrachtet werden kann. Hieraus folgt: 

58. Jeder Tangente und ihrem Berührungspunkte einer 
Cnrv e C entspricht beziehungsweise ein Berührungspunkt 
nnd die dazu gehörige Tangente einer jeden mit C reciprok 
verwandten Cnrve. 

Für reciproke Strablenbündel gelten analoge Beziehungen , welche aofzu- 
finden nnd nacbznweisen keine Schwierigkeiten bietet. 

Befinden sich zwei reciproke Systeme in derselben Ebene-, so kann man 
fragen : Wie viele Punkte gibt es, denen in beiden Systemen dieselbe Gerade 
und wie viele Gerade, denen derselbe Pnnkt entspricht? Zur Beantwortung 
dieser Frage führt eine einfache Untersncbong, welche jener ganz ähnlich ist, 
die nns zur Bestimmung der gemeinschaftlichen Pole und Polaren zweier in der- 
selben Ebene befindlicher. Kegelschnitte geführt bat. Man findet, dass es in 
zwei reciproken Systemen, welche in derselben Ebene lie- 
gen, im allgemeinen drei Punkte gibt, denen dieselben Ge- 
raden doppelt entsprechen. Von diesen drei Punkten kön- 
nen zwei imaginär sein (Satz 81 , 2 .' Abschnitt). — Wir begnügen uns 
mit diesen Andeutungen, da ein näheres Eingehen auf den in Rede stehenden 
Gegenstand grösstentbeils Wiederholung sein müsste. 

. Es soll nun untersucht werden , welche gegenseitige Lage jene Punkte 
zweier reciproker , in derselben Ebene befindlicher Systeme haben , welche auf 
den ihnen entsprechenden Geraden liegen. Die beiden Systeme nennen wir 2 
nnd 2, , A sei irgend ein Pnnkt nnd a, die ihm entsprechende Gerade in 2,. 
Dem Satze 47 , 3. Abschnitt, zufolge bildet A den Mittelpunkt eines in 2 befind- 
lichen Strahlenbflschels 8, welchem eine auf a, gelegene, mit 8 projectivisch 
verwandte Reibe iZ, entspricht. Die Gerade a^ schneidet den Büschel 8 in ^ner 
Reibe R, welche der Reibe R, projectivisch ist, R nnd R, sind also zwei con- 
jectivische, auf Oj befindliche Reiben, Dieselben haben entweder zwei reelle 
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oder zwei imaginäre Doppcipnnktc />, D\ . Jeder dieser Doppelpunkte , als 
Element von 2’, betrachtet, liegt auf dem ihm entsprechenden Strahle des 
BübcIicIk S. Die Gerade, welche dem Punkte D, des Syslenies entspricht 
sei d, die dem Punkte D\ desselben Systemes entsprechende Gerade heisse d'. 
Betrachtet man D, als Punkt von so entspricht ihm eine Gerade in 2',, 
welche durch D^ geht, nochdem D, auf d gelegen ist. D, liegt also auf der 
ihm entsprechenden Geraden, ob man ihn als Punkt von — oder auffasst. 
Betrachtet man die Gerade d als Element von S, so entspricht ihr der Punkt 
/), in .J,, sieht man d als Gerade von .J, au, so muss ihr, da sic durch D, geht, 
ein auf d gelegener Punkt entsprechen. — Aus dieser Untersuchung ergibt sich 
nun der Satz : 

.'iB. Jeder Punkt in der Ebene zweier reciproker Systeme, 
der als Element des einen Systemes betrachtet auf der ihm 
entsprechenden Geraden liegt, ist auch als Element dos anderen 
Systemes auf der ihm entsprechenden Geraden gelegen und 
jede Gerade, welche als Element des einen Systemes durch den 
ihr entsprechenden Punkt geht, enthält auch als Element dos 
anderen Systemes betrachtet jenen Punkt, der ihr entspricht. 

Ist Z), ein Punkt irgend einer Geraden a, , welcher auf der ihm entspre- 
chenden Geraden d liegt, so gibt es auf a, im allgemeinen noch einen zweiten 
Punkt D\, durch welchen die ihm entsprechende Gerade geht, nachdem jede 
conjectivisebe Reihe im allgemeinen zwei Doppelpunkte besitzt. Zieht man also 
durch D^ beliebig viele Gerade in der Ebene der beiden reciproken Systeme, 
so enthält jede solche Gerade ausser D, noch einen zweiten Punkt, welcher auf 
der ihm entsprechenden Geraden liegt. Alle diese Punkte befinden sich auf 
(Fig. 77.) einem Kegelschnitte, wie 

wir nun zeigen wollen. 

ln Fig. li sei P ein 
— jedenfalls vorhandener — 
Punkt, welcher derselben Ge- 
raden p entspiiebt, ob man ihn 
als Element von 2 oder be- 
trachtet. Als Element von 
nennen wir diesen Punkt P., als 
Element von 2', heisse er P, 
und die entsprechenden Gera- 
den seien beziehungsweise p 
undj),. Einer auf p, oder was 
dasselbe ist, auf p, befindlichen 
Reibe R entspricht ein Strab- 
lenbüscbel mit dem Mittel- 
punkte P, welcher BUscbcl von 


4 


Digitized by Google 





Reciprocität der Orundgebilde zweiter Stufe. 269 

p in einer Reihe (geschnitten wird. A nnd B seien di e Doppelpunkte von R 
und i?,, also Punkte, welche auf den ihnen entsprechenden, durch P geheuden 
Geraden n, , h, liegen. Dass den Punkten A nnd B dieselben Geraden entspre- 
chen , ob man sie als Elemente von ^ oder betrachtet ist leicht einzusehen. 
Dem Punkte A z. B. entspricht als Punkt von die Gerade «, , wie wir ange- 
nommen haben; als Punkt von und zwar als Schnittpunkt von a, und p, , 
* entspricht ihm die Verbindungslinie der Punkte A und P, also wieder, die Gerade 
a, . — Zieht man durch A irgend eine Gerade ADi , so enthält dieselbe, wie wir 
oben erklärt haben, ausser A noch einen zweiten Punkt D,. durch Welchen die 
ihm entsprechende Gerade geht. Ebenso enthält die Gerade D, P ausser D, 
noch einen zweiten derartigen Punkt D\. Die Gerade D,P, als Element von 
nennen wir m, und der ihr entsprechende Punkt, welcher auf p gelegen sein 
muss, nachdem m, durch P, geht, heisse M. 

»I, kann nun als Träger einer Pnnktreihe r betrachtet werden , welche 
einem StrahlenbUschel mit dem Mittelpunkte M entspricht. Dieser BUschel 
schneidet »», in einer Reihe r, nnd die beiden Reihen r nnd welche- projec- 
tivisch sind , müssen ihre Doppelpunkte in D, D', haben. Dass r und r, invo- 
Intoriseh liegen, ist leicht einzusehen, wenn man beracksrehtiet, dass der 
Schnittpunkt Q der Geraden in, und p, dem Punkte P entspricht , ob man ihn 
als Punkt von r oder r, ansielit (Satz 51 , 1. Abschnitt), nachdem P und sich 
unserer Voraussetzung gemäss doppelt entsprechen, üieraas folgt , dass P und 
Q durch die Punkte D^D‘, harmonisch getrennt werden. 

Die Gerade m,, insoferne sie ein Element von S bildet, nennen wir m 
nnd der ihr entsprechende Punkt, welcher auf p, liegen muss, heisse Af,. 
Einer auf m bchndlichen Pnnktreihe o entspricht ein Strahlenbttschcl, welcher 
seinen Mittelpunkt in Af, bat und von nt in einer mit g projectivfschen Puukt- 
reihe p, geschnitten wird, g und p, liegen involutoriscb ans demselben Grunde, 
welchen wir angegeben haben, um die iuvolntorische Lage der Reiben r und r, 
nachzuweisen. Es ist nun leicht einznsehen, dass die beiden durch rr, nnd pp, 
gebildeten Involutiouen identisch sind. Sie haben ja gemcinschaftlicbe Doppel- 
punkte D^D\ und jedes Paar von Punkten der Geraden m. welches durch P,2)', 
harmonisch getrennt wird, bildet ein Paar entsprechender Punkte beider Involu- 
tionen. Hieraus folgt, dass irgend einemPunkte eiuerdnrcbPgehen- 
denGoradenmalsPunktvon^' und.^, betraebtetzwei Gerade 
entsprechen, welche sich in einem Punkte von m schneiden. 

Mit Benützung dieses Ergebnisses kann der Punkt P in einfacher Weise 
bestimmt werden. Man wählt einen beliebigen Punkt a der Ebene von 2 nnd 
ermittelt den Schnittpunkt ß der beiden diesem Punkte entsprechenden 
Geraden und verbindet a mit ß. Die Gerade aß enthält dann den Punkt P. 
Durch Wiederholung derselben Construction ergibt sich eine zweite Gerade 
yd, in welcher P ebenfalls liegen muss. P wird daher im Schnittpunkte von aß 
und yd erhalten. 
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Zieht man durch A irgend eine nicht durch Dj oder 2)', gehende Gerade 
AC, BO enthält dieselbe ausser A noch einen Punkt C, welcher auf der ihm 
entsprechenden Geraden liegt. Die Schnittpunkte von AC mit m und h, nennen 
wir beziehungsweise E und F und der Schnittpunkt der Geraden BC mit 
m sei (i. 

Den Punkten der Geraden AC entspricht in 2 und je ein Strablen- 
bOscbel Sund S, , deren Mittelpunkte sich in n, befinden, nachdem .dadurch 
A bindurcbgeht. S und S, sind projectivisch, wie man ans dem Satze 47, 
3. Abschnitt, srhliessen kann, und liegen perspectivisch, da sie den Strahl a, 
entsprechend gemein haben, welcher dem Punkte A doppelt entspricht. Der 
perspectirische Durchschnitt der beiden Bfischel geht durch die Punkte B nnd 
C. Denn es entsprechen dem Punkte F, weil er auf b, liegt, zwei sich in B 
schneidende Gerade und dem Punkte C entsprechen nach Satz 59, 3. Abschnitt, 
zwei Gerade, welche durch C geben. Dem Punkte E entsprechen daher zwei 
Gerade, welche sieb in einem Punkte von BC schneiden, nachdem aber E auf 
m gelegen ist, so gehört der Schnittpunkt dieser zwei Geraden auch der Linie 
m an, folglich schneiden sich die zwei dem Punkte £ ent- 
sprechenden' Geraden im Punkte O, woraus man schliessen kann, 
dass£nnd G entsprechende Punkte der auf m befindlichen 
involntorischen Keilten rr, bilden. 

Wir denken uns nun durch A unendlich viele Gerade AC gezogen und 
sämmtliche Punkte C mit B verbunden. Alle Punkte E bilden dann eine Reihe 
r, welche der durch alle Punkte G entstehenden Reihe r, projectivisch ist. Die 
beiden aus allen Geraden AC und BC bestehenden StrablenbOschel sind daher 
ebenfalls projectivisch und erzeugen einen Kegelschnitt k, welchem 
sämmtliche Punkte C angeböreu, die auf den ihnen ent- 
sprechenden Geraden liegen. Dieser Kegelschnitt berührt die Geraden 
a, nnd b^ beziehungsweise in den Punkten A und B. Die Cnrve k geht nämlich 
durch A und B, nachdem diese Punkte in den ihnen entsprechenden Geraden 
liegen, sie kann aber weder a, noch b, schneiden; denn würde z. B. a, mit k 
noch einen Punkt II ausser A gemein haben, so müsste II einer von a, ver- 
schiedenen Geraden entsprechen und diese Gerade müsste nicht nur durch 
II, sondern auch durch A gehen , weil II auf a, liegt. Die Gerade AH ist aber 
von a, nicht verschieden, es würden also die zwei Punkte A und H als Punkte 
desselben Systemes ein und- derselben Geraden entsprechen, was unmöglich ist. 

Dem Kegelschnitte k, als Cnrve des Systemes 2* betrachtet, entspricht 
ein Kegelschnitt A,, welcher von allen Geraden berührt 
wird, die den Punkten von A; entsprechen, also von allen 
Geraden, welche durch die ihnen entsprechenden Punkte 
geben (In Fig. 77 sind z. B. Z>, M nnd D\ M solche Gerade). Demnach 
müssen die Schnittpunkte irgend einer Tangente von A;, mit der Curve k jene 
Punkte sein, welche dieser Tangente entsprechen. Betrachtet man k als Curve 
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des Systemes 2',, so entspricht ihr gleichfalls ein Kegelschnitt in 2, Dieser 
Kegelschnitt ist identisch mit A;, ; denn wie eben erwilbnt, entsprechen die 
Schnittpnnkte irgend einer Tangente t von dieser Tangente t and ein 
gleiches mflsste bezüglich der Carve k^ gelten. Wären A;, nnd A;, verschiedene 
Cnrven, so fnhsste es möglich sein ans d eine von t verschiedene Tangente f an 
kf zn ziehen und ^ musste auch der Geraden f entsprechen, was unmöglich ist, 
nachdem jedem Punkte des einen Systemes nar eine einzige Gerade des 
anderen Systemes entsprechen kann. 

Der Kegelschnitt berührt die Geraden a, und 6, weil a^ and 6, durch 
die ihnen entsprechenden Punkte A und B geben. Die Berührungspunkte 
müssen A und B sein ; denn wären es andere Punkte, so wttrde man aus A und 
B von a^ und verschiedene Tangenten ziehen können, welche dann ebenfalls 
den Paukten A und B entsprechen mussten. 

Die Geraden a^ und 6, werden daher sowohl Von k, als 
auch von A, in den Punkten A nnd B berührt. 

Dass A, stets innerhalb der Curve A gelegen ist, gebt daraus hervor, 
dass jede Tangente von A, den Kegelschnitt A in reellen Punkten, nämlich in 
den ihr entsprechenden treffen muss. 

Sind die Doppelpunkte D,D\ aller involutorischen Reihen deren Träger 
die durch P gehenden Geraden m bilden imaginär, so gibt es keinen reellen 
Kegelschnitt A. Dann ist aber auch keine reelle Curve Aj vorhanden. Ezistirt 
nämlich keine reelle Curve A, also auch kein reeller Punkt , welcher auf der ihm 
entsprechenden Geraden liegt, so gibt es selbstverständlich anch keine reelle 
Gerade, welche durch den ihr entsprechenden Punkt geht. A und A, sind 
demnach entweder zugleich reell oder zugleich imaginär . ' 

Haben die auf p befindlichen conjectivischen Reihen R und R, imaginäre 
Doppelpunkte A und P, so kann man zwei Fälle unterscheiden ; Entweder 
haben alle involutorischen Reihen, deren Träger die durch P gehenden Geraden 
fli bilden, imaginäre Doppelpunkte, dann sind A und A, imaginär, oder alle 
diese Reiben besitzen reelle Doppelpunkte, dann gibt es reelle Cnrven A und A,, 
welche sich in den zwei imaginären Doppelpunkten A und B berühren. Dass im 
letzteren Falle die Gerade p keine der Cnrven A oder A, schneiden kann, also 
P innerhalb beider Cnrven liegen muss, ist leicht einzusehen. 

Als Resultat der eben durebgefUhrten Untersuchung stellen wir nun 
folgenden Satz auf : 

60. Liegen zwei reciproke Systeme in derselben Ebene, 
so gehören alle Punkte, welche auf den ihnen entsprechenden 
Geraden liegen, im allgemeinen einem Kegelschnitte A an 
und alle Geraden, welche durch die ihnen entsprechenden 
Punkte gehen, berühren einen Kegelschnitt A,. Diese Cnrven 
sind entweder beide reell, oder beide imaginär und berabren 
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sieb im allgemeinen in zwei reellen oder imaginären 
Punkten. Kein Punkt der Cnrve A;, liegt ansserhalb k. 

Far zwei concentpisch liegende reciproke StrablenbOndel gilt ein 
analoger Satz, welchen anfzüstellen and naebzuweisen nicht schwer fällt. 

Wenn die zwei in derselben Ebene befindlichen reciproken Systeme 
involutorisch liegen, also ein Polar System bilden, so fallen die beiden 
Cnrven k and A;, zusammen. Denn ist a irgend eine Tangente von A:,, so 
schneidet sie die Cnrve k in zwei ihr entsprechenden Punkten A und B, welche 
im allgemeinen nicht coincidiren können, wenn k and k, verschiedene Curven 
sind. Im ebenen Polarsysteme entspricht aber jeder Geraden a ein and derselbe 
Punkt, ob man a als Element des einen oder des anderen Systemes betrachtet, 
folglich müssen A und B, also auch k und k, zusammenfallen. Der Punkt 
welcher der Tangente a entspricht liegt auf k und zugleich anf a, daher muss 
der Berührungspunkt von a mit A sein. D e r Pol einer jeden Tangente 
der Cnrve k ist somit der Berührungspunkt dieser Tangente. 

Sind ABC die Eckpunkte irgend eines Polardreieckcs, das einem ebenen 
Polarsystemc augehört, und hat keine der durch conjugirte Punkte gebildeten 
involntorischen Reihen, deren Träger die Seiten dieses Dreieckes sind, 

reelle Doppelpunkte (Satz 56, 3. Abschnitt), so kann die Curve k keine der 
drei Seiten schneiden. Daun müsste es aber auch möglich sein ans jedem der 
Punkte A, B oder C zwei Tangenten an k zu ziehen. Bezeichnet man eine der 
in A sich schneidenden Tangenten durch d, , ihren Schnittpunkt mit a, durch 
D und den BerUhrnngspnnkt derselben durch B^ so ist B der Pul von d, ; aber 
auch D müsste, als Schnittpunkt von a, und d, der Geraden AB, nämlich der 
Tangente a^ entsprechen, was nur denkbar ist, wenn man annimmt, dass B and 
D Zusammenfällen, d. b. dass k die Gerade a, schneidet. Dies widerspricht 
nun unserer Voraassetzung, folglich kann es keinen reellen Kegel- 
schnitt k geben, wenn keine der auf den drei Seiten irgend 
eines Polardreieckes befindlichen, dnreb conjugirte Punkte 
gebildeten Reihen reelle Doppelpunkte bat. 

Von der Möglichkeit eines ebenen Polarsystemes, in welchem keine Seite 
eines Polardreieckes Doppelpnnkte besitzt, also keine reelle Cnrve k vorhanden 
ist, kann man sich durch Folgendes überzeugen : Nach Satz 53 ist es gestattet 
ein Polardreieck, dann irgend einen Punkt und seine Polare beliebig zn wählen. 
Die Ecken dieses Dreieckes seien ABC (Fig. 78), seine Seiten a,b,c,, der 
gewählte Punkt heisse P und seine Polare j),. Der Geraden »», welche die 
Punkte A und P verbindet, entspricht der Scbnittpnnkt Af, von yj,. der 
Geraden m, nämlich der Verbindungslinie von B und P, entspricht der Schnitt- 
punkt Af, von ö,, p^ und endlich entsprechen sich der Schnittpunkt 0, von 
c,, p, und die Yerbindnngslinie o der Pnnkte C, P. Heissen die Darchschnitts- 
punkte von a, nnd tn, dann von ö, and n, ferner von c, und v, beziehungs- 
weise JK'j, JV',, 0',, so sind Af, iir,, sowie auch Af,iV', und 0,0', conjugirte 
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Punkte. Durch diese drei Punktpaare und die Ecken des gewählten Polar- 
dreieckes ABC wird auf den Seiten des letzteren je eine involntorische Punkt- 
reihe vollkuiniuen bestimmt, 
welche durch conjugirte 
Punkte zu Stande kommt, 
nachdem in jeder Seite zwei 
Paare conjugirter Punkte 
gegeben erscheinen (Satz 
Ö8, l.Abschnitt). InFig. 78 
haben nun diese bestimmen- 
den Punktpaare auf jeder 
Seite eine solche gegen- 
seitige Lage, dass keine der 
drei in Rede stehenden in- 
Tolutorischen Reiben reelle 
Doppelpunkte haben kann. 

Die Punkte A, B werden 
nämlich durch D,, O*, , die 
Punkte A. C durch N^, AT, 
und die Punkte B, C durch 
ilf,, ilT, getrennt, woraus geschlusseu werden kann, dass die drei Reihen ein- 
Btiiiimig verlanfen, also keine Doppelpunkte besitzen. In diesem Falle ist aber 
kein reeller Kegelschnitt k denkbar, und doch ist das Polarsystem, welches 
durch ABC, den Punkt P und seine Polare p, bestimmt wird, möglich ; es muss 
daher auch ebene Polarsysteme geben, in denen keine reelle Cnrve k vorhan- 
den ist, also kein reeller Punkt in seiner Polaren liegt. 

Jeder anf seiner Polaren gelegene Puukt eines ebenen Polarsystemes 
wird ein 0 rd nnngs pu n k I, jede durch ihren Pol gehende Gerade ein 
Ordnnngsstrahl und der Kegelschnitt k, welcher alle Ordnnngspunkte 
enthält, die Ordnungscnrve oder Directrix des Polarsystemes genannt. 

Der folgehde Satz bedarf iinn keines besonderen Beweise« mehr. 

61. Alle Ordnnngspunkte eines ebenen Polarsystemes 
gehören einem reellen oder imaginären Ko gelschnitte, der 
Directrix des Systemes, an, welcher von allen Ordnnngs- 
strahlcn in den ihnen entsprechenden 0 rdn n n g spu n k te n 
berfihrt wird. 

Es ist nun leicht einznsehen , dass jeder Kegelschnitt als Directrix eines 
ebenen Polarsystemes betrachtet werden kann und dass je ein Punkt und seine 
Polare in Bezug anf den Kegelschnitt entsprechende Elemente dieses Systemes 
bilden. Auch fällt es nicht schwer sich zu überzeugen, dass je zwei entspre- 
chende Elemente eines ebenen Polarsystemes Pol und Polare in Bezug auf die 
Directrix sein mUsseö. Hieraus folgt, dass die Axen und der Mittelpunkt 

Standigl: L«hrbnch d*r neaereo Q^metri«. 13 


(Fig. 78.) 
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eines ebenen Polarsystemes mit den Axen und dem Mittelpnnkte der Directrix 
znsammenfallen. 

In jedem ebenen Polarsysteme gibt es im allgemeinen zwei, auf einer der 
Axen befindliche, vom Mittelpnnkte gleich weit entfernte Pnukte, welche eine 
derartige Lage haben, dass je zwei durch ein und denselben von diesen Punkten 
gehende conjngirte Gerade auf einander senkrecht stehen. Diese Punkte werden 
Brennpunkte und jend Axe, auf welcher sie liegen, die Hauptaxe des 
Polarsystemes genannt. Die beiden Brennpunkte können auch im Mittelpunkte 
coincidireu, dann stehen je zwei conjugirte Durchmesser auf einander senkrecht 
und das Polarsystem wird ein recht winkeliges genannt. Besitzt letzteres 
eine reelle Directrix, so muss dieselbe ein Kreis sein. 

Wird ein ' Polarsystem im Strahlenbflndel durch irgend eine Ebene 
geschnitten nnd bat das sich als Schnitt ergebende Polarsystem eine reelle 
Directrix, so gibt es offenbar eine dem Polarsysteme im StrablenbUndel 
angehörige reelle KegelflAcbe zweiter Ordnung, deren sämmtliche Strahlen auf 
den ihnen entsprechenden Ebenen liegen. Diese Kegelfläche geht durch die 
Directrix des ebenen Polarsystemes. Man nennt sie die 0 rd n u n gs fl äc h e 
oder Directrix des Polarsystemes im StrahlenbQndel. Dass es auch 
Systeme gibt , in welchen keine reelle Ordoangsfläche existirt , ist leicht 
einzusehen. 

Mit Hilfe der Gesetze der Reciprocität, welche wir bisher kennen gelernt 
haben, ist es möglich ans gewissen Eigenschaften eines Gebildes, das einem 
Grnndgebilde zweiter Stofe angebört, auf die Eigenschaften eines anderen 
Gebildes zu schliessen, welches dem ersteren reciprok ist. Wenn etwa mehrere 
Gerade einer ebenen Figur sich in demselben Punkte schneiden, so können wir 
behaupten, dass in der reciproken ebenen Figur die Punkte, welche den 
erwähnten Geraden entsprechen, auf ein und derselben Geraden liegen. Wenn 
mehrere Punkte einer ebenen Figur sich auf einem Kegelschnitte befinden, so 
berOhren in der reciproken Figur jene Geraden, welche den erwähnten Punkten 
entsprechen, ebenfalls einen Kegelschnitt n. s. w. Alle bisher anfgestellten 
Doppelsätze bilden Beispiele hiefflr und jeder von zweien dieser Doppelsätze 
kann ans dem anderen mit Hilfe der Reciprocitätsgesetze unmittelbar abgeleitet 
werden. Man bat eben nur, wenn es sich um zwei ebene Gebilde handelt, statt 
Punkt Gerade, statt Dnrehsebnittsponkt Verbindungslinie, statt Punkt einer 
Corve Tangente einer Cnrve n. s. w. zu setzen, um ans dem einen den anderen 
Satz zu erhalten. Will man ans einem Satze, der sich auf Gebilde im Strablen- 
bflndel bezieht, mit Hilfe der Gesetze der Reciprocität einen zweiten Satz 
ableiten, der ebenfalls auf Gebilde im StrahlenbOndel Bezug hat, so muss statt 
Strahl Ebene, statt Dnrcbschnittslinie zweier Ebenen Ebene zweier Strahlen, 
statt Strahl einer Kegelfläcbe tangirende Ebene einer Kegelfläcbe o. s. w. 
gesetzt werden. Bezieht sich endlich ein Satz auf ebene Gebilde nnd soll ans 
demselben ein anderer Satz abgeleitet werden, der fflr Gebilde im Strablen- 
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bOndel gilt , so hat man statt Punkt Ebene, statt Gerade Strahl, statt Punkt 
einer Curve, tangirende Ebene einer Kegelfläcbe n. s. w, zn setzen. 

Der auf solche Art abgeleitete Satz bedarf dann keines besonderen 
Beweises mehr, wenn der andere bereits nachgewiesen ist. Je zwei solche Sätze 
werden reciproke Sätze genannt. 

Nicht aus jedem Satze lässt sich indess durch die in Hede stehende 
Transformation ein ebenfalls gütiger ableitcn. So z. B. kann der folgende in 
der angegebenen Weise nicht transformirt werden : „Jede Tangente eines 
Kreises steht auf dem Durchmesser, welcher durch ihren Berührungspunkt geht, 
senkrecht“. Nicht transformirbar nach dieser einfachen Methode sind eben im 
allgemeinen alle Sätze, welche sich auf einfache Massverhältnisse beziehen und 
Eigenschaften ausdrücken, denen keine Doppelverhältnisse, sondern nur 
einfache zu Grunde liegen. 


18 * 
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•) EmuffaDg der FlMehen zweiter Ordnaiig: und Clazse. 

Sind s and s, zwei reciproke StrablenbQndel , von denen wir im alige- 
meinen annehmen wollen , dass ihre Mitlelpunkie nicht eoincidiren , so liegen 
alle Punkte , in welchen sieb Je zwei entsprechende Elemente von s und s, 
schneiden, anf einer Fläche, die als ein Erzeugniss der beiden Bündel betrachtet 
werden kann. Man nennt dieses Erzengniss eine Fläche zweiter Ordnung. 
Die Mittelpunkte der erzeugenden Bündel liegen auf der genannten Fläche, 
nachdem die Verbindungslinie dieser Punkte, ob man sie als Element des einen 
oder des anderen Bündels betrachtet, die ihr entsprechende Ebene in einem der 
Mittelpunkte trifft. Der Schnitt einer Fläche zweiter Ordnung mit irgend einer 
Ebene c ist eine Kegelschuittslinie. Denn die zwei ebenen Systeme, welche 
sich als Schnitte von i mit s und s, ergeben, sind einander reciprok und da sie den- 
selben Träger i haben, so gehören im allgemeinen alle Punkte von c, welche auf 
den ihnen entsprechenden Geraden liegen, einem Kegelschnitte K an. (Satz 60, 
3. Abschnitt.) Jeder Punkt von K liegt aber in der Fläche zweiter Ordnung, 
nachdem jeder solche Punkt den Durchschnitt von zwei entsprechenden Elemen- 
ten der beiden Bündel s unds, bildet ; es mnss daher die CurveAT der Durchschnitt 
der Ebene < mit der Fläche zweiter Ordnung sein. Gebt die genannte Ebene 
durch den Mittelpunkt eines der erzeugenden Strahlenbündel, etwa durch den 
Mittelpunkt von s, so ist der Schnittebeofalls im allgemeinen eine Kegelschnitts- 
linie, wie folgende Betrachtung lehrt. Die Ebene ( kann in diesem Falle als 
Element von s betrachtet werden, welchem irgend ein bestimmter Strahl e, in s, 
entspricht und allen in e gelegenen Strahlen von s müssen Ebenen von s, ent- 
sprechen , die durch e, gehen. Alle in e gelegenen Strahlen von s bilden einen 
Strablenbüscbel 8, welchem ein EbenenbOschel £, in Sj entspricht, dessen Axe 
Cj ist. £, wird nun durch t in einem Strahlenbüschel geschnitten, der dem 
Büschel 8 projectivisch ikt, also mit ihm einen Kegelschnitt erzeugt, und dieser 
Kegelschnitt gehört der Fläche zweiter Ordnung an, nachdem in jedem seiner 
Punkte zwei entsprechende Elemente von s nud s, Zusammentreffen. Gebt end- 
lich c durch die Mittelpunkte beider erzeugender Bündel, so gelangt man 


Digiiized by Google 



Erieugung der Flächen tweiter Ordnung und Claite. 277 

durch dieselbe SchlassfolgemDg, wie in dem eben voraasgesetzten Falle zn dem 
Resultate , dass der in Rede stehende Schnitt eine Kegelschnittslinie sein muss. 
Es gilt somit der Satz ; 

1. Der Schnitt einer Fläche zweiter Ordnung mit 
irgend einerEbeneist im allgemeinen eine Kegelschnittslinie. 

Hieraus folgt, d a 8 8 eine Fläche zweiter Ordnung von keiner 
Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten werden kann.*) 

Wir -beweisen nun zunächst, dass je zwei beliebige Punkte einer Fläche 
zweiter Ordnung als Mittelpunkte zweier diese Fläche erzeugender Strahlen- 
bflndcl angenommen werden können. M sei der Mittelpunkt eines der erzeugen- 
den BQndel s (Fig. 70), K, X, zwei beliebige durch M gehende ebene Schnitte 
der P'läche, welche sich noch in einem zwei- 
ten Punkte A schneiden , endlich heisse 
irgend ein beliebiger , ausserhalb K und TT, 
befindlicher Punkt der F'lächo zweiter Ord- 
nung. In dem Kegelschnitte K wählen wir 
zwei beliebige Punkte Ji, C, in der Curve 
zwei beliebige Punkto J), E und legen durch 
die Punkte und A irgend eine Ebene, 
welche K in G und /f, in II schneidet. Die 
vier Geraden, welche den Punkt M mit BCDE 
verbinden, betrachten wir als Strahlen des 
erzeugenden Bündels s und als Mittel- 
punkt eines zweiten mit s reciprok verwand- 
ten Bündels s^, dessen Strahlen M^G, M^H wir den Ebenen der Curven K und 
als entsprechend zuweisen. Unter dieser Voraussetzung muss der Strahl MA in 
s der Ebene M.A in s, entsprechen, weil 3f.il der Durchschnitt der Ebenen von K 
und K^ ist, während die Ebene M,^A durch jene Strahlen 3fj/f geht, die den 
Ebenen der zwei Curven entsprechen. Den Strahlen MB, MC in s weisen wir in 
s, beziehungsweise die Ebenen M^GB und M^GC, dann den Strahlen MD, ME 
beziehungsweise die Ebenen M^IID und M^HE als entsprechend zu. Die 
gemachten Annahmen sind nach Satz 49, 3. Abschnitt, gestattet, denn in jedem 
der beiden reciproken Strahlenbündel s und s, wurden nur j$ vier Elemente 
beliebig gewählt und einander als entsprechend zugewiesen. Durch diese An- 
nahmen sind aber dem erwähnten Satze zufolge die beiden Bündel vollkommen 
bestimmt und wir haben nun zu untersuchen, ob durch a und s, die gegebene 
F'lächc zweiter Ordnung, welche ein Erzeugniss der Bündel s und s, ist, eben- 
falls erzeugt wird. 

Der Kürze des Ausdruckes wegen nennen wir die gegebene Fläche zweiter 
Ordnung F und jene Fläche zweiter Ordnung, welche durch s und s, zu Stande 

*) Im allgemeinen wird eine Fläche, die von keiner Geraden in mehr als n 
Punkten geschnitten winl, eine Fläche nwr Ordnung genannt. 


(Fig. i9.) 
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kommt, keisso F, . Vor allem ist leicht cinzusehen, dass F und F, die Corven 
K und Ä", , sowie auch den Punkt 37^ gemein liahen. Dass K auch der Fläche 
F, angehörl, geht daraus hervor, dass die fünf Punkte AIK'GM, welche K 
hestimmen, unseren Annahmen zufolge auf F, gelegen sind. Ebenso muss TT, 
der Flache Fj angeliören, nachdem die filnf l'aukW AEJ)H3f von F, auf dieser 
Fläche liegen. Ist nun 1‘ irgend ein Pe.iikt von F und legt man durch Fund 3fj 
irgend eine Khene t, welche K und h\ in je zwei Punkten schneidet, so erhält 
man als Schnitt von f , sowohl mit F, als auch mit F, eine Kegelsehnittslinie. 
Diese beiden Curven müssen aber identisch sein, nachdem sie fünf Punkte, näm- 
lich 37j uml die vier Schnittpunkte mit K und K^ gemein haben, daher gehört 
Fauch der Fläche f\ an. F wurde beliebig auf der Fläche Fangenommen, also 
liegt nicht nur p, sondern auch jeder andere Punkt von F auf der Fläche F, 
d. h. F und sind identisch. 

Denkt man sieh durch — so wie vorhin durch M — zwei schneidende 
Ebenen gelegt und einen beliebigen Punkt .1/^ der Fläche als Mittelpunkt eines 
Strahlenbündels s, angiTionimen, so ist leicht cinzusehen, dass s, derart reciprok 
auf den Dutidel Sj, bezogen werden kann, dass die Fläche F durch Sj und 
erzeugt wrird. 

Aus dieser Untersuchung geht auch hervor, dass die Fläche F durch K 
und F, und den Punkt J/,^ vollkomnicn bestimmt ist. 

Wenn die Schnittpunkte A und M der beiden Curven K und F, in M 
coiricidiren, so berühren sich F nnd F, in diesem Punkte, welche Voraussetzung 
ebcufalls gemacht werden kann, ohne dass die Resultate der eben durchgeführten 
Untersuchung eine .Aeuderung erleiden würden. 

Es lassen sich nun folgende Sätze aufstollen : 

2. Je zwei Putikte einer Fläche zweiter Ordnung können 
als Mittelpunkte zweier die Fläche erzeugender Strahle n- 
hündcl betrachtet werden. Diese beiden Bündel lassen sich 
auf unendlich viele Arten reciprok auf einander beziehen. 

3. Eine Fläche zweiter Ordnung ist durch zwei in ver- 
schiedenen Ebenen gelegene Kegelschnitte Fund Fj, welche 
sich entweder berühren, oder in zwei Punkten schneiden, 
nnd durch einen ausserhalb der Ebenen von K und F, gele- 
genen Punkt vollkommen bestimmt. 

Der zweite Tbeil des er.steren Satzes leuchtet ein, wenn man berück- 
sichtigt, dass die Ebene, wt lche durch M, und A gelegt wurde, nämlich die 
Ebene in ,Sj, die dem Strahle A/.<4 in s entspricht, eine beliebige Lage haben kann. 

Sind s und (Fig. 7‘J) zwei eine Fläche zweiter Ordnung F erzeugende 
Strahlenbündcl, deren Mittelpunkte M und M,, heissen mögen, f irgend eine 
durch M gehende Ebene von s, welche F in der Curve F schneidet, und bezeich- 
net man den der Ebcue t entsprechenden Strahl durch so muss die Tan- 

gente t an K im Punkte Jlf jener Ebene entsprechen, welche durch Afund 
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bestimmt wird. Denkt man sich nämlich den Strahl MB, welcher JT in .8 
schneidet, so lange in der Ebene von £' am üf gedreht, bis der Punkt B mit M 
coincidirt, also MB zur Tangeitte wird, so fällt die Ebene M^BG, welche dem 
' Strahle MB entspricht, mit der Ebene MM^G zusammen. Nachdem nun < 
beliebig durch M gelegt wurde, so entspricht jeder Tangente t eines durch M 
gehenden Kegelschnittes der Fläche F eine Ebene in s,, welche durch die 
Gerade M^M geht. Alle durch M^M gebenden Ebenen bilden einen Ebenen- 
büschel, welchem ein Strablenbllschel in s entsprechen muss, daher liegen 
alle Tangenten t aut einer Ebei^e und zwar auf deijenigen, die dem 
Strahle MM^ entspricht. Diese Ebene ist die tangirende Ebene im 
Punkte M. Sie bildet den Träger eines ans Tangenten der 
Fläche bestehenden StrahlenbOschels in s, welcher einem 
EhenenbOschel in s, entspricht, dessen Axe der gemein- 
schaftliche Strahl MM^ der erzeugenden BOschels, s, ist. 

Bezeichnet < eine Ebene , welche eine Fläche zweiter Ordnung F in 
irgend einem Punkt M berührt, den wir als Mittelpunkt eines der zwei erzeu- 
genden Strahlenbttndel s und s, betrachten wollen, und heisst der aus sämmt- 
lichen in i gelegenen Tangenten von F gebildete Strahlenbüschel S, so schneidet 
• jenen EhenenbOschel , welcher dem Strahlenbüschel S entspricht, in einem 
mit S projcctivisch verwandten concentrisch liegenden Strahlenbüschel S^ (Satz 
47, 3. .Abschnitt). Die beiden Büschel 8 und 5, können nun entweder reelle 
oder imaginäre Doppelstrahlen haben. Ist ersteres der Fall, so liegt jeder 
Doppelstrahl seiner ganzen Ausdehnung nach auf der Fläche F. Denn jeder 
Pnnkt eines solchen Strahles gehört zugleich zwei entsprechenden Elementen 
der erzeugenden Büschel an. 

Da M als ein beliebiger Punkt der Fläche F angenommen wurde und in 
zwei concentrisch liegenden, projectiviseben Strahlcnbüscbeln entweder keine, 
zwei coincidirende, zwei gesonderte, oder unendlich viele reelle Doppclstrahlen 
vorhanden sind, so kann man behaupten, dass durch einen beliebigen Punkt 
einer Fläche zweiter Ordnung entweder keine, zwei coincidirende, zwei geson- 
derte, oder unendlich viele reelle Gerade gehen, welche ganz auf der Fläche 
liegen. Die Fälle, in welchen es keine oder nur zwei solche Gerade gibt, sind 
die allgemeinen. 

Man nennt jede Gerade, welche auf einer Fläche zweiter Ordnung liegt, 
eine gerade Erzeugende der Fläche, weil wie wir später sehen werden, 
jede solche Linie als eine einzelne Lage einer die Fläche erzeugenden Geraden 
betrachtet werden kann. 

Nachdem zwei durch einen bestimmten Punkt M einer Fläche zweiter 
Ordnung gehende gerade Erzeugende Doppelstrahlen jener zwei Büschel N und 
S, sind, deren gemeinschaftlicher Träger die tangirende Ebene im Punkte M 
bildet, so muss umgekehrt jede durch zwei gerade Erzeugende gelegte Ebene 
die Fläche im Schnittpunkte dieser Erzeugenden berühren. 


Digitized by Google 



280 


Vifrter Abschnitt. 


Wird dnrch eine gerade Erzeugende irgend eine Ebene gelegt, so mnss 
diese Ebene die Fläche im allgemeinen noch ein zweites Mai, and zwar wieder 
in einer Geraden schneiden. Der ebene Schnitt, welcher nach Satz 1 immer 
eine Corve zweiter Ordnung oder eine Specialiiät einer .solchen Curve ist, geht 
nämlich io diesem Falle in zwei sich schneidende Gerade über. Hieraus ergibt 
sich, dass eine Fläche zweiter Ordnung entweder keine, oder unzählig viele, 
nicht aber bloss eine endliche Anzahl von geraden Linien enthalten kann. 
Gibt es eine auf der Fläche betindliche Gerade, so mnss jede durch sic gelegte 
Ebene die Fläche im allgemeinen noch in einer zweiten Geraden schneiden 
und geht durch irgend einen Punkt M der Fläche keine gerade Erzeugende, 
so kann es auf der Fläche überhaupt keine solche Linie geben. Denn wäre 
etwa d irgend eine gerade Erzeugende , so müsste die Ebene, welche dnrch 
M und fl bestimmt wird , die Fläche in einer durch M gehenden Geraden 
schneiden , was der gemachten Voraussetzung widerspricht. 

Wir können nun folgenden Satz aufstclien: 

4. Eine Fläche zwcitcrOrdnung hat entweder keine oder 
unendlich viele ge rad c E r zc u ge n d c. Durch jeden beliebigen 
Punkt einer solchen Fläche gehen iiu allgemeinen entweder 
keine oder zwei gerade Erzeugende. Jede durch eine 
gerade Erzeugende gelegte Ebene schneidet die Fläche im 
allgemeinen noch in einer zweiten Geraden und berührt die 
Fläche im Schnittpunkte der zwei Geraden. Jede tangirende 
Ebene einer Fläche zweiter Ordnung mit geraden Erzeugen- 
den schneidet im allgemeinen die Fläche in zwei geraden 
Linien, deren Schnittpunkt der Berührungspunkt ist. 

Eine Fläche zweiter Ordnung mit geraden Erzeugenden wird eine 
Regel- oder Strahlenfläche zweiter Ordnung genannt, da man 
überhaupt Fluchen, welche durch die Bewegung einer geraden Linie entstanden 
gedacht werden können, Hegel- oder Struhlenflächeu heisst. 

Wir haben bereits erklärt, dass dnrch einen beliebigen Punkt einer 
Regelfläche entweder nur eine (zwei coincidircude) oder zwei gesonderte, oder 
nneudlicb viele gerade Erzeugende gehen könncu. Ist M irgend ein Punkt einer 
Regelflächc dnrch den nur eine gerade Erzeugeüde d gebt, so kann es keinen 
ausserhalb d heflndlichen Punkt der Fläche geben, durch welchen mehr 
als eine gerade Erzeugende geht. Denn würden zwei in Af, sich schneidende 
Gerade der Flache exisliren, so musste die eine, nämlich jene, welche in der 
Ebene M^d liegt, von d geschnitten werden, während die andere mit d nicht 
in einerlei Ebene liegen könnte, nachdem diese Ebene sonst drei Gerade mit 
der Fläche gemein hätte. Würde nun durch jene Gerade, welche d nicht 
schneidet, und den Punkt M eine Ebene gelegt, so müsste dieselbe mit der 
Rrgclfläche einen durch M gehenden geradlinigen Schnitt geben, der von d ver- 
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schieden wäre, was nnserer VüraussctzuiiK widerspricht. Aus dem Umstande, 
dass durch keinen aasserhalb d gelegenen l’unkt der Fläche mehr als eine 
gerade Erzeugende gehl, kanu nun geschlossen werden, dass alle geraden 
Erzeugenden io einem Punkte zusamni eutreffeii. 8ind nämlich 
d und (f zwei, beziehungsweise durch M und gehende gerade Erzeugende, 
deren Schnittpunkt S heissen möge, und würde etwa d' von einer dritten solchen 
Geraden d" in einem von S verschiedenen Punkte gefchnilten, so müsste die 
Ebene, welche durch M und d" bestimmt wird, die Uegclflilclic in einer von d 
verschiedenen Geraden schneiden, was gegen die Vor.aussi'tzung ist, dass durch 
M nur eine gerade Erzeugende geht. Hieraus folgt, dass d" ebenfalls durch 
S gehen muss, dass also, nachdem (f helicbig gewählt wurde, alle geraden 
Erzeugenden im Punkte S zusaminentrcffen. — Eine derartige Hegelflädie 
zweiter Ordnung, bei welcher alle geraden Erzeugenden durch ein und denselben 
Punkt S gehen , wird eine Kegclfläcbe zweiter Ordnung genannt. 
Der Punkt S heisst die Spitze oder der Mittelpunkt der Kegolfläche’. 
Liegt S in unendlicher Entfernung , so sind alle geraden Erzeugenden 
parallel und^ die Kegelfläche gebt in eine Cilinderfläche zweiter 
Ordnung über. 

Der oben erwähnte Fall, dass in einer tangirenden Ebene einer Flädbe 
zweiter Ordnung unendlich viele durch den Berührungspunkt M gebende 
Gerade der Fläche angehören, tritt unter folgender Voraussetzung ein. Sind s 
und Sj die erzeugenden Bündel, deren Mittelpunkte wir M und ilf, nennen, 
und entspricht Jenem Strahlenbttschel S, der von sämmtlichen, die Fläche in 31 
bcrührcndeu Tangenten gebildet wird, ein Ebeiienböschel i’,, welcher gegen 
S perspectivisi'li liegt, so gehören alle diese Tangenten ihrer ganzen Ausdehnung 
nach der Fläche an und sind also zugleich gerailc Erzeugende. 

Betrachtet man E’, als einen EhenenbUschcl des BUndels s, so muss 
demselben in Sj ein StrableubUschel S, entsprechen, welcher gegen E^ ebenfalls 
perspectivisch liegt. Denn ist n irgend eine Ebene von FJ, , welche durch den 
Strahl a des Büschels S geht, so ent.sjiricht der Ebene n in s ein Strahl o, in 
.Sj, welcher in dem entsprechenden Elenieiilc von n, nämlich in a liegt, 
nachdem n durch a geht. Sämmtliche Strahlen des Büschels gehören somit 
ebenfalls der Fläche zweiter Ordnung an. 

Dass die Fläche in diesem Falle keinen Punkt besitzt, der ausserhalb 
der Träger der beiden StrableubUschel S und S, gelegen wäre, geht aus 
Folgendem hervor; Ist ft eine beliebige Ebene von s, welche nicht durch 3fM^ 
geht, so enthält dieselbe irgend einen Strahl h des UUsclicIs S Dem Strahle b 
entspricht eine Ebene ft^ in s,, welche durch b geht, und der Ebeue ft muss eine 
in ft^ gelegene Gerade entsprechen, weil ft die Gerade b entliält. Das 
beliebig gewählte Paar entsprechender Elemente ft und fc, schneiden sich nun 
in der Ebene des Hüsehcls S, daher erscheint unsere Behauptung- gerechtfertigt. 
Die Fläche zweiter Ordnung geht also in zwei Ebenen Uber, wenn in den 
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crzeagenden Strahlenbündeln ein StrabIcnbQscbel and der ihm entsprechende 
EbenenbOschel perspectivisch liegen. 

Aas onsercr Untcrsncbnng gebt hervor, dass man als Specialititen der 
Regelflächen zweiter Ordnung aofzofassen hat; Die Kegel- nndCilinder- 
fläcben zweiter Ordnung und zwei beliebige Ebenen. 

Sowie die Kegelschiiittslinien nach der Anzahl ihrer reellen anendlich 
fernen Punkte in verschiedene Gattungen eingetbeilt werden, kann man auch 
die Flächen zweiter Ordnung nach der Anzahl und gegenseitigen Lage ihrer 
reellen unendlich fernen Punkte von einander unterscheiden. — Bevor wir anf 
diesen Gegenstand eingeben bemerken wir, dass alle unendlich fernen 
Punkte des Raumes auf ein und derselben Ebene liegen 
müssen. Würden nämlich alle unendlich fernen Punkte anf einer krummen 
Fläche liegen, oder überhaupt nicht ein und derselben Ebene angehören, 
so müsste es Gerade geben, welche mehr als einen unendlich fernen Punkt 
besitzen, da eine krumme Fläche, oder ein System von Punkten, die nicht auf 
derselben Ebene gelegen sind, nicht von allen denkbaren Geraden nur in einem 
Punkte getroffen werden kann. 

Zunächst betrachten wir die Flächen zweiter Ordnung, welche 
keine geraden Erzeugenden besitzen. 

Hat eine solche Fläche mit der unendlich fernen Ebene keinen reelleu 
Punkt gemein, so wird sie ein Ellipsoid genannt, weil alle ihre ebenen 
Schnitte Cnrven zweiter Ordnung ohne unendlich fernen reellen Punkten, näm- 
lich Ellipsen sind. Dass ein Ellipsoid keine Regelflächc sein kann, leuchtet ein, 
wenn man berücksichtigt, dass jede Gerade einen unendlich fernen Punkt besitzt. 

Wird eine Fläche zweiter Ordnuug, anf welcher keine Geraden vorhanden 
sind, von der unendlich fernen Ebene berührt, so heisst die Flache ein 
elliptisches Paraboloid. Der Schnitt einer Ebene mit einem elliptischen 
Paraboloide ist eine Parabel, wenn die Ebene durch den unendlich fernen Punkt 
der Fläche geht. Jede andere Ebene kann die Fläche, wie leicht einzuseheu, 
nur in einer Ellipse schneiden. 

Ist der Schnitt der unendlich fernen Ebene mit einer Fläche zweiter 
Ordnung, welche keine geraden Erzeugenden besitzt, eine Kegelscbnittslinie, 
nennt man die Fläche ein zweifaches Hyperboloid. Wie wir später 
sehen werden, besteht diese Fläche aus zwei Tbeilen. Sie kann durch Ebenen 
sowohl nach Ellipsen, Parabeln, als auch nach Hyperbeln geschnitten werden. 
Heisst K der Schnitt der unendlich fernen Ebene mit der Fläche und t irgend 
eine Ebene, welche letztere schneidet , so wird der Schnitt von t eine Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel, je nachdem t die Curve K nicht schneidet, berührt, 
oder schneidet. 

Die Bedingungen unter welchen ein Ellipsoid, ein elliptisches Paraboloid, 
oder ein zweifaches Hyperboloid durch rcciproko Strahlenbündel erzeugt wird, 
können aus Folgendem entnommen werden. 
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Sind s and s, die erzeugenden Strahleubandel mit den Mittelpnnkten M 
and 3f, and verschiebt man den einen dieser Bündel , etwa s^ derart, dass seine 
Elemente zn ihren ursprünglichen Richtungen parallel bleiben, bis Jf, mit M 
znsammenfällt, so kann es sein, dass kein Strahl des verschobenen Bündels, den 
wir s'j nennen wollen, in Jener Ebene von s liegt, welche demselben entspricht. 
Um dies einznseben braucht man sich nnr s nnd s', durch irgend eine Ebene 
geschnitten zu denken, welche nicht durch M geht. Jede solche Ebene schneidet 
die beiden concentriscben Bündel in zwei reciproken ebenen Systemen, welche 
eine reelle oder imaginäre Ordnnngscurve besitzen. Im letzteren Falle gibt es 
keinen reellen Strahl von s',, welcher in der ihm entsprechenden Ebene liegt, 
nnd dann ist auch in s, kein reeller Strahl vorhanden, welcher zn der ibin 
entsprechenden Ebene in s parallel wäre. Die durch s und Sj erzeugte Fläche 
zweiter Ordnung hat also dann keinen reellen unendlich fernen Pnnkt nnd ist 
somit eine Ellipsoid. 

Schneidet eine beliebige Ebene die beiden concentriscben Strablenbflndel 
s nnd s\ in reciproken ebenen Systemen, bei welchen die Ordnnngscurve in 
einen einzigen Pnnkt übergegangen ist, so gibt es nnr einen einzigen Strahl in 
s,, welcher zn der ihm entsprechenden Ebene in s parallel läuft, nnd die erzeugte 
Fläche bat nur einen einzigen reellen unendlich fernen Punkt. Die erzeugte 
Fläche ist dann ein elliptisches Paraboloid. — Es fällt nun nicht schwer die 
Beziehungen zu ermitteln, welche zwischen s und s, stallhnden müssen, damit 
ein zweifaches Hyperboloid zu Stande komme. 

Wird eine Regelfläcbe zweiter Ordnung von der unendlich 
fernen Ebene in einer Cnrve zweiter Ordnung — worunter hier nicht auch 
Specialitäten einer solchen Cnrve zn verstehen sind — geschnitten, so heisst 
die Fläche, wenn sic keine Kegeliläche ist, ein einfaches Hyperboloid. 
Diese Fläche besteht nnr aus einem Tbeilc, wie später gezeigt werden wird. Ihre 
ebenen Schnitte können Ellipsen , Parabeln, Hyperbeln oder zwei Gerade sein. 

Besteht der Schnitt der unendlich fernen Ebene mit einer Regelfläche 
zweiter Ordnung, welche keine Kegelfläche ist, ans zwei Geraden, so berührt 
diese Ebene die Fläche im Durebsebnittspunkte der beiden Geraden (Satz 4, 
4. Abschnitt); die Fläche heisst dann byperpolisches Paraboloid, weil 
ihre ebenen Schnitte , wenn sie nicht geradlinig sind , nur Parabeln oder 
Hyperbeln sein können. Heissen nämlich d nnd die zwei unendlich fernen 
geraden Erzeugenden der Fläche nnd M der Schnittpunkt von d nnd d’, so ist 
leicht einzuseben, dass alle schneidenden Ebenen, welche gegen M gerichtet 
sind, parabolische Schnitte geben , während jede andere Ebene c , wenn sie 
keine gerade Erzeugende in sich enthält, einen hyperbolischen Schnitt geben 
muss , dessen unendlich ferne Punkte die Durebsebnittspunkte von t mit den 
Geraden d und <T bilden. 

Gehört eine Regelfläche zur Gattung der Kegelflächen zweiter Ordnung 
und hat sie mit der nnendlicb fernen Ebene zwei Gerade gemein, so ist die 
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Fläche entweder eine hyi)erb-oli8chc Cilinderflächc, oder sie besteht 
aus zwei Ebenen. Jeder ebene Schnitt einer solchen Cilinderfläcbe ist 
entweder geradlinig oder hyperbolisch, denn jede schneidende Ebene, welche 
nicht durch die unendlich ferne Spitze der Fläche geht, trifft die zwei unendlich 
fernen Erzeugenden in zwei Punkten. 

Hat die unendlich ferne Ebene mit einer Rcgolfläche zweiter Ordnung 
nur eine gerade Linie gemein, so ist die h’läche entweder eine Cilinderfläcbe 
zweiter Ordnung, oder sie besteht aus zwei parallelen Ebenen. Die Fläche muss 
nämlich zu jenen Regelfläcben gehören, bei welchen durch einen beliebigen 
Punkt entweder nur eine, oder unendlich viele gerade Erzeugende gehen, weil 
ja sonst der Schnitt.der unendlich fernen Ebene nicht bloss eine Gerade der 
Fläche enthalten könnte. Eine Kcgelflächc mit einer in endlicher Entfernung 
gelegenen Spitze kann die Fläche nicht sein, nachdem die unendlich ferne 
Erzeugende jedenfalls den Schniltjiunkt aller Erzeugeoden in sich enthält, also 
ist die Fläche entweder eine Cilinderflächc, odey sie besteht ans zwei parallelen 
Ebenen. Jeder ebene Schnitt einer solchen Cilinderflächc, wenn er nicht 
geradlinig ist, muss eine Parabel sein, da er nur einen unendlich fernen Punkt 
besitzt; man nennt desshalb die Fläche eine parabolische Cilinder- 
flächc. 

Wird eine Rcgelflächc zweiter Ordnung von der nnendlich fernen Ebene 
nur in einem unendlich fernen Punkte getroffen, so müssen alle geraden 
Erzeugenden durch diesen Punkt gehen, weil die Fläche sonst mehr als einen 
nnendlich fernen Punkt hätte. Hieraus folgt dass alle geraden Erzeugenden 
unter einander parallel sind, also einer Cilinderflächc angeboren. Liese Fläche 
•wird eine ui 1 i j> t isc li e Cilinderflächc genannt, weil sic, wie leicht 
cinzusehen, von Ebenen nur in Ellipsen oder geraden Linien geschnitten 
werden kann. 

Man unterscheidet demnach folgende Gattungen von Flächen zweiter 
Ordnung; 

Flächen ohne gerade Erzeugende: Das Ellipsoid, das elliptische 
Paraboloid, das zweifache Hyperboloid. 

Regclflächeu : Das einfache Hyperboloid, das hyperbolische 
Paraboloid, die Kcgelflächc zweiter Ordnung, die 
elliptische, parabolische und hyperbolische Cilin- 
derflächc und das System von zwei Ebenen. 

Eine Fläche zweiter Ordnung wird auch durch zwei rcciproke ebene 
Systeme erzeugt, von denen wir im allgemeinen annchmen wollen, dass sie nicht 
in derselben Ebene liegen. Legt man durch je zwei entsprechende Elemente 
(Punkt und Gerade) von zwei solchen Systemen eine Ebene, so berühren alle so 
erhaltenen Ebenen eine Fläche zweiter Ordnung, wie wir später zeigen werden. 
Letztere wird in diesem Falle als ein Erzeugniss zweier reciproker 
ebe ner Systeme , oder auch als nrnbüllende Fläche aller jener 
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EbeneD bezeichnet, welche sie berOhren. Die Gesammtbeit dieser Ebenen nennt 
man einen EbenenbUndel zweiter Ordnung. 

Die Träger der erzeogenden Systeme berühren die umhüllende Fläche eben- 
falls. Denn heissen die beiden Systeme — und , ihre Träger beziehnngsweise t, f, 
und ihre Durcbschnittslinie d, so entspricht der Geraden d als ein Element von 
2 betrachtet ein Punkt D^ in f, und derselben Geradeu d als Element von .J, 
ein Punkt D in 2, woraus folgt, dass t und f, Elemente des Eheueuhündels 
zweiter Ordnung bilden. 

An die umhüllende Fläche eines Ebenenbündels zweiter Ordnung lassen 
sich im allgemeinen aus einer Geraden g nicht mehr als zwei berührende 
Ebenen legen, wie nachstehende Betrachtung lehrt. Ist M der Sehnittpnnkt der 
Geraden g mit dem Träger e des Systemes 2 und legt man durch g beliebig 
viele Ebenen, so schneidet der durch letztere gebildete Ebenenhilsrhel E die 
Ebene ( in einem Strablenbüsehel mit dem Mittelpunkte Af, welchen Büschel wir 
S nennen wollen. Dem Strablenbüsehel S entspricht in — , eine Punktreihe , 
deren Träger die dini Punkte M entsprechende Gerade m bildet. Diese Gerade 
wird von dem EbenenbUscbel A’in einer Punktreihe R geschnitten, welche mit 
R^ projectivisch ist, nachdem R und R^, also auch E und R^ projectiviscb sind. 
(Satz 47, 3 Abschnitt). R und if, haben nun im allgemeinen nicht mehr als 
zwei Doppelpunkte. Jeder solche Doppelpunkt bestimmt mit der Geraden g, 
eine Ebene des EbcnenhUndels zweiter Ordnung, woraus folgt, dass höchstens 
zwei durch g gehende Ebenen vorhanden seih können , welche die nmhüllende 
Fläche berühren. Würden die Reihen R und R^ mehr als zwei Doppelpunkte 
besitzen, so müssten sic identisch sein. Die Ebenen des Büschels E wären dann 
alle taiigirende Ebenen der umhüllenden Fläche , was nur in dem speciellen 
Falle möglich ist, wenn g der Fläche selbst angehört. 

Der eben nachgewiesenen Eigenschaft wegen , wird die umhüllende Fläche 
eines EbenenbUiidels zweiter Ordnung auch eine Fläche zweiter Classe 
genannt.*) Eine weitere charakteristische Eigenschaft der Flächen zweiter 
Classe ergibt sich aus folgender Cntersuchung ; Ist /* irgend ein ausserhalb der 
Träger von 2' und 2', gelegener Punkt und denkt man sich P als Mittelpunkt 
zweier Strahlenbündel s und s, , von denen s einen Schein des Systemes .3 und 
s, einen Schein des Systemes bildet, so ist leicht einzusehen, dass jede durch 
P gehende Ebene, welche entsprechende Elemente von 3 und enthält, also 
die Fläche zweiter Classe berührt, eine besondere Lage in s und s^ haben muss. 
Jede solche Ebene als Element von s betrachtet, enthält nämlich den ihr ent- 
sprechenden Strahl von s, und als Element von s, den ihr entsprechenden 
Strahl von s und alle derartigen Ebenen berühren ein und die- 


*) Im allgcincinen nennt man eine Fläche, au welche aus keiner nicht auf der 
Fläche hetindlicheu Geraden mehr als n taugirende Ebenen gelegt werden können, 
eine Fläche n*" Classe 
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selbe Kegelfläcbe zweiten Ordnung. Um sieb hievon za flberzengen, 
branebt man iinr anzunebmen s und s, würden dnreb irgend eine Ebene 
geschnitten und sich an die Satze 59 und 60, 3 Abschnitt, zu erinnern. Sämmt- 
liche ans P an die Fläche zweiter Classe gelegten berührenden Ebenen um- 
hüllen somit eine Kegelfläcbe zweiter Ordnung und alle aus P an die Fläche 
zweiter Classe gezogenen Tangenten bilden gerade Erzeugende dieser Kegcl- 
fläcben. 

Nimmt man an, der Punkt P beflnde sieb in dem Träger eines der beiden 
erzeugenden Systeme, etwa 2, und falle nicht mit dem Berührungspunkte dieses 
Trägers zusammen, so kommt man zu demselben Resultate. Alle durch P gehen- 
den Geraden von bilden einen StrahlenbOschel.N, welchem eine Punktreihe 
iJ, in 2', entspricht, deren Träger, unserer Voraussetzung gemäss, dass P nicht 
auf der Fläche zweiter Classe liege , eine vom Durclrscbnitte d der Systeme .3 
und 2', verschiedene Gerade sein muss. Jede Ebene, welche zwei entsprechende 
Elemente von S und P, enthält, berührt die Fläche zweiter Classe und alle diese 
Ebenen umhüllen eine Kegelfläche zweiter Ordnung. Letztere Behauptung, kann 
wie folgt gerechtfertigt werden. Der Strablenbüschel S schneidet die Durch- 
schnittslinie d in einer Punktreihe R', welche mit S, also auch mit R^ projec- 
tiviseb verwandt ist. Jede Verbindungslinie zweier entsprechender Punkte von P, 
und P’ bildet nun den Durchschnitt einer von den in Rede stehenden Ebenen 
mit dem Träger von und alle diese Verbindungslinien umhüllen einen Kegel- 
schnitt, folglich berühren alle aus P an die Fläche zweiter Classe gelegten tan- 
girenden Ebenen eine Kegelfläche zweiter Ordnung. 

Nimmt man an, P falle mit dem Berübrnngspunkte eines der Träger von 
S oder zusammen, oder befinde sieb überhaupt auf der F'läche zweiter Classe, 
so gebt die umhüllende Kegelfläcbe selbstverständlich in eine Ebene über. 

Wir können nun folgenden Satz anfstellen : 

5. An eine Fläche zweiter Classe können aus irgend 
einer Geraden, welche nicht auf der Fläche liegt, höchstens 
zwei tangirende Ebene'n gelegt werden. Sämrot liehe tan- 
girende Ebenen einer Fläche zweiter Classe, welche durch 
einen nicht auf der Fläche gelegenen Punkt gehen, um- 
hüllen eine Kegelfläche zweiter Ordnung, deren sämmt- 
liche gerade Erzeugende die Fläche zweiter Classe 
berühren. 

Es soll nun gezeigt werden, dass je zwei beliebige tangirende Ebenen 
einer Fläche zweiter Classe als Träger von ebenen Systemen angenommen wer- 
den können, welche diese Fläche erzeugen. 2 and seien die beiden ursprüng- 
lichen erzengenden Systeme, deren Träger wir beziehungsweise c und e, nennen 
(Fig. 80), A und P zwei beliebige in e befindliche Punkte, die wir uns als 
Mittelpunkt^ von zweien die Fläche zweiter Classe F umhüllenden Kegelfläcben 
k und k^ denken, und a heisse die zweite berührende Ebene, welche durch die 
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Gerade AB aasser t noch an F gelegt werden kann, f, sei ferner irgend eine 
die Fl&cbe F berührende Ebene , welche jedoch keine der BerOhmngsebenen 
von A; oder it, sein soll, and m die Dorchschnittslinie von r, and a. An die 
Kegelflftcbe i denken wir 
ans zwei beliebige berüh- 
rende Ebenen gelegt, welche 
« in den Geraden c und d 
schneiden, and an i, zwei 
berührende Ebenen , deren 
Schnitt mit < wir e und g 
nennen. Dass e , d ia A 
and e, g in B Zusammen- 
treffen müssen, ist selbst- 
verslündlicb. In der Geraden 
m wählen wir einen Punkt 
B als Element eines ebenen 
Sy Sternes 2^, dessen Träger 
•, ist, und weisen diesem 
Punkte die Verbindungslinie p der Punkte A und B als entsprechendes Element 
in 2 zn. Aus P denken wir uns ferner je eine tangirende Ebene an k and A, 
gelegt und bezeichnen die Dnrchscbuittslinien dieser zwei Ebenen mit durch 
o, und Den Geraden a, , b, weisen wir die Punkte A, B als entsprechende 
Elemente zu. C und D seien die Schnittpunkte von a, mit jenen tangirenden 
Ebenen der Kegelfläche k, welche dnreb c und d gehen, und E, O die Schnitt- 
punkte von b, mit den darch e and g gebenden berührenden Ebenen der Kegel- 
fläche A,. Den Punkten CDEO in 2^ weisen wir endlich in 2 die Geraden cdeg 
als entsprechende Elemente zn. 

Von den beiden reciproken Systemen 2 und sind nun vier Paare sich 
entsprechender Elemente angenommen, nämlich Cc , Dd , Ee und Gg, durch 
welche nach Satz 49, 3. Abschnitt, diese Systeme vollkommen bestimmt werden. 
Sie erzeugpo eine Fläche zweiter Classe f,, welche von k und k^, so wie auch 
von der Ebene Cj berührt wird, k ist nämlich durch die fünf berührenden 
Ebenen c, a, Aa,, Cc, Dd, der Fläche zweiter Classe F^, und k, durch die fünf 
berührenden Ebenen c, o, Bb^, Ee, Gg bestimmt, während e,, als Träger eines 
der erzeugenden Systeme, die Fläche F^ tangiren muss. Die gegebene Fläche 
F und die durch 2 und erzeugte F*, werden demnach von k, k, und 
gemeinschaftlich berührt. Dass iu Folge dessen F und F^ identisch sind, zeigt 
nachstehende Betrachtung. 

ß sei irgend eine berührende Ebene von F, Q ein beliebiger Punkt der 
Ourcbschnittslinie von und ß, endlich nennen wir A,, A, jene Kegelfläcben, 
welche ihre gemeinschaftlicbe Spitze io Q haben und beziehungsweise die 
Flächen F und F^ amhüllen. Diese Kegelflächen müssen identisch sein, da beide 



Digitized by Google 



288 


Vierter Abuchniü. 


dieseUfCD fünf Ebenen berühren, nftmlicb f, nnd die vier Ebenen welche 
ans Q an die beiden Kcgolflüchen k und , A;, berührend gelegt werden 
können. Nachdem nnn ß die Kegeltläcbe berührt , so muss sie auch 
ATj, folglich auch F, berühren, woraus sich ergibt, da.ss F und F, identisch 
sind. Denn ß wurde beliebig gewählt, daher müssen alle herührciidcu Ebenen 
von F auch die Flache F, berühren, wa,'. nur möglich ist, wenn F und F, 
ausammcnfatlen. 

Nimmt man in f, — wie vorhin in t — zwei beliebige Punkte als Mittel- 
punkte zweier die Ffäciie F umhüllender Kegelfläclicn und eine beliebige 
berührende Ebene von F als Träggr eines ebenen Systemes an , so ist nun 
leicht einzusehen, dass derart auf bezogen werden kann, dass 2 ', und ^'3 
die Fläche F erzeugen. 

Diese Untersuchung zeigt auch, dass F durch i, k^ und die bcrUlireude 
Ebene fj vollkommen bestimmt wird. . 

Ganz dieselben Kesultale würden sieh ergeben haben, 'wenn wir ange- 
nommen hätten, dass k und A, von einer F.beno längs einer geraden Erzeugen- 
den gemeinschaftlich berührt werden. 

Es gelten demnach folgende Sätze, welche den sich auf Flächen zweiter 
Ordnung beziehenden Sätzen 2 und 3 dieses Abschnittes analog siud : 

G. Je zwei tangirende Ebenen einer Fläche zweiter 
Classe können als Träger von Systemen augenommen 
werden, welche die Fläche erzeugen. Diese beiden Systeme 
lassen sich auf unendlich viele Arten reciprok auf 
einanderbe ziehen. 

7. Eine Fläche zweiter Classe ist durch zwei nicht 
coucentrisebe Kegelfläcben zweiter Ordnung k und A,, 
welche sich entweder nur in zwei Punkten, oder längs einer 
geraden Erz engen den berühren, und durch eine berührende 
Ebene, welche keine der Kegelflächen A und Ar, tangirt, 
vollkommen bc.stimmt. . 

Der zweite Tbeil des ersten Satzes wird klar, wenn man berücksichtigt, 
dass der Punkt F(Fig. 80), welchem die Gerade p als entsprechend zugewiesen 
wurde, irgendwo in m angeuommen werden kann. 

Wir beweisen nun zainächst, dass Flächen zweiter Ordnung und Flächen 
zweiter Classe identisch sind. Um diesen Beweis herzustellen, leiten wir vorerst 
einen wichtigen Satz ab, der sich auf Flächen zweiter Ordnung bezieht. 

Ist K irgend ein ebener Schnitt einer Fläche zweiter Ordnung F und 
heissen ABC drei beliebige Punkte von K, so schneiden sich die drei Ebenen, 
welche F in ABC berühren, in einem Punkte, den wir B nennen wollen. Die 
Ebene von K bezeichnen wir durch n. Eegt man durch A, B und Feine Ebene 
a und heisst der Schnitt von a mit der Fläche zweiter Ordnung A', , so müssen, 
wie leicht eiuzuselien, ilie in den Punkten A und B an F, gezogenen Tangenten 
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iiD Punkte P Zusammentreffen. Zieht man dnrcb P eine beliebige in a gelegene 
Gerade g, welche die Fläche F, also auch X, in den Punkten M und N 
schneidet, so bilden die Punkte M, N, P und der Schnittpunkt 0 der Geraden 
g mit der Ebene n eine harmonische Pnnktreihe (Satz 29, 2. Abschnitt). Wird 
nun durch g und den Punkt C eine Ebene gelegt, welche F in der Curvo 
schneidet, und bezeichnet man den zweiten Schnittpunkt von K und durch 
D, so müssen sich die an in den Punkten ü und D gezogenen Tangenten 
im Punkte P treffen. Dass die Tangente in C durch P geht folgt aus dem 
Umstande, dass die in C berührende Ebene unseren Voraussetzungen gemäss 
den Punkt P enthält Denkt man sich aus P eine zweite Tangente an if, gezogen, 
welche K,^ in D' berührt, so ist CD' die Polare von P in Bezug auf und 
schneidet g in einem Punkte i/., der mit M, N, P eine harmonische Reihe bildet. 
Dies ist jedoch nur möglich , wenn 0 und ff zusammenfallen, weil ja auch die 
Reihe MNOP harmonisch ist. Wenn nun 0 mit ff coincidirt, so fällt auch 1) mit 
D' zusammen, d. h. eine der ans P an gezogenen Tangenten berührt die 
Fläche zweiter Ordnung in einem Punkte D der Cnrve K. Nachdem aber die 
durch P gehende Gerade g beliebig in a gewählt wurde und durch Veränderung 
der Lage von g der Punkt D nach und nach die ganze Cnrve K durchläuft, so 
müssen die Berührungspunkte aller aus P an die Fläche F gezogener Tangenten 
in der Curve K liegen und alle io den Punkten von K an F berührend gelegten 
Ebenen durch ein und denselben Punkt P gehen. 

Nimmt man an P sei irgend ein beliebiger Punkt, von welchem aus sich 
taugirende Ebenen an die Fläche zweiter Ordnung legen lassen, so ist nun 
leicht ein^nsehen, dass die Berührungspunkte aller ans P an die Fläche 
berührend gelegter Ebenen auf einem Kegelschnitte K liegen. K wird erhalten, 
indem man ans P drei beliebige berührende Ebenen legt und die Fläche durch 
jene Ebene schneidet, welche die drei Berührungspunkte dieser Ebenen 
enthält. 

Wir können nun den Satz aufstellen : 

8. Sämmtliche Ebenen, welche eine Fläche zweiter 
Ordnung in den Punkten eines ebenen Schnittes derselben 
berühren, gehen durch einen bestimmten Punkt und die 
Berührungspunkte sämmtlicher Ebenen oder Geraden, 
welche ans irgend einem bestimmten Punkte an eine Fläche 
zweiter Ordnung berührend gelegt werden können, befinden 
sich auf einer ebenen Cnrve, nämlich auf einem Kegel- 
schnitte. 

Ganz dieselben Beziehungen lassen sich für Flächen zweiter Classe 
nachweisen. 

P sei der Mittelpunkt irgend einer Kegelfläche k, welche eine Fläche 
zweiter Classe F nmhülll, A, ß, C nennen wir die Berührungspunkte von 
F mit irgend drei Bnrührnngsehenen der Kegelfläcbe k, und n heisse die durch 
StaudiKl: Lahrbueb dar nasarao Uaomatria. 19 
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A, B, C bestimmte Ebene. Letztere schneidet k in einer Corre zweiter Ordnung 
(Satz 5, 4. Abschnitt), welche wir K nennen, ln den Punkten A und B ziebeu 
wir je eine Tangente an K, bezeichnen den Schnittpunkt dieser Tangenten 
durch Q und heissen jene Kegelflftche, welche ihre Spitze in Q hat und die 
Fläche F nmhallt A,. Wird nun in der Ebene n irgend eine durch Q 
gehende Gerade g gezogen und legt man aus g berflhrende Ebenen g, * an F 
(also auch an k^), so bilden die Ebenen g, r, n und die durch Pnnd g bestimmte 
Ebene a> einen harmonischen EbenenbUscbel, wie man leicht cinsieht, wenn 
man sich A:,, den in Rede stehenden Ebenenbttschel und die Kegciflächc k durch 
die Ebene ABP geschnitten denkt. Legt man im Punkte C an F (also auch an k) 
eine bcrQhrende Ebene y, welche g im Punkte R schneidet, und betrachtet man 
R als Spitze einer dritten die Fläche F umhüllenden Kegelfläche A,, so wird 
letztere vön den Ebenen g und v berührt, weil die Spitze R in der Durch- 
Schnittslinie g von g und r gelegen ist. Werden nun durch die Gerade PR 
tangirende Ebenen an die Fläche F gelegt, so müssen die Berührnngspookte 
C und D dieser Ebenen in n liegen. Dass der Berührungspunkt C der einen 
Ebene sich in n befindet, bedarf keines Beweises, nachdem unseren Voraus- 
setzungen gemäss sowohl P als auch R der die Fläche in G berührenden Ebene 
y angeboren. Es ist also noch zu zeigen, dass auch der Berührungspunkt D der 
zweiten ans PR an F berührend ' gelegten Ebene H in n liegen muss. Zn diesem 
Zwecke denken wir uns durch Pnnd Q irgend eine Ebene f gelegt. Die Gurre 
zweiter Ordnung, welche sich als Schnitt von A, mit dieser Ebene ergibt, nennen 
wir (Fig. 81). Die Dnrcbschnittslinien von (p mit den Ebenen ydgvai und n 

heissen wir beziehungsweise cdmnop und die Punkte, in welchen p,die Cnrve 

Äj trifft , seien C und D'. Die in Q sich 
schneidenden Geraden mnop bilden einen 

harmonischen Strahlenbüscbel S, nachdem 

S ein Schnitt des harmonischen Ebenen- 
büschels grtan ist. Zwei Strahlen von S, 
nämlich m und n berühren Ä, und der 
Strahl 0 enthält den Punkt P. Die Gerade e 
tangirt die Cnrve in C’, denn als Schnitt- 
linie von T mit der Berübrnngsebeue / der 
Kegciflächc k^ muss sie eine Tangente von 
sein, und der Berührungspunkt dieser 
Tangente Wit mit C zusammen, weil die 
gerade Erzeugende, in welcher y die Fläche A, berührt, der Ebene n angehürt. 
Dass auch d die Curve üT, berührt ist leicht einzpseben. Wir haben jetzt nur 
mehr nachzuweisen, dass D* der Berührungspunkt von d mit Äj sein muss. 
Denn hieraus kann dann geschlossen werden, dass die Berübrungslinie von <T 
und k^ in n liegt, also auch der Berührungspunkt D von d und F der Ebene n 
angehört. Zieht man in D' eine Tangente an K,, so erhält man iih Schnittpunkte 
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P derselben mit c den Pol der Geraden p in Bezog anf und die Gerade o', 
welche durch P und Q bestimmt wird , bildet mit mnp einen harmonischen 
Strablenbfischel. Nun ist aber auch der BOschel mnop harmonisch , daher fällt 
0 mit o' und P mit P^ zusammen. Eine der ans P gezogenen Tangenten berührt 
demnach in D', woraus folgt , dass der BerObrungspubkt D der aus PR an 
F berührend gelegten Ebene d in n liegt. 

Verändert man die Lage der durch Q in der Ebene n gezogenen Geraden 
9, so erhält man andere Punkte R, also auch andere berührende Ebenen S. FUi* 
alle möglichen Geraden g ergeben sich alle möglichen tangirenden Ebenen S 
und die Berührungspunkte D aller dieser Ebenen liegen in ein und derselben 
Ebene n. Diese Ebene schneidet demnach die Kegelfläcbc zweiter Ordnung h and 
die Fläche F in derselben Curve .K. wir können also behaupten, dass die 
Beruh rn ngspunkte al 1 e r aus einund demselben Punkte Pan 
eine Fläche zweiter Classc berührend gelegter Ebenen oder 
Geraden in einer Cnrve zweiter Ordnung liegen. 

Betrachtet man die Ebene n als eine beliebig gewählte, so ist leicht ein- 
zusehen, dass sämm Ui che Ebenen, welche einePläche zweiter 
Glosse in den Punkten eines ebenen Schnittes derselben 
berühren, durch einen bestimmten Punkt gehen', dass also, 
nachdem die von solchen Berührnngsebenen umhüllte Fläche eine Kegcliläche 
zweiter Ordnnng ist (Satz 5, 4. Abschnitt), j ed er ebene Schnitt einer 
Fläche zweiter Classe eine Cnrve zweiter Ordnnng sein 
muss. 

Vergleicht man diese Resultate mit obigem Satze 8, so zeigt sich, dass der 
letztere auch Geltung hat, wenn in demselben statt Fläche zweiter Ordnung, 
Fläche zweiter Classc gesetzt wird. 

Es fällt nun nicht schwer die Identität der Flächen zweiter Ordnung und 
der Flächen zweiter Classe nachzuweisen. 

k und k^ seien irgend zwei eine Fläche zweiter Classe F umhüllende 
Kegelflächen, welche von zwei Ebenen gemeinschaftlich berührt werden, K und 
FT, seien die Kegelschnitte, in denen k und k^ die Fläche F berühren, a nennen 
wir ferner irgend eine berührende Ebene von F, welche nicht auch k oder A, 
berührt, und A den Berührungspunkt von a. Durch k, k^ und die Ebene a wird 
F vollkommen bestimmt (Satz 7) , während die Cnrven K, K^ und der Punkt A 
eine Fläche zweiter Ordnung bestimmen (Satz 3) , weiche wir F, nennen 
wollen. Dass F und F, identisch sind geht ans Folgendem hervor. P sei irgend 
ein Punkt von F; durch P und A legen wir irgend eine Ebene n, welche die 
Cnrven K und F, schneidet. Die vier Schnittpunkte von n mit K und F, , so- 
wie der Punkt A bestimmen einen auf der Fläche F gelegenen Kegelschnitt F,, 
der den Pnnkt P in sich enthält. Wir können nun aunchmen, F, F, nnd 
der Punkt A liegen anf der Fläche zweiter Ordnung F\. Diese Fläche 
wird von n ebenfalls in einer Cnrve zweiter Ordnnng F, geschnitten, welche 

19* 
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mit der Cnrve identisch sein muss, nachdem üT, and /T, die vier Schnitt- 
punkte von n mit K, und den Punkt A gemein haben. Hieraus folgt, 
dass der beliebig gewählte Punkt P der Fläche zweiter Classe F auch der 
Fläche zweiter Ordnung F, angehört , dass also alle Punkte von F in F, 
liegen , was nur möglich ist, wenn F und F, identisch sind, üa nun voraus- 
gesetzt wurde, F sei eine ganz beliebige Fläche zweiter Classe, so kann man 
scbliessen, dass jedeFläche zweiter Classe eine Fläche zweiter 
Ordnung ist. 

Um zu zeigen, dass auch jede Fläche zweiter Ordnung eine Fläche zweiter 
Classe sein muss, nehmen wir an, K und K^ seien irgend zwei auf einer Fläche 
zweiter Ordnung F, gelegene Kegelschnitte , welche sich in zwei Punkten 
schneiden ; k und A:, nennen wir jene zwei die Fläche F, nmhttllenden Kegel- 
flächen, deren Beröbrnngslinien mit F, beziehnngsweise K und F, sind, M sei 
irgend ein ansseihalb K und F, gelegener Punkt von F, und g jene Ebene, 
welche F, in M tangirt. Durch F, F, und M ist die Fläche F, vollkommen 
bestimmt, während k, k^ und die Ebene g eine Fläche zweiter Classe bestimmen, 
die wir F heissen wollen. Dass F und F, identisch .sind, lässt sich auf ganz 
dieselbe Art zeigen, wie vorhin gezeigt wurde, dass alle Punkte von F in F, 
liegen. Wir können also behaupten, dass jede Fläche zweiter Ord- 
nung auch eine Fläche zweiter Classe ist, woraus folgt, nachdem 
auch jede Fläche zweiter Classe eine Fläche zweiter Ordnung sein muss , dass 
die Flächen zweiter Ordnung und jene zweiter Classe iden- 
tisch sind.*) 

Es gelten somit alle Sätze, welche für Flächen zweiter Ordnung aufge- 
stcllt worden, auch fär Flächen zweiter Classe und umgekehrt. 

b) Erzeugung der Regelflächen zweiter Ordnung durch Grundgebllde der 

ersten Stufe. 

Die Regelflächen zweiter Ordnung können, wie wir nun zeigen wollen, 
auch durch projectivische Grundgcbildc der ersten Stufe erzeugt werden. 

Nehmen wir an, R und F, seien irgend zwei projectivische Punktreiben 
deren Träger nicht in derselben Ebene liegen. Durch ABC .... bezeichnen 
wir die Punkte von R und durch C, .... die diesen Punkten entsprechen- 
den Elemente von Ä,. Die Verbindungslinien von je zwei entsprechenden Punkten 
nennen wir Projectionsstrahlen. Nachdem man sich R und R, durch 
gleichzeitige stetige Bewegung zweier Punkte entstanden denken kann, welche 
in jedem bestimmten Momente mit zwei entsprechenden Punkten von F und F, 
coincidiren, so folgen dio Projectionsstrahlen ebenfalls stetig auf einander und 
ihre Gesammtheit bildet eine Fläche F, die zur Gattung der Regelflächen gehört. 

*) lin aligpiiieiiipii ist pinp Flaclip «•« Ordnung von der « (» - 1)* Classe 
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Sie wird ein Erzengniss der zwei Punktruibou M und i7, genannt. 
Der Schnitt dieser Fläche mit irgend einer Ebene t ist eine Curve zweiter 
Ordnung, wie sich ans Folgendem ergibt. Den Träger von B denken wir uns als 
Axe eines Ebcnenbttscbels E, der gegen ü, pcrspectivisch liegt, und den Träger 
von Bj als Axe eines Ebeucnbüschcls E^, der gegen B perspectivisch gelegen 
ist. Diese beiden^Bttscbel sind projectiviseb. Einer Ebene BA^ in E entspricht 
die Ebene B^A in E, und je zwei solche entsprechende Ebenen schneiden sich 
in einem Projectionsstroblc .A.A, . Die Fläche F kann somit auch als 
ein Erzeugniss der zwei Ebenenbüschel E, E, betrachtet wer- 
den Die beliebig angenommene Ebene t schneidet E und E, in zwei projec- 
tiviseben StrablcnbUscbeln S und S,, welche einen Kegelschnitt erzeugen. Dieser 
Kegelschnitt liegt auf der Fläche E, nachdem die Schnittpunkte von jo zwei 
entsprechenden Strahlen der Bäschei S und S, auch Punkte dos Schnittes von 
je zwei entspreeb enden Ebenen der Büschel E und E, sein müssen. Jede 
Ebene schneidet demnach die Fläche E in einem Kegelschnitte, 
woraus folgt , dass diese Fläche von keiner Geraden in mehr als 
zwei Punkten geschnitten werden kann. 

Dass das Erzeugniss irgend zweier projcctiviscber Ebenenbüschel E und 
E, , deren Axen sich nicht schneiden, immer auch als ein Erzeugniss zweier 
projectivischer Puuktreihen B und B, betrachtet werden kann, <leren Träger 
die Axen der beiden Ebcncnbäschel bilden, ist nun leicht eiuzuschen. Entspre- 
chende Punkte dieser Reihen sind je zwei Punkte , welche in entsprechenden 
Ebenen von E und E, liegen. Wir können also sagen: Jene Flächen, 
welche durch zwei projectivischc , sich nicht schneidende 
I’uuktreibeu erzeugt werden, und jene Flächen, welche durch 
zwei projectivischc EbencnbUschel zu Stande kommun, deren 
Axen sich nicht schneiden, sind identisch. 

Schneiden sich die Axen zweier projectivischer EbcuenbUschul E, E, , so 
ist das Erzeugniss von E und E^ eine Kcgcifläcbc zweiter Ordnung. 
Denn alle Durchscbnittslinien von je zwei entsprechenden Ebenen treffen im 
Schnittpunkte der Axen zusammen und irgend eine beliebige Ebene t schneidet 
die erzeugte Fläche in einer Curve zweiter Ordnung, nämlich in dem Erzeug- 
nisse jener zwei StrahlenbUschcl, welche sich als Schnitte von t mit E und E, 
ergeben. 

Bevor wir die durch projectivischc Puuktreihen oder Ebenenbüschel 
erzeugten Flächen näher untcrbuchcu, bemerken wir, dass ausser diesen keine 
anderen Flächen durch Urnudgebildc der ersten Stufe erzeugt werden können. 
Es sind hier sechs Fälle denkbar. Als erzeugende Gebilde kann man annebmeu : 
1. Zwei Punktreihen. 2. Eine Puuktreihe und einen StrahlenbUschcl. 3. Eine 
Punktreihe und einen Ebenenbüschel. 4. Zwei Strablenbüschel. 5. Einen 
Strahlcnbüschel und einen Ebenenbüschel. 6. Zwei Ebenenbüschel. Dass die 
Erzeugnisse in den Fällen 1 und 6 identisch sind, wenn man voraussetzt, dass 
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die Axcii der EbcuonbUschcl sieb nicht schiieidoii , wurde bereits oachge- 
wicscD. Iii den Fällen 3, 4 and 5 kann dos Erzengniss keine Fläche sein , wie 
man sieh leicht überzeugt. Im Falle 2 ist das Erzeugniss im allgemeinen eine 
Kcgcifläche zweiter Ordnung. Heisst nämlich die Punktreiiic R und der Strahlen- 
bUschel S, von welchem wir annehmeu, dass seine Ebene die Reihe R nicht ent- 
hält, so gehen alle Ebenen , welche durch jo zwei entsprechende Elemente der 
Reibe und des littschcls bestimmt werden, durch den Mittelpunkt M von S und 
alle diese Ebenen umhüllen eine Kcgelfläche zweiter Ordnung , wie leicht ein- 
zusehen, wenn man sich durch R irgend eine Ebene t gelegt denkt, welche den 
Mittelpunkt M nicht enthält. Die Ebene c schneidet den Büschel 5 in einer 
Punktreihe i?,, welche mit R prujectiviscb verwandt ist. Die Projcctionsstrahlen 
von R und R^ umhüllen aber einen Kegelschnitt und da jeder Projcctionsstrahl 
den Durchschnitt von i mit einer der Ebenen bildet, welche durch entsprechende 
Elemente von R und S bestimmt werden, so erscheint unsere Behauptung, dass 
R und S eine Kegelfläcbc zweiter Ordnung erzeugen, gerechtfertigt. 

Von den erwähnten sechs Fällen haben wir also nur den ersten und 
letzten in Betracht zu ziehen. Zunächst weisen wir nach, dass die Fläche, welche 
durch zwei sich nicht schneidende Panktreiben R und B, (Fig. 82) erzeugt wird, 

eine Fläche zweiter Ordnung ist. Die 
Träger der beiden Reihen nennen wir 
ii'b’, irgend drei Projectionsstralilen 
abc und die in letzteren befindlichen 
Punkto von R und i2,, beziehungsweise 
ABC und A,B,C,. In dem Punkte A 
schneiden sich a und a', im Punkte 
die Geraden b und b’. Die Geraden <ta 
sowohl, als auch die Geraden hb’ kann 
man daher als einen Kegelschnitt 
betrachten. Den einen , ans a und a' 
bestehenden, nennen wir K, den ande- 
ren, welcher durch b und b' gebildet 
wird, K,. Diese beiden Kegelschnitte liegen in verschiedenen Ebenen, wie ans 
dem Umstande folgt, dass die Träger von R und B,, nämlich a' iindb' sich nicht 
schneiden. Doch haben K und K^ die Punkte A, und B gemein, sie entsprechen 
also den Bedingungen, welche die im Satze 3, 4. Abschnitt, erwähnten Kegel- 
schnitte crlullen sollen. Ist M ein beliebiger Punkt in c, welcher nicht auch den 
erzeugenden Reiben angebört, so kann 3f weder in der Ebene von K', noch in 
der Ebene von B, liegen. Denn würde sich M in der Ebene von K befinden, so 
müssten a und c, also auch a' und b' derselben Ebene angebören, was gegen die 
Voraussetzung ist, und würde M in der Ebene von B, liegen, so müssten sieb b 
und c, also auch a' und b' schneiden. Die Kegelschnitte B und B, , sowie der 
Punkt AI haben daher jene gegenseititlgc Logo, welche nach Satz 3 erforderlich 
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ist, damit eine Flftche zweiter Ordoang darch zwei Kegelschnitte and einen 
Punkt vollkommen bestimmt werde. Wir können also annehmen, durch die 
Geraden aba'b' und den Punkt M sei eine Fläche zweiter Ordnung F bestimmt. 
Dass diese Fläche mit dem Erzeugnisse F, der gegebenen Punktreihen R und 
72, identisch sein muss, ist nun' leicht nachzuweisen. Legt man durch M irgend 
eine Ebene i, welche K und in vier Punkten schneidet, so wird sowohl F, 
als auch F, in einer Curve zweiter. Ordnung geschnitten. Diese beiden Curven 
fallen aber zusammen, nachdem sie fttnf Punkte, nämlich die erwähnten vier 
Sehnitt|iunktc von » mit K und K, und den Punkt M gemein haben. Daraus 
folgt , dass F und F, identisch sein mflsscn Mit Rücksicht auf die obigen 
Resultate können wir nun den Satz aufstellen : 

9. Das Erzeugniss zweier projcctiviscber Punktreihen, 
deren Träger sich nicht schneiden, sowie auch das Erzeug- 
niss zweier projectivisclicr EbeneubUscliel ist eine Regel- 
fläche zweiter Ordnung. 

Von den sämnitlichcn Projectionsstrablen abr .... liegen keine zwei in 
ein und derselben Ebene, denn wurden z. B. a und b derselben Ebene angebören, 
SU müssten auch die Punkte ABA^B^ , also auch a' und b' in derselben Ebene 
gelegen sein. Es ist aber bereits gezeigt worden, dass jede Ebene, welche eine 
P'läcbe zweiter Ordnung in einer Geraden schneidet, mit der Fläche immer noch 
eine zweite Gerade gemein hat, wenn die Fläche keine KegelSäcbe ist. Daher 
muss cs ausser den Geraden abc .... noch andere , und zwar uncndlicli viele 
Gerade geben, welche dem Erzeugnisse von 72 und 72, angehören, ln anderer 
Weise lässt sich dies auf folgende Art zeigen. 

abc seien drei beliebige Projectionsstrablen und M ein beliebiger Punkt 
von c. Durch M und die Gerade b denken wir uns eine Ebene gelegt , deren 
Schnittpunkt mit a wir N nennen. Die Gerade MN schneidet dann alle drei 
Projectionsstrablen a, b und c. Legt man nun durch MN und die Punkte der 
Reihe 72 Ebenen, so bilden letztere einen Ebenenbüschel E, welcher die Gerade 
b’ nach Salz (54, 1. Abschnitt, in einer mit 72 projectivisch verwandten Punkt- 
reihe 72' schneidet. Diese. Reibe ist aber identisch mit 72,, denn 72" ist projec- 
tivisch mit 72, also auch mit 72, und bat die drei Punkte A,72, C, mit 72, ent- 
sprechend gemein. Jede Ebene des Büschels E schneidet demnach a' und 6' in 
entsprechenden Punkten der Reihen 72 und 72, und die Verbindungslinien dieser 
Schnittpunkte sind Projectionsstrablen von 72 und 72, . Ist d irgend eine Ebene 
des Büschels F, welche o’ in D und b' in D' trifft, so schneidet die Gerade DD' 
die drei Geraden a', MN und b'. Die Gerade DD’ kann nun als ein ganz 
beliebiger Projcctionsstrahl angesehen werden, wir können daher scbliessen, 
dass sämmtlichc Projectionstrahlen die Gerade MN schneiden , dass also MN 
ganz auf der durch 72. 72, erzeugten Fläche F liegt. Nun ist aber MN eine 
beliebige Gerade, welche die drei Projectionsstrablen abc schneidet, folglich gilt 
für jede andere, diese drei Strahlen schneidende Gerade dasselbe wie für MN, 
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näffllicb cs milssen alle diese Geraden ganz auf der Fläche F gelegen sein. Von 
denselben können sich keine zwei schneiden, denn wurde dies der Fall sein, so 
müssten, wie leicht einzuscbcii, auch a, b and c, fulglicli auch R und R^ in der- 
selben Ebene liegen, was gegen die Voraussetzung ist. Jede Gerade MN 
sidiueidct aber särnmtlichc Projectionsstrahlen und umgekehrt schneidet jeder 
Projcctionsstrnhl sämmtliehe Geraden MN. Die letzteren hilden eine stetige 
Aufeinanderfolge ; denn wenn man M nur um uuendlieh wenig in c verschiebt, 
so'äudcrt auch der Schnittpunkt der Ebene Mb mit a seine Lage nur unendlich 
wenig. Man kann demnach die sämmtliehe n Geraden, welche 
alle Projectionsstrahlen schneiden, als ein System von 
geraden Erzeugenden der Rcgelfläcbe F betrachten. Ein 
anderes System von geraden Erzcngcndcu derselben Fläche bilden , wie bereits 
bemerkt, die Prujectionsstrahlcn. 

Die Gesammtheit der Geraden, welche zu ein und demselben Systeme 
geboren, nennt man eine Schaar. Jede der zwei Schaaren ist durch drei Ge- 
rade der andern Schaar vollkommen bestimmt, wie man leicht cinsieht; es 
erschei II tdaberauchdicRcgelfläche/'’ vollkommen bestimmt, 
sobald irgend drei Gerade ein und derselben Schaar gege- 
ben sind. 

Nimmt man eine von den drei gegebenen Geraden abc, etwa c, als Axe 
eines Ebcncnbüschels E an, erinittcll die Üurcbscbniltspuukte einer beliebigen 
Ebene des letzteren mit a und b und verbindet diese Schnittpunkte , so erhält 
man eine Gerade der Schaar, welcher abc nicht angchören. Nachdem nun a und 
b von dem Ebcnenbüscbel E in projcetivischcn Punktreihen geschnitten werden, 
so kann man behaupten , dass die Geraden einer Schaar alle Ge- 
raden der anderen Schaar in projcctivischen Punktreihen 
schneiden und dass also irgend zwei Gerade, welche derselben Schaar an- 
grhören, als Träger von zwei die Rcgelfläcbe erzeugenden Punktreihen betrachtet 
werden können. 

Bereits im vorhergehenden Kapitel wurde gezeigt, dass durch jeden Punkt 
einer Regelflächc zweiter Ordnung, welche weder eine Kcgclflächc ist, noch ans 
zwei Ebenen besteht, zwei aber nicht mehr gerade Erzeugende geben, dass ferner 
jede Ebene, welche durch eine gerade Erzeugende , also auch noch durch eine 
zweite gebt, die Fläche im Schuitlpunkte dieser beiden Geraden berührt und 
dass umgekehrt jede berührende Ebene die Fläche in zwei geraden Erzeugen- 
den schneidet. Erstcrcs folgt, von unserem jetzigen Standpunkte betrachtet, aus 
dem Umstande, dass keine zwei derselben Schaar angehörigc Gerade sich treffen, 
aber jede Gerade der einen Schaar alle Geraden der anderen Schaar schneiden muss. 

Dass die durch zwei sich nicht schneidende projectivischc Reihen erzeugte 
Fläche nur ein einfaches Hyperboloid, oder ein hyperbo- 
lisches Paraboloid sein kann, bedarf mit Rücksicht auf die vorans- 
gegangenen Erklärungen keines Beweises mehr. 
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Als Resultat der ebeu durcbgeführten Untersuchung ergibt sieb folgen- 
der Satz : 

10. Jede Regelfläcbc zweiter Ordnung, ausgenommen 
die Kegel- und Cilinderfläche, oder das System von zwei 
Ebenen, enthält zwei Schaaren von Gerade Ji, welche eine 
derartige Lage haben, dass keine zwei, derselben Schaar 
angehörige Geraden sich schneiden, aber jede Gerade der 
einen Schaar alle Geraden der anderen schneidet und durch 
jetten Punkt der Fläche zwei, aber nicht mehr Gerade gehen. 
Je zwei Gerade der einen Schaar werden durch dieGcradcn 
der anderen Schaar in projcctivischcn Punktreihen ge- 
schnitten. Durch drei Gerade, von denen keine zwei sich 
schneiden, ist eine Rcgelflächc vollkommen bestimmt; sie 
kann durch eine Gerade entstanden gedaebt werden, welche 
an den drei gegebenen Geraden hingleitet. 

Bezüglich der berührenden Ebenen gilt folgender Satz , welcher eigent- 
lich nur in einer bestimmteren Form ansdrückt , was bereits im Satze 4 dieses 
Abschnittes ausgesprochen ist: 

11. Jede Ebene, welche durch eine gerade Erzeugende 
einer Regcifläche zweiter Ordnung gebt, die weder eine 
Kegelflächc ist, noch aus zwei Ebenen besteht, schneidet 
die Fläche noch in einer zweiten Geraden und berührt die 
Fläche im Schnittpunkte dieser Geraden. Umgekehrt wird 
jede solche Fläche von Jeder dieselbe berührenden Ebene 
in zwei Geraden geschnitten, welche durch den Berüh- 
rungspunkt gehen. 

Sind die zwei eine Rcgelflächc zweiter Ordnung erzeugenden Punkt- 
reiben li und R, ähnlich, so liegt der Projectionsstrabl, welcher die unend- 
lich fernen Punkte von R und R^ verbindet , in der unendlich fernen Ebene. 
Diese Ebene schheidet also die Regcifläche in einer geraden Erzeugenden, daher 
bat sie noch eine zweite Gerade mit der Fluche gemein und berührt die letztere. 
Unseren im vorigen Kapitel gegebenen Erklärungen zufolge ist dann die Fläche 
ein hyperbolisches Paraboloid. Wir können somit sagen : 

12. Zwei sich nicht schneidende projcctivischc Punkt- 
reihen erzeugen entweder ein einfaches Hyperboloid oder 
ein hyperbolisches Paraboloid Je nachdem die Reiben nicht 
ähnlich oder ähnlich sind. 

Dass die Rcgelflächc, welche durch zwei ähnliche Punktreiben R und .ß, 
erzeugt wird, mit der unendlich fernen Ebene' nicht bloss einen Projections- 
strahl dieser Reiben , sondern noch eine zweite Gerade gemein hat, lässt sich 
auch wie folgt naebweisen. Die Träger der erzeugenden Reiben nennen wir a',b', 
irgend zwei Projcctionsstrahlcu seien a, b, der unendlich ferne Projections- 
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strahl heisst u und die erzeugte Fläche F. Nach obigem Satze 10 kommt F 
auch durch eine Gerade zu Stande, welche längs den drei Geraden a, 6, u hin- 
gleitet. Sämmtliche Gerade, welche a, b, u schneiden, bilden eine der zwei 
Schaaren von Geraden, die in F enthalten sind. Alle diese Geraden 
raUssen zu ein- und derselben Ebene parallel sein, nämlich 
zu irgend einer Ebene n , welche die Gerade u enthält , nachdem jede solche 
Gerade die Ebene n erst in unendlicher Entfernung trifft. Legt mau durch jede 
Gerade, welche sämmtliche Projectionsstrahlcn schneidet, ciuc durch w gehende 
Ebene , so sind alle diese Ebenen unter einander parallel , bilden also ^nen 
Parallcl-EbcnenbUschcl und schneiden je zwei Projcctioüsslrabicn in ähnlichen 
Punktreihen (Satz 63, 1. Abschnitt). Hieraus folgt, dass je zwei Projections- 
strahlcD dhreb jene Schaar, zu der a' und b'gehörcu, in ähnlichen Punktreihen 
geschnitten werden. Wählt man nun zwei Reihen, deren Träger zwei beliebige 
Projccüonsstrahlen bilden, als erzeugende Reihen der Fläche F, so ergibt sich 
als Verbindungslinie der unendlich fernen Punkte dieser Reiben, weil letztere, 
wie eben gezeigt wurde ähnlich sind, ciuc zweite unendlich ferne Gerade Uj der 
in Rede stehenden Fläche, üic unendlich ferne Ebene bat also mit jeder durch 
ähnliche Punktreihen erzeugten Rcgcifläche zweiter Ordnung zwei Gerade 
gemein, woraus folgt, dass diese Fläche ein hyperbolisches Paraboloid ist. 

Ans der eben durchgeführten Untersuchung ergibt sich auch , dass alle 
Geraden, welche derselben Schaar eines hyperbolischen Paraboloides angchöreii. 
zu ein und derselben Ebene parallel sind. Für die Schaar, welcher a’ und V 
angehören, wurde dies bereits bemerkt ; dass cs auch für die aus den Projcc- 
tiousstrahlen von R und R^ gebildete Schaar gilt , ist leicht cinzusehen, wenn 
man berücksichtigt, dass jede Gerade dieser Schaar die gerade Erzeugende », 
schneiden muss und dass irgend eine durch u, gehende Ebene jeden Projcctions- 
stralil erst in unendlicher Entfernung trifft. Es gilt somit der Satz: 

13. Sämmtliche gerade Erzeugende eines hype rbolischen 
Paraboloides, welche derselben Schaar anggbörcn, sind 
parallel zu ein und derselben Ebene. 

Jede Ebene, zu welcher sämmtliche Gerade einer Schaar eines hyper- 
bolischen Paraboloides parallel sind, wird eine Rieh t e I) on c oder auch eine 
Asymptotenebene genannt. Letztere Benennung findet ihre Rechtfertigung 
in dem Umstaridc, dass jede solche Ebene die Fläche in einem unendlich fernen 
Punkte berührt, nämlich im Schnittpunkte der Geraden u oder m, mit der 
zweiten geraden Erzeugenden, die in der Ebene gelegen ist. 

Wenn die Richtebene der zwei Schaaren von geraden Erzeugenden eines 
hyperbolischen Paraboloides auf einander senkrecht stehen, so wird die Fläche 
ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid genannt. 

Der nachstehende Satz bedarf non mit Rücksicht auf obige Untersuchung 
keines Beweises mehr : 
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14. Je iwci Gerade der einen Schaar eines hyper- 
bolischen Paraboleidcs werden durch die andere Schaar in 
ähnlichen Punklrcihcu geschnitten. 

Äncb ist leicht cinznschen, dass ein hyperbolisches Paraboloid 
durch zwei sich nicht schneidende Gerade und eine diese 
letzteren schneidende Ebene, welche als Ricbtebenc 
angenommen wird, vollkommen bestimmt ist. 

Um einzelne gerade Erzeugende der Fläche zu erhalten, schneidet man die 
beiden gegebenen Geraden durch Ebenen, welche zur gegebenen Ebene parallel 
sind, und verbindet die so erhaltenen Schnittpunkte durch gerade Linien. 

Durch drei beliebige Gerade, welche derselben Ebene 
parallel sind, wird ein hyperbolisches Paraboloid gleich- 
falls vollkommen bestimmt. Lässt man längs der drei gegebenen 
Geraden abc eine vierte Gerade a' hingleiten , so beschreibt letztere eine 
Rcgcllläcbc zweiter Ordnung (Satz 10. 4. Abschnitt). Irgend eine Lage der 
beweglichen Geraden a' wird cihallcu, indem man etwa durch a eine beliebige 
Ebene n legt nnd die Schnittpunkte von mit b und c durch eine Gerade 
verbindet. Alle durch a gehenden Ebenen n bilden nun einen EbcnenbUscbel 
E, in welchem eine Ebene parallel zu b und c ist, daher werden b und e durch 
E in ähnlicbeu Punktreihen geschnitten (Vergleicbc Satz 1)2, 1. Abschnitt), 
woraus folgt, dass die durch ii' beschriebene Fluche ein hyperbolisches 
Paraboloid sein muss. 

15. Werden durch irgend einen Punkt zu allen geraden 
Erzeugenden einer Regclfläcbe zweiter Ordnung parallele 
Gerade gezogen, so bilden die letzteren eine Kegclfläche 
zweiter Ordnung, oder ein System von zwei Ebenen, je 
nachdem die Kegclfläche ein einfaches Hyperboloid oder 
ein hyperbolisches Paraboloid ist. 

Um sich hievon zu ttberzeugen, hat man nur zu berQcksicliiigcn, dass ein 
einfaches Hyperboloid von der unendlich fernen Ebene in einem Kegelschnitte, 
das hyperbolische Paraboloid aber in zwei Geraden geschnitten wird und dass 
jede durch den bestimmten Punkt gebende Parallele einen Punkt dieses 
unendlich fernen Schnittes enthält. 

Aus dem Umstande, dass je zwei Gerade derselben Schaar einer Regel- 
fläche zweiter Ordnung als Träger von die Fläche erzeugenden Reiben 
angenommen werden können lässt sich leicht schliessen, dass im allgemeinen 
zn jeder Geraden der einen Schaar eine, aber auch nur eine Gerade der anderen 
Schaar parallel läuft. Sind nämlich a' nnd b' irgend zwei Gerade, welche 
derselben Schaar angehörcu, heissen li und if, die Reihen, deren Träger a' nnd 
b' bilden, nnd ist G der Gegenpunkt der Reihe R, so muss die Gerade, welche 
durch. G parallel zu if, gezogen wird, ein Projectionsstrahl, also eine zn b' 
parallele gerade Erzeugende der Fläche sein. Liegt G unendlich ferne, so gehört 
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ikr durch C Kchcndc Projcctionsstrahl der unendlich fernen Ebene an, weil ja 
dem Punkte G ein ebenfalls unendlich ferner Punkt cnUpricht. Die Reihen R 
und i2, sind daun ähnlich und erzeugen ein hyperbolisches Paraboloid. Diese 
Bemerkungen dürften nachstehenden Satz genügend rechtfertigen : 

1<3. Jede gerade Erzeugende der einen Schaar eines 
einfachen Hyperboloides ist parallel zu einer, aber auch nur 
zu einer Geraden der anderen Schaar. Unter den geraden 
Erzeugenden eines hyperbolischen Paraboloidcs sind keine 
zwei zu einander parallel.’ 


e) Polar-Elgensehaften der FlKrhen zweiter Ordnung. 

F sei irgend eine Fläche zweiter Ordnung, P ein beliebiger Punkt des 
Raumes und t eine beliebige, durch P gehende Ebene , welche F in der Curvc 
zweiter Ordnung K schneidet. Die Polare des Punktes i' in Bezug auf K nennen 
wir p. Legt man durch' i' irgend eine zweite Ebene t, , welche F in einem 
Kegelschnitte /f, schneidet, der K in den Punkten M und N trifft, so ist leicht 
einzuschen, dass die Polare j), des Punktes P in Bezug auf K^ die Gerade p 
schneiden mnss und zwar in jenem Punkte 0, welcher von P durch M und N 
harmonisch getrennt wird. Durch p und yi, lässt sich somit eine Ebene legen. 
Diese Ebene nennen wir n. Zieht man eine beliebige durch P gebende Sccanto 
der Fläche F, heissen die Schnittpunkte derselben mit der Fläche M'N’ 
und bezeichnet man ihren Schnittpunkt mit der Ebene n durch 0', so bilden 
die vier Punkte M'N’OT eine harmonische Reihe. Dies ist leicht einzuschen, 
wenn man sich durch die Sccantc M'N' irgend eiue die Fläche F. jeden- 
falls schneidende Ebene « gelegt denkt. Der Durchschnitt von a und /t ist 
nämlich die Polare des Punktes P in Bezug auf die Curvc zweiter Ordnung K^. 
welche die Ebene a mit der Fläche F gemein hat, uaehdem die zwei Sehnen 
der Curvc Ä^, welche Pmit den Schnittpunkten von p, p^ und j),, p^ verbinden, 
durch diese Schnittpunkte und den Punkt P harmonisch getheilt werden. Der 
Punkt 0' ist nun der Durcbschiiiltspunkt einer beliebigen durch P gehenden 
Sccantc der Fläche P’, daher muss für die Schnittpunkte jeder solchen Secantc 
mit der Ebene zr dasselbe gelten, was bezüglich ()' naebgewiesen wurde. Wir 
können also sagen ; 

Werden durch irgend einen Punkt P beliebig viele 
Sccaiitcu ciucrFlächc zweiter Ordnung gezogen, und bestimmt 
man in jeder dieser Sccantcn jenen Punkt, der vou P durch 
die Schnittpunkte der Secantc harraouiscb getrennt wird, so 
liegen alle dadurch erhaltenen Punkte in ein und derselben 
Ebene. 

Diese Ebene n. wird die Polarebene des Punktes P und der letztere 
der P 0 1 der Ebene n in Bezug auf die Fläche zweiter Ordnung genannt. 
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Demnach gilt der Satz: 

17. Pol and Polarebeoe tbeilen jede dnrcb ersteren 
gebende Sehne der Fläche zweiter Ordnung harmonisch. 

Ist die Fläche eine Kegelfläche zweiter Ordnung (wornnter 
wir im allgemeinen auch Cilinderflächen verstehen), so muss die Polarebene 
eines jeden Punktes der nicht mit dem Mittelpunkte der Kegelfläche zusammcn- 
fällt, durch diesen Mittelpunkt gehen. Nur der Mittelpunkt kann der Pol einer 
Ebene sein, welche nicht durch den Mittelpunkt geht. Wie man sich leicht 
Überzeugt, hat eine durch den Mittelpunkt einer Kegelfläche zweiter Ordnung 
gebende Ebene nicht nur einen, sondern unendlich viele Pole, welche 
alle auf einer dnrcb den Mittelpnukt gehenden Geraden liegen. Diese Gerade 
wird die Polare der Ebene und die Ebene die Polarebene der Geraden in 
Bezug auf die Kegelfläcbe genannt. 

Die Polarebcne eines Punktes P wird auch erhalten, wenn man aus P 
mindestens drei berührende Gerade an die Fläche zieht und durch die erhaltenen 
Berührungspunkte eine Ebene legt. Diese Ebene ist dann die Polarebene von P, 
wie leicht einznschen (Siebe Satz 8, 4. Abschnitt). Schneidet die Ebene n die 
Fläche zweiter Ordnung F, so kann der Pol von n einfach dadurch erhalten 
werden , dass man in mindestens drei Punkten des Schnittes von zi 
und F berührende Ebenen construirt und den Durehsebnittspunkt dieser 
Ebenen bestimmt. Der sich ergebende Punkt ist der Pol von n. Es gilt also 
der Satz : 

18. Die Ebene jener Cnrve, in welcher eine Fläche 

zweiter Ordnung von irgend einer Kegelfläche<zweiter Ordnung 
berührt wird, ist die Polarebene des Mittelpunktes dieser 
Kegelfläcbe. , 

Hieraus folgt, dass der Pol einer Ebene, welche eine 
Fläche zweiter Ordnung berührt, der Beruh rungspunkt die- 
serEbenc sein muss. Die berührende Kegelfläche ist nämlich in diesem 
Falle in eine Ebene Ubergegangen, deren BerObrungspnnkt der Mittelpunkt der 
Kegelfläche ist, während als Ebene der Berübmngscnrve die berührende Ebene 
angesehen werden muss. 

Heisst man n irgend eine Ebene, P' einen beliebigen Punkt derselben 
und F irgend eine Fläche zweiter Ordnung, so geht die Polarebene von V' 
durch den Pol P der Ebene n. Um dies einzusehen denke man sich durch P 
nnd 1* irgend eine die Fläche F in einer Cnrve zweiter Ordnung K schneidende 
Ebene a gelegt. Die Dnrchscbnittslinie von a nnd n ist dann die Polare des 
Punktes P in Bezug auf K, wie sich mit Hilfe des obigen Satzes 17 leicht 
nachweisen lässt. Nun liegt P* auf dieser Polaren, daher muss auch P auf der 
Polaren von P' in Bezug auf K gelegen sein (Satz :K), 2. Abschnitt). Die 
Polare von P" wlifirt aber der Polarebene von P' an, folglich geht diese Polar- 
ebene durch P. 
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Ist amgekehrt P' irgoiul ein Punkt nnrt n eine beliebige durch denselben 
gehende Ebene, so kann auf ganz ähnliche Art bewiesen werden, dass der Pol 
von n in der Polarebene von P' gelegen sein muss. Wir können somit bebanpten : 

19. Bewegt sich einPunkt Gebt eine bewegliche 

in einer Ebene n , so geht Ebene beständig durch 
seine Polarebene beständig einen PnnktP, so bewegt sich 
durch den Pol von n. ihr Pol in der t*olarebene von P. 

Mit Benutzung dieser Sätze lassen sich die folgenden leicht nachweisen : 

20. Bewegt sich einPunkt .Gebt eine bewegliche 

anf einer Geraden </, so Ebene beständig dnreb 

geht seine Polarebene ein und dieselbe Gerade , 
beständig durch ein nnddie- so bewegt sich ihr Pol P anf 
selbe Gerade ( 7 ,. einer Geraden . </. 

(Satz links). Der Punkt P bewegt sich nämlich in diesem Falle in zwei 
Ebenen zugleich, deren Dnrchschnitt die Gerade g bildet, daher mnss die 
Polarebenc von P nach Satz 19 durch die beiden Pole P', P" dieser zwei 
Ebenen, also beständig durch die Gerade P”P^ gehen. 

(Satz rechts). Die Ebene n geht beständig durch dieselben zwei Punkte 
von g, demnach muss ihr Pol zugleich in den Polarebenen /i" dieser zwei 
Punkte, also in der ünrcbschnittslinie von n’ und .t” liegen. 

Die Sätze 19 und 20 erleiden wesentliche Modidcationen, wenn die 
Fläche zweiter Ordnung eine Kegel- oder Cilinderfläcbe ist. 

Von zwei Geraden g und g^, welche eine derartige Lage haben, dass die 
Polarebenen aller Punkte von g durch g^ gehen, sagt man, dass jede derselben 
die Polare der anderen sei. Eis geben unter der gemachten Voraussetzung 
ancb die Polarebencn aller Punkte von^, durch g. Dies leuchtet ein, wenn 
man die Gerade </, als die Durchschnittslinie zweier Ebenen n und anffasst, 
deren Pole P und P, in g liegen müssen (Satz 20). Denkt man sich nämlich 
einen Punkt auf g^, also zugleich in n und /r, fortbewegt, so geht nach Satz 
19 die Polarebeue dieses Punktes beständig durch die beiden Pole P und 
also durch die Gerade g, welche P und P, verbindet. Man kann demnach sagen : 

Von zwei Geraden wird jede die Polare der anderen 
genannt, wenn die Polarcbenen aller Punkte der einen 
Geraden durch die andere geben. 

Soll die Polare irgend einer Geraden g ermittelt werden, so wählt man 
zwei beliebige Punkte in g und bestimmt die zugehörigen Polarebenen. Die 
Durchschnittslinie dieser beiden Ebenen ist dann die verlangte Polare. Oder 
man legt durch g zwei beliebige Ebenen, bestimmt die Pole der letzteren und 
verbindet dieaelbeti durch eine Gerade. Wenn sich durch g berOhrende Ebenen 
an die Fläche zweiter Ordnung legen lassen, so erhält man die Polare auch 
indem man durch g die zwei berührenden Ebenen an die Fläche legt nnd die 
sich ergebenden Bcrilhrutigspnnkte durch eine Gerade verbindet. Sebneidet g 
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die Fläche, so ist die DarchscliDittslinie jener zwei Ebenen, welche die Fläche 
in den Schnittpunkten von g berühren, die Resnchte Polare. 

Man überzeugt sich leicht, dass von zwei Geraden, deren eine die Polare 
der anderen in Bezug auf eine Kegelfläche zweiter Ordnung ist, immer 
eine durch den Mitteipunkt der Fiäche geben muss. Ist a irgend eine durch den 
Mittelpunkt der Kegelfläche gehende Gerade, so gibt es unendlich viele Polare 
von a, welche alle in der Polarebene der Geraden a liegen. 

Legt man durch eine von zwei Polaren g und . 9 ,, etwa durch g, irgend 
eine Ebene, welche die Fläche zweiter Ordnung in einer Cnrve K und g, im 
Punkte P schneidet, so ist P der Pol von g in Bezug auf K. Dies wird klar, 
wenn man sich erinnert, dass Poi und Pularebene jede durch ersteren gehende 
Sehne der Fläche zweiter Ordnung harmonisch theiien. Die Polarebene des 
Punktes P geht nämlich nach Satz 20 durch g, also hat g eine solche Lage, 
dass jede durch P gehende Sehne der Curve K vou P und g harmonisch 
getheilt wird, woraus folgt, dass P der Pol von g sein muss (Satz 2B, 
2. Abschnitt). 

Mit Benützung der vorhergehenden Sätze dieses Kapitels ^It es nun 
nicht schwer auch die folgenden nachznwciseu : 

21. Bewegt sich eine Geht eine bewegliche 

Gerade g in einer Ebene zr. Gerade g beständig durch 

so geht die Polare von^r denselbonPunktP, so bewegt 
beständig durch den Pol sich die Polare vou 9 in der 
vou /t. Polarebene von P. 

Auch der folgende Satz lässt sich nun leicht begründen ; 

22. Die Pularen alier Strahlen eines StrahlenbOschcls 
bilden gleichfalls einen StrablenbOschel. 

Der Beweis hiefür kann wie folgt gegeben wjerden. Heisst M der Mittel- 
punkt eines beliebigen Strahlenbflschels S und g irgend ein Strabi desselben, 
so erhält man die Polare von g , indem man die Polarebeiie g von M und jene 
irgend eines zweiten Punktes der Geraden g bestimmt, der DurcbschniU dieser 
beiden Polurebenen ist die gewünschte Polare. Wird nun für irgend einen 
anderen Strahl des Büschels S die Polare in derselben Weise bestimmt, so 
ergibt sich diese Polare als Durchschnitt von g mit irgend einer zweiten Ebene ; 
sie liegt also jedenfalls in g, woraus geschlossen werden kann, dass die Polaren 
aller Strahlen des Büschels 5 in ^ liegen und gleichfalls einen Strahlenbüschcl 
bilden , nachdem sie alle durch . den Pol des Trägers von S gehen müssen 
(Satz 21). 

Auch die Sätze 21 und 22 sind zu modificiren, wenn man sie auf Kegei- 
oder Cilinderflächen anwenden will. 

Ist P irgend ein Punkt und n seine Polarebcne, so sagt man, dass P und 
irgend ein beliebiger Punkt P von n conjngirte Punkte in Bezug auf 
die Fläche zweiter Ordnung sind. Ebenso nennt man n und irgend eine durch 
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P gehende Ebene n'conjngirte Ebenen. Nachdem die Polarebene von P" 
durch P gebt nnd der Pol von n' in n gelegen sein muss (Satz 19), so kann 
man auch sagen ; 

Zwei conjugirte Punkte in Zwei conjngirte Ebenen 

Bezug auf eine Fläche zweiter in Bezug anf eine Fläche 
Ordnung sind solche, deren zweiter Ordnung sind solche, 
jeder in der Polarebene dos deren jede durch den Pol der 
anderen liegt. anderen geht. 

Die nachstehenden Definitionen bedürfen nun wohl keiner weitem 
Erklärung mehr : 

Ein Pnnkt P und eine Ge- Eine Ebene ft nnd eine 

radc ff heissen einander con- Gerade ff heissen einander 

jugirt, wenn Fanf der Polaren conjngirt, wenn ft durch die 

von 17 li egt, also die Polarebene Polare von ff geht, also der 

von P durch g geht (Satz 20). Pol von n in g liegt (Satz 20.) 

Ist ff eine beliebige Gerade, ff^ ihre Polare in Bezug auf eine Fläche, 
zweiter Ordnung nnd be>.eichnet a irgend eine Gerade, welche g^ in einem 
Punkte schneidet, den wir durch P bezeichnen wollen, so nennt man g und a 
conjugirte Gerade. Die Polare a' von o schneidet </, denn a’ ergibt sich, 
wenn man zu P nnd irgend einen zweiten Punkt der Geraden a die Polarebene 
sucht und den Durchschnitt dieser Ebenen bestimmt. Nachdem nun die Polar- 
ebene n von P durch g gehen muss, so liegen a' nnd g in derselben Ebene n 
nnd schneiden sich daher. Man kann also sagen : 

Zwei Gerade heissen conjngirt, wenn jede derselben 
die Polare der anderen schneidet. 

Für Kegel- und Cilinderflächen geben wir folgende Definition : 

Zwei durch den Mittelpunkt einerKegel- oder Cilinder- 
ilächc gehende Gerade heissen einander conjngirt, wenn 
jede in der Polar ebene der anderen liegt. 

Ist P irgend ein Punkt, ti seine Polarebene nnd ein beliebiger Pnnkt 
der letzteren, so sind, wie bereits erklärt, P und 1* conjngirte Pnnkte in Bezng 
anf die Fläche zweiter Ordnung F. Legt man durch die Verbindungslinie der 
Punkte /', F irgend eine Ebene «, welche F in einer Cnrve K schneidet, so 
müssen /’ und P', auch in Bezug auf K einander conjugirt sein. Denn die 
Durchschnittslinie der Ebenen a und n ist, wie sich mit Hilfe des Satzes 17, 
4. Abschnitt, leicht nachweisen lässt, die Polare des Punktes P in Bezng auf 
K nnd nachdem P' anf dieser Polaren liegt, so erscheint unsere Behauptung 
gerechtfertigt. — Heissen P und F irgend zwei Punkte, welche einander in 
Bezng auf irgend eine ebene Schnittenrve K einer Fläche zweiter Ordnung F 
conjugirt sind, so mflsscn P nnd F anch in Bezng anf die Fläche F einander 
conjngirt sein. Denn F liegt anf der Polaren von P in Bezng anf K nnd diese 
Polare gehört der Polarebene des Punktes /' an. 
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Wir können somit sagen : 

23. Sind zwei Punkte V und E einander in Bezug auf 
eine Fläche zweiter Ordnung cunjugirt, so sind sie es auch in 
Bezug auf jede Curve, in welcher eine beliebige durch PE 
gehende Khenc die Fläche schneidet. Und sind zwei Punkte/' 
und /''einander in Bezug auf irgend eine ebene Schnittenrve 
einer Flache zweiter Ordnung conjugirt, so sind sie es auch 
in Bezug auf diese Fläche. 

Ist P irgend ein Punkt einer Geraden g und heisst die Polare von g, so 
sind /' und irgend ein heliehiger Punkt von g^ conjugirte Punkte, nacbdciu die 
Polarebcne von /' dem Satze 20 zufolge durch g^ gebt. Fs gilt somit der Satz; 

24. Je zwei Punkte, vou denen einer auf irgend einer 
Geraden g und der zweite auf der Polaren von g liegt, sind 
einander cunjugirt. 

Legt man durch eine von zwei Polaren g und , etwa durch g, irgend eine 
Ebene a, welche g^ in V schneidet, und zieht durch P eine beliebige Gerade a 
in o, so sind a und g conjugirte Gerade in Bezug auf die Fläche zweiter Ord- 
nung; sie sind es aber auch in Bezug auf die Curve K, in welcher o diese Fläche 
schneidet, nachdem, wie oben bereits erklärt wurde, F der Pol der Geraden ^in 
Bezog auf K ist und u durch P geht. — Heissen a und g irgend zwei in der- 
selben Ebene u gelegene Gerade, welche einander in Bezug auf die Sebnittcurve 
von tt mit der Fläche zweiter Ordnung conjugirt sind , so mQssen sie es auch in 
Bezug auf diese Fläche sein ; denn die Polarebene des in a gelegenen Poles P 
von g geht, wie leicht einznsehen durch jr, also muss die Polare von g durch P 
gehen (Satz 20) und folglich u schneiden. 

Es gilt somit der Satz ; 

25. Sind zwei in derselben Ebene u gelegene Gerade ein- 
ander in Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung conjugirt, so 
sind sie es auch in Bezug auf die Schnittcurve der Ebene amit 
der Fläche; und sind umgekehrt zwei io derselben Ebene a 
gelegene Gerade einander in Bezug auf die Schnittcurve von 
a mit der Fläche zweiter Ordnung conjugirt, so sind sie es 
auch in Bezog auf diese Fläche. 

Wir wollen nun zeigen, dass wenn man zu allen Punkten und Geraden 
eines ebenen Systemes 2 die Polarebenen, beziehungsweise die Polaren bestimmt, 
alle diese Ebenen und Polaren einen StrahicnbQudcl s bilden, welcher mit 2 
reciprok verwandt ist. Dabei schliessen wir jene Flächen zweiter Ordnung, welche 
zur Gattung der Kegelflächcn gehören, ans. 

Der Träger von 2 heisse n und den Pol von n nennen wir P. A sei 
irgend ein Punkt des Systemes 2 und g eine beliebige durch A gehende Gerade 
in 2. Diesen Voraussetzungen zufolge geht die Polarebene o von A, durch P 
(Satz 19, 4. Abschnitt) und die Polare g^ von g muss in der Ebene o liegen 
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and dnrch P hindnrchgehcD (Satz 21, 4. Abschnitt). .4 and g sind non zwei 
beliebige Elemente des Systemes 2, daher gehen die Polarebenen aller Punkte, 
sowie auch die Polaren aller Geraden von 2 durch den Punkt P und bilden also 
einen StrahleiibQndel s mit dem Mittelpunkte P. Dass dieser BUndel mit dem 
Systeme 2 reciprok verwandt ist, wenn man jedem Punkte in 2 seine Polar- 
ebene und jeder Geraden in 2' ihre Polare als entsprechendes Element znweist 
geht daraus hervor, dass je zwei ungleichartigen Elementen A und ^ in 2, wo- 
von 4 in ^ liegt, zwei ungleichartige Elemente o und g^ in s entsprechen, von 
denen o durch g^ geht (Siche Kapitel e, 3. Abschnitt). 

Der. Träger n des ebenen Systemes 2 schneidet den Strahlenbflndel s in 
einem ebenen Systeme 2, , welches mit 2 ein ebenes Polar system bildet, 
also gegen 2 involutori sch liegt, woraus folgt, dass auch 2 und s 
involutorisch liegen. Um dies nachzuweisen haben wir nur zu zeigen, 
dass jedem Punkte der Ebene /r, welche den gemeinschaftlichen Träger von 2 
und 2, bildet, ein und dieselbe Gerade in n entspricht, ob man diesen Punkt als 
Element von 2 oder 2, betrachtet. Dem beliebig gewühlten Punkte 4 in 2 
entspricht die Dnrcbsrhiiittslinic a der Ebenen a und n. Betrachtet man 4 als 
Element von 2,, nämlich als Durchschnitt des Strahles P4 mit n, so entspricht 
dem Punkte 4 die Polare der Geraden P4. Diese Polare fällt aber mit a 
zusammen ; denn die Polarebene von P ist n nnd die Polarebene von 4 ist a, 
daher entspricht dem beliebig gewählten Punkte 4, ob man ihn als Element von 
2 oder 2, ansieht, die Gerade a, wie oben behauptet wurde, nnd 2 und 2, 
müssen involutorisch gelegen sein. Aus dieser Untersuchung ergibt sich nun 
der Satz : 

26. Ist 2 irgend ein ebenes System undPderPol seines 
Trägers, so bilden die Polarebenen der Punkte und die Po- 
laren der Geraden von 2 einen mit 2 reciprok verwandten 
Strahle nbUndel, dessen Mittelpunkt sich in Pbefindet, und 
welcher gegen 2 involutorisch liegt. 

Dieser Satz gilt auch für Kegel- und Cilindcrflächen zweiter Ordnung, 
wenn man unter P den Mittelpunkt der Fläche versteht und der Träger von 2 
nicht durch diesen Mittelpunkt hindurchgeht. 

Der Punkt 4 und die Gerade a sind einander conjngirt, nachdem 4 in 
der Polaren PA von a gelegen ist. Entsprechende Elemente von 2 und 2, 
werden also durch irgend einen Punkt 4 der Ebene n und die in n betindliche, 
dem Punkte 4 conjngirte Gerade a gebildet. Schneidet n die Fläche zweiter 
Ordnung, so ist die Scbnittcurve zugleich die Direct rix des ans den Systemen 
2 nnd 2, bestehenden Polarsystemes, denn jedem Punkte dieser Scbnittcurve 
ist, wie leicht einzuseben, eine durch ihn gehende Gerade der Ebene n conjugirt. 
Demnach gilt der Satz : 

27. J edoEbeneistderTräger eines ebenen Polarsystemes, 
in welchem je zwei entsprechende Elemente durch einen 
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Pnnkt and die demselben in Bezug auf eine Fläche zweiter 
Ordnung conjngirte Gerade gebildet werden. Die Scbnitt- 
curve der Ebene und der Fläche zweiter Ordnung ist zu- 
gleich die Directrix dieses Polarsy stemes. 

Der StrahlenbOndel s , welcher ein Schein des ebenen Systemes 2', ist, 
und jener gegen s concentrisch liegende Strahlenbandel s, , der einen Schein des 
Systemes 2 bildet, sind reciprok verwandt und liegen involutorisch ; sie bilden 
also ein l’olarsystem im Stratilenbttndcl. Entsprechende Elemente derselben 
sind Je ein Strahl des einen Bündels und die ihm conjugirte Ebene des anderen. 
Diese Ebene ist vollkommen bestimmt, nachdem sie durch die Polare des 
Strahles und durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt P der beiden Bündel 
gehen muss. — Wir können nun folgenden Satz anfstellen, welcher dem un- 
mittelbar vorhergehenden analog ist : 

28. Jeder Pnnkt ist der Mittelpunkt eines Polarsystemes 
im StrahlenbOndel, in welchem je zwei entsprechende 
Elemente durch eine Gerade und die ihr in Bezug auf eine 
Fläche zweiter Ordnung conjugirte Ebene gebildet werden. 
DicOrdnnngsfläche dieses Polarsystemes ist eine dieFläcbe 
zweiter Ordnung umhollende K egelfläche. 

Die Sätze 27 und 28 gelten auch für Kegel- und Cilinderflächen, wenn 
man in dem ersteren statt „jede Ebene“ jede nicht durch den Mittelpunkt 
gehende Ebene , und in dem letzteren statt Jeder Pnnkt“ der Mittelpunkt 
einer Kegel- oder Cilinderfläche setzt. 

Ans den Sätzen 47 und 55 des 3. Abschnittes und dem obigen Satze 26 
ergeben sich unmittelbar die folgenden ; 

29. Jede Pnnktreibe ist mit jenem EbenenbOschel projec- 
tiviseb, welcher von den Polarebenen der Punkte dieser Reibe 
gebildet wird. Reihe und Büschel liegen involutorisch. 

30. Jeder Strablenbüscbel und der ans den Polaren der 
Elemente desselben gebildete Strablenbüscbel sind projec- 
tiviscb verwandt (Satz 22, 4. Abschnitt). 

Ans den obigen Sätzen 27 , 28 und dem Satze 56 des dritten Ab- 
schnittes folgt : 

31. Alle Paare von Punkten, Alle Paare von Ebenen, wel- 

welcbe auf ein und derselben che durch ein und dieselbe Ge- 
Geraden liegen und einander rade ge h en und einander in Be- 
in Bezug auf eine Fläche zog auf eineFIäche zweiter 
zweiter Ordnung conjngirt Ordnung conjngirt sind, bilden 
sind, bilden eine involutorische einen involntorischen Ebenen- 
Punktreihe. Die Doppelpunkte büschel. Die Doppelebenen 
dieser Reihe liegen auf der dieses Büschels berühren die 
Fläche zweiter Ordnung. Fläche zweiter Ordnung. 

20 * 


Digitized by Google 



Vierter Ahnchnitt. 


32. Alle Paare von Geraden, welche einander in BeznK 
anf eine Fläche zweiter Ordnung conjngirt sind, and ein und 
demselben Strahlenböschel angehören, bilden einen involn- 
tnrischen StrahlenbUscbel. Die Doppelstrahlen d ieses BOschels 
berühren die Fläche zweiter Ordnung. 

•Man Uberzengt sich leicht, dass die Sätze 20 bis 32 im allgemeinen auch 
für Kegel- and Cilimlerfläcben Geltnng haben. 

A sei irgend ein Punkt und a seine Polarebene in Bezug auf eine Fläche 
zweiter Ordnung, welche nicht zur Gattung der Kegelfiächen gehört. Durch A 
legen wir irgend eine Ebene ß, bestimmen deren in a gelegenen Pol B und 
legen endlich durch die Gerade AB irgend eine dritte Ebene y. Der Pol C von 
y muss dann in der Durchschnittslinie der Ebenen o und ß gelegen sein, denn 
y geht durch A und B, also liegt der Pol von y zugleich in den Polarebenen 
von A und B. Der Pol D der Ebene S, w elche durch yl, B und C gehl, ist wie 
leicht einzusehen, der Schnittpunkt der drei Ebenen a, ß und y. Die Punkte 
ABCD bilden nun im allgemeinen ein Tetraeder, in welchem jeder Eckpunkt 
der Pol der ihm gegenüberliegenden Seite (Ebene) und jede Kante die Polare 
derjenigen Kante ist, welche von ihr nicht geschnitten wird. So z. B. ist CD 
die Polare der Kante A W, nachdem CJ) den Durchschnitt der Polarebenen von 
A und B bildet. Ein derartiges Tetraeder wird ein Polartetraeder genannt. 
Die drei Kanten und Ebenen, welche in irgend einem Eckpunkte eines Polar- 
tetraeders Zusammentreffen, bilden ein sogenanntes Polardreikant. Ein 
derartiges Dreikant hat die Eigenschaft , dass jede Kante desselben der 
ihr gegenüberliegenden Seite in Bezug auf die Fläche zweiter Ordnung 
conjugirt ist. 

Aus der eben erklärten Constrnction eines Polartetraeders folgt , dass 
jeder Punkt (A) als ein Eckpunkt unendlich vieler Polartetraeder, also auch 
unendlich vieler Polardreikante betrachtet werden kann. 

Zunächst beweisen wir folgenden wichtigen Satz: 

33. Ist Nirgend eine Fläche zweiter Ordnung, welche 
nicht zur Gattung der Kegelfläcben gehört, und P ein beliebiger 
Punkt des Raumes, so gibt es entweder nur ein Polardreikant 
in Bezug auf F’mit dem Eckpunkte dessen drei Kanten anf 
einander senkrecht stehen, oder es sind unendlich viele 
solche Polardreikante vorhanden. 

Versteht man unter P den Mittelpunkt der Fläche zweiter Ordnung so 
gilt dieser Satz auch für Kegelfiächen. 

Nach Satz 2S, 4. Abschnitt, ist P der Mittelpunkt eines Polarsystemes im 
StrahlcnbOndel, in welchem je zwei entsprechende Elemente durch eine Gerade 
und die ihr in Bezug auf F conjugirte Ebene gebildet werden. Dieses Polar- 
system kann man sich durch die Vereinigung zweier reciproker Strahlenbündel 
s und s, entstanden denken, in welchem je zwei entsprechende Elemente — - 
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Strahl und Ebene — einander in Sezut; auf F eoiijugirl bind. Nun neliinen »ir 
an, durch den funkt P sei auf Jeden Strahl des liUndcls s eine stMikreebte Ebene 
gelegt worden. Alle die.se Ebenen bilden einen mit s reeiprok verwandten 
StrahlenbUudel s, , wenn man je einen Strahl von s und die auf ihm senkreelit 
stehende Ebene als entsprechende Elemente von s und betrachtet. Denn ist 
a irgend eine Ebene von s und a ein in a gelegener Strahl , so entspricht dem 
Strahle a eine Ebene in s,, welche durch den der Ebene a entsprechenden Strahl 
von Sf bindurebgeht (Siebe Kapitel e, 3. Abschnitt). 

Nachdem nun s sowohl mit s^, als auch mit s, reciprok verwandt ist, so 
müssen s, und s, collinear verwandt sein (Satz 45, 3, Abschnitt). 
Schneidet man daher s, und s, durch eine beliebige Ebene, so ergeben sich als 
Schnitte zwei colhneare ebene Systeme -j und Nach Satz lU, 3. Abschnitt, 
buhen diese beiden Systeme im allgemeinen die Eckpunkte und Seiten eines 
Dreieckes entsprechend gemein, von weichem zwei Eckpunkte und die ihnen 
gegenüberliegenden Seiten imaginär sein können , oder die beiden Systeme sind 
identisch. Im ersteren Falte haben Sj und s, die Kanten und Seiten eines Drci- 
kantes, von welchem zwei Kanten und zwei Seiten imaginär sein können ent- 
sprechend gemein, im zweiten Falle coincidiren alle entsprechenden Elemente 
von s, und s,. flieraus kann man scbliesseu, dass wenn in den beiden rcciproken 
StrablenbOndelu s und s, nicht alle entsprechenden Elemente auf einander senk- 
recht stehen doch mindestens zwei (reelle) entsprechende Elemente eine senk- 
rechte Lage gegen einander haben. Diese Elemente wollen wir a und a neunen. 

Alle in a gelegenen durch P gehenden Paare conjugirter Geraden bilden 
einen involutorischen StrahlenhUschel (Satz 32, 4. Abschnitt), ln diesem Düschcl 
gibt es immer zwei auf einander senkrecht stehende, sich entsprechende Strahlen 
6 und c. Der Strahl a ist jeder der beiden Geraden 6 und c conjugirt, nachdem 
letztere in der Ebene a liegen, welche dem Strahle a conjugirt ist. Nachdem nun 
a und c der Geraden ö copjugirt sind , so muss die durch u und c bestimmte 
Ebene dem Strahle b conjugirt sein ; auch ist leicht einznsehen, dass c der 
Ebene der Geraden a und b conjugirt ist. Die drei sich in P schneidenden 
Geraden a , b und c bilden demnach die Kanten eines Polardrcikantcs. Jede 
Kante dieses Dreikantes steht auf der ihr gegenüberliegenden Seite senkrecht. 

Ein derartiges Polardreikant wird eih rechtwinkliges genannt. Für 
jeden beliebigen Punkt P gibt es ein rechtwinkliges Polardreikant. In dem 
spcciellen Falle aber, wenn die collinearen Stralilenbündel s, und s, identisch 
sind, gibt cs nnendlicb viele solche Dreikante mit dem Eckpunkte P. — Damit 
erscheint nnn obiger Satz gerechtfertigt — 

34. Sind F und Fj irgend Sind F und F, irgend zwei 

zwei Flächen zweiter Ordnung Flächen zweiter Ordnung und 
und constrnirt man zu allen construirt man zu allen Punk- 
berührenden Ebenen von F, ten von F, die Polarebenen 

die Pole in Bezug auf F, so in Bezug auf F, so berühren 
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liegen alle diese Pole auf ein alle diese Ebenen eine und 

und derselben Fläche zweiter dieselbe Flächen zweiter Ord- 
Ordnung. ii n ii g. 

Um den Satz links nacb/.uweisen denken wir uns die Fläche F^ als 
tili Erzeugniss zweier reciproker ebener Systeme — und . Die Pule der 
Träger von 2’ und 2", nennen wir P und 7',. Bestimmt man zu allen Punkten 
von 2 und 2, die Polarebenen und zu allen Oeraden dieser beiden Systeme die 
Polaren, so eihält mau nach Satz 2(i, 4. Abschnitt, zwei StrahleubUndel s und s, 
mit den Mittelpunkten P und Pj. Diese Bändel sind reciprok verwandt, nach- 
dem auch 2 und 2, reciprok sein müssen, wenn sie P, erzeugen sollen, daher 
erzeugen s und s, eine Fläche zweiter Ordnung 7’,. Entsprechende Elemente 
von 8 und 8, sind je eine Gerade a von s und eine Ebene a, von s',, wenn a die 
Polare der Geraden a in 2 und «j die Polarebcno des Punktes A, in 2j ist 
und wenn der Geraden o' in 2 der Punkt A, in 2, entspricht. Die Ebene, 
welche durch a und geht, ist eine berührende Ebene der durch 2 und 2', 
erzeugten Fläche und der Pol dieser Ebene in Bezug auf F ist der Durch- 
schnittspunkt von a und a,, also ein Punkt der durch $ und 8, erzeugten Fläche 
Fj. Demnach liegt der Pol jeder berührenden Ebene von F, auf der Fläche 
Fj, wie oben behauptet wurde. 

Auf ganz analoge Weise lässt sich der Satz rechts nachweisen. 


d) DIametraUEbenen , Durchmesser und Axen der Flüchen zweiter Ordnung. 

Ist P irgend ein unendlich ferner Punkt und n seine Polarebene in Bezug 
auf eine Fläche zweiter Ordnung F, so gebt n durch den lialbimngspnnkt 
einer jeden Sehne von F, welche gegen P convergirt, nachdem Pol und Polar- 
ebene jede durch ersteren gehende Sehne harmonisch' tbeilen (Satz 17, 4. Ab- 
schnitt und Satz 33, 1. Abschnitt). Die sämmtlicben gegen P convergirenden 
Sehnen sind einander parallel und ihre Richtung kann, da P als ein beliebiger 
unendlich ferner Punkt angenommen wurde, auch als eine beliebige betrachtet 
werden ; daher gilt der Satz : 

35. Die Halbirungspnn kte aller Sehnen einer Fläche 
zweiter Ordnung, welche in irgend einer Richtung parallel 
zu einander gezogen werden können, liegenauf einnndder- 
selben Ebene. Jede solche Ebene wird eine Diametral-Ebene 
genannt. 

Eine Diametral-Ebene ist somit die Polarebene eines unendlich fernen 
Punktes und balbirt sämmtlicbe Sehnen, welche gegen diesen Punkt gerichtet, 
also der Ebene conjngirt sind. 

Die Curve , io welcher eine Fläche zweiter Ordnung von irgend einer 
ihrer Diametral - Ebenen geschnitten wird, nennt man einen Diametral- 
schnitt. 
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Die Pularebeue ciues beliebigen, aussei halb einer Flache zweiter Oi'iinung 
F gelegenen Punktes P wird bekanntlich auch erhalten, indem man jene Kcgel- 
flächc coustruirt, deren Mittelpunkt P ist und die FIftche F umhulli ; die Fibeue 
der Berührungseurve beider Flächen ist dann die Polarebcne von P (Satz 18, 
4. Abschnitt). Liegt nun Pin unendlicher Entfernung, so geht die berührende 
Kegclfläcbc in eine Cilinderiläche über. Man kann also scblicsscn : 

36. Säinmtlichc Ebenen, welche in den Punkten eines 
Dianictralscbnittcs einer Flache zweiterOrdnuug berührend 
an die Fläche gelegt werden 'können, umhüllen eine Cilin- 
dcrflächc, deren gerade FIrzeugende z u j eu e n Sc li n c n p a r a 1- 
lel sind, die von der Flbeiie des 1) i a m c tr al s c li n i 1 1 e s halbirt 
werden. — Die Ebene jener C u r v e, in welcher eine F" 1 ä c h e 
zweiter Urdnung von einer C i 1 i n d o rfl äc h e berührt wird, ist 
eine den geraden FIrzeugenden dieser Oilinderflächc con 
jugirtc Diametral - Fl bene. 

Nimmt man ausser P noch zwei andere unendlich ferne Punkte an, deren 
Verbindungslinie nicht durch /-geht, und coustruirt ilie Polarebene eines jeden 
derselben, so ergibt sich als Schniltjiuiikt dieser drei Polarcbeiien der Pol M 
der Ebene p, in welcher die drei unendlich fernen Punkte liegen (Satz l'J, 
4 Abschnitt). Letztere Ebene ist nun die unendlich ferne Ebene des Raumes, 
nachdem alle ihre Punkte unendlich ferne liegen müssen, wovon man sich leicht 
überzeugt, wenn man berücksichtigt, dass jede Gerade , welche zwei unendlich 
ferne Punkte enthält , ganz in unendlicher Entfernung liegt. Die Po.'arcbcnen 
sammtlicher Punkte der Ebene p sind demnach Diametral-Ebenen. Sic gehen 
alle durch den Punkt M und dieser Punkt wird der Mittelpunkt der F'läche 
zweiter Ordnung genannt Unter dem Mittelpunkte einer Fläche zweiter Ordnung 
versteht man also den Pol der unendlich fernen Ebene, oder was 
dasselbe ist , jenen Punkt, durch welchen sämmtlicbe Diametral-Ebenen der 
Fläche gehen. 

Die Bezeichnung Mittelpunkt findet ihre Rechtfertigung in dem Umstande, 
dass dieser Punkt jede durch ihn gebende Sehne der F'läche halbirt, wie aus 
dem Satze 17, 4. Abschnitt, leicht gefolgert werden kann. Jede durch den Mittel- 
punkt gehende Sehne der F'läche wird ein Durchmesser der letzteren genannt. 
Nachdem jeder Durchmesser vom Mittelpunkte halbirt wird, so ist leicht einzu- 
schen, dass der Mittelpunkt einer Fläche zweiter Ordnung auch der Mittelpunkt 
eines jeden Kegelschnittes sein muss, in welchem irgend eine Diametral-Ebene 
die Fläche zweiter Ordnung schneidet. 

Dass je zwei Durchmesser, welche einander in Bezug auf eine F'läche 
zweiter Ordnung conjugirt sind, cs auch in Bezug auf die Diametral-Ebene sein 
müssen, welche durch dieselben bestimmt wird, folgt unmittelbar aus dem Satze 
25, 4. Abschnitt. 
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Unter der Läu^e eines liu rclinicssers einer Fliiche zweiter 
Ordnung, welcher die Fläche schneidet, versteht man den Abstand dieser Dureb- 
schnittspunktc von einander. 

Das elliptische und hyperbolische Paraholoid werden von der unendlich 
fernen Fbenc berührt. Der Pol der letzteren, also der Mittelpunkt der Fläche, 
ist daher der Berührungspunkt dieser Ebene. Daraus folgt, dass der Mittel- 
punkt eines elliptischen oder hy])erbolischeii Paraboi oides 
unendlich ferne liegt, sowie dass sänimtliche Durchmesser 
einer solchen Fläche zu einander parallel laufen. 

Ein Durchmesser nnd eine Diametral-Ebene sind einander conjugirt — 
d. h. der Durchmesser geht durch den Pol der Diametral-Ebene — wenn ersierer 
parallel zu jenen Sehnen ist, die von der letzteren halbirt werden. 

Die Polare eines Durchmessers ist die Durchschnittslinic der 
Polarcbcne des Mittelpunktes und der Polarebene des unendlich fernen Punktes 
dieses Durchmessers, also die unendlich ferne Gerade der dem 
Durchmesser coujugirten Diametral-Ebene. 

Legt man durch die unendlich ferne Polare a, irgend eines Durchmessers 
a ciue beliebige Ebene, welche die Fläche zweiter Ordnung in einer Curvc K 
und a im Punkte M schneidet, so ist wie oben erklärt wurde, 31 der Pol von u, 
in Bezug auf K ^siche die Erklärungen zu Satz 21, -1. Abschnitt). Kacbdem 
aber zi, unendlich ferne liegt, so muss 31 der Mittelpunkt der Curve K sein. 
Hieraus folgt; 

37. Ist a irgend ein Durchmesser und a die ihm conju- 
girte Di am e t r al - E he n e einer Fläche zweiter Ordnnng, so 
liegt der Mittelpunkt einer jeden Curvc, in welcher irgend 

eine zu o parallele Ebene die Fläche zweiter Ordnung 

schneidet, auf dem Durchmesser a. Sc li neidet o die Fläche, 
BO sind die Ebenen, welche in diesen Schnittpunkten berüh- 
rend an die Fläche gelegt werden k ü n n c n , parallel zu a. 

Zu irgend einer Diametral-Ebene it h.aiin man daher den coujugirten 

Durchmesser bestimmen, indem man zu a eine parallele Ebene legt, welche die 
Fläche zweiter Ordnung in einer Curvc K schneidet, und den Mittelpunkt der 
Fläche mit jenem der Curvc K verbindet. 

Ist n irgend eine Ebene, welche die Fläche zweiter Ordnung F in einer 
Curve K schneidet, deren Mittelpunkt 31 heissen mag, so muss der durch 31 
gehende Durchmesser d von F der Ebene ri conjugirt sein. Denn ist o die zu n 
parallele Diametral-Ebene, so erhält man, wie eben erklärt wurde, den der 
Ebene a conjugirteu Durchmesser, indem man F durch eine zu n parallele Ebene 
71 schneidet und den Mittelpunkt 31 der so erhaltenen Schniitcurvc K mit dem 
Mittelpunkte der Fläche verbindet. Dieser Durchmesser ist identisch mit d, 
woraus folgt, dass d der Ebene a, also auch der Ebene zr conjogirl ist, naebdem 
« und 71 sieh iu der unendlich ferne liegenden Polaren des Durchmessers •/ 
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Bcbueideu. — Ist ti, irgend eine zu n parallele Ebene, welche F in einer Cnrve 
A'j schneidet, so liegt dem Satze 37 zufolge, auch der Mittelpunkt von auf 
dem Durchuiesscr (f , woraus man schliessen kann, dass die Mittelpunkte aller 
durch parallele Ebenen sich ergebenden Schnittcurven einer Fläche zweiter 
Ordnung auf ein und dcinsclben Durchmesser liegen, der allen diesen Ebenen 
conjugirt ist. 

Dass alle Curven , in welchen eine Fläche zweiter Ordnung von parallelen 
Ebenen geschnitten werden kann, unter einander ähnlich sind, lässt sich wie 
folgt zeigen : 

n und TTj seien irgend zwei parallele, die Fläche F beziebnugsweise in 
den Curven K und K^ schneidende Ebenen. Die Mittelpunkte von K und Ä, 
nennen wir M und 3/,, irgend zwei conjugirte Durchmesser von K seien o, b 
und die zu a und b parallelen Durchmesser von X, bezeichnen wir durch a, 
und hj. Dass die Gerade MM^ ein Durchmesser der Fläche F ist, also die 
durch a, a^ und b, 2i, bestimmten Ebenen Diametral-Ebenen sein müssen, wurde 
soeben erklärt. MM^ ist nun einer jeden Geraden conjugirt, welche in n liegt, 
oder dieser Ebene parallel läuft; denn n ist der Geraden MM^ conjugirt, sie 
enthält also die — in unendlicher Entfernung gelegene — Polare von 
und jede zu n parallele Gerade schneidet diese Polare. Demzufolge ist a sowohl 
der Geraden b , als aach der Geraden in Bezug auf die Fläche F con- 

jugirt. und b schneiden also die Polare von a und die Ebene, welche 

durch 3/3fj und b, oder was dasselbe ist , durch b und b^ bestimmt wird , ent- 
hält diese Polare, woraus man schliessen kann, dass die Ebene bb^ der Geraden 
a conjugirt ist. Die parallelen Geraden a und a, convergiren demnach gegen 
den nnendlich fernen Pol der Diametral-Ebene hb, . Dieser Pol ist zugleich der 
Pol der Geraden 6, in Bezug auf ifj, folglich sind Oj und h, conju- 
girte Durchmesser der zuletzt genannten Curve. 

Die conjugirten Durchmesser a , b wurden beliebig gewählt , es müssen 
daher je zwei beliebige conjugirte Durchmesser von K conjugirten Durchmessern 
von if, parallel sein, woraus folgt, dass K und K^ ähnlich sind. Denn man 
kann sich eine der beiden Curven parallel zu sieb selbst verschoben denken, bis 
sie in die Ebene der anderen gelaugt und es gelten dann für K und if, die 
Sätze 88 und 89 des 2. Abschnittes. 

Als Resultat unserer zuletzt angestellten Betrachtungen lässt sich nun 
folgender Salz aufstcllen: 

38. Schneidet man eine Fläche zweiter Ordnung durch 
parallele Ebenen, so sind alle sich ergebenden Sebnitt- 
curven einander ähnlich und die Mittelpunkte dieserCurven 
liegen alle auf jenem Durchmesser, der den schneidenden 
Ebcnenconjngirtist. 

Wird die Fläche zweiter Ordnung von einer Kegclfläcbe in der Cnrve K 
berührt, so muss der Durchmesser 3/3/, , weil er der Ebene der Curve K cou- 
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jiigirt i8l, durch den Pol dieser Ebene , nämlich durch den Mittelpunkt der 
Kegelfläche geben. Wir können also behaupten ; 

39. Wird eine Fläche zweiter Ordnung von einer Kegel* 
fläche, deren Mittelpunkt P heissen mag, in einer Ourve K 
berührt, so ist die Verbindungslinie des Punktes Pniitdem 
Mittelpunkte von K jener Durchmesser der Fläche zweiter 
Ordnung, welcher der Ebene von K conjugirt ist. 

Machdem eine Diametral-Ebene «, welche einem Durchmesser a conjugirt 
ist, durch die Polare von a geht, so ist a jedem in a gelegenen Durch- 
messer, sowie überhaupt jeder zu n parallelen Geraden conjugirt. Mau kann 
also sagen . 

40. Jeder Durchmesser einer Fläche zweiter Ordnung 
ist allen Geraden conjugirt, welche in der ihm conjugirten 
Diametral -Ebene liegen, oder zur letzteren parallel sind, 
also namentlich auch allen in dieser Ebene liegenden 
Durchmessern. 

Irgend zwei conjugirtc Durchmesser b und c der Diametral-Ebene a bilden 
mit a die Kanten eines Polardreikautes Denn 6 ist der durch a, c und c 
der durch a, b bestimmten Ebene conjugirt, nachdem 6 sowohl dem Durch- 
messer a, als auch dem Durchmesser c, und c den Durchmessern a und b con- 
jngirt ist. — Drei solche Durchmesser, von denen je zwei einander conjugirt 
sind, welche also die Kanten eines Polardreikautes bilden, nennt mau drei 
coujugirte Durchmesser und die drei durch solche Durchmesser 
bestimmten Ebenen, drei conjngirtc Diametral-Ebenen. Der fol- 
gende Satz ist nun leicht einzusehen : 

41. Drei conjngirte Durchmesser einer Fläche zweiter 
Ordnung haben eine derartige gegenseitige Lage, dass alle 
Sehnen, welche zu einem derselben parallel gezogen wer- 
den können, von der Ebene der beiden anderen Durch- 
messer halbirt w erden. 

Drei conjugirte Durchmesser , von denen jeder auf den beiden anderen 
senkrecht steht, welche also die Kanten eines rechtwinkligen Polar- 
dreikantes bilden, heisst man die Axen der Fläche zweiter Ord- 
nung. Jede durch zwei Axen bestimmte Ebene wird eine Hauptebene und 
die Curve, in welcher eine Hauptebene die Fläche schneidet, ein Haupt- 
schnitt genannt. Nach Satz 33, 4. Abschnitt, hat eine Fläche zweiter Ord- 
nung entweder nur drei Axen oder unendlich viele. Der letztere 
Fall ist als ein specieller aufznfassen. Bilden je drei conjngirtc Durchmesser 
ein rechtwinkliges Polardreikant, so ist nämlich die Fläche eine Kugel fläche. 
Denn je zwei conjugirtc Durchmesser ein und derselben beliebigen Diametral- 
Ebene stehen in diesem Falle auf einander senkrecht, woraus folgt, dass der 
Schnitt einer Jeden solchen Ebene mit der Fläche ein Kreis ist. 
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Jeder reelle Darubschnittspaokt einer Axc mit der Fläche zweiter Ord- 
nung, wird ein Scheitel der Fläche genannt. 

Jede Ebene, welche eine Fläche zweiter Ordnung in einem ihrer Scheitel 
berührt, steht senkrecht auf der durch diesen Scheitel gehenden Axc, nachdem 
jede berührende Ebene einer sulchen Fläche jenem Durchmesser conjugirt ist, 
der durch den Berührungspunkt geht (Satz 37). 

Stehen je zwei in einer llauptebene « bctindlichc conjugirte Durchmesser 
auf einander senkrecht, so ist der in a gelegene Hauptschnitt ein Kreis. Nach 
Satz 3H ist aber dann auch jeder Schnitt der Fläche zweiter Ordnung mit irgend 
einer zu a parallelen Ebene ein Kreis , dessen • Mittelpunkt auf jener Axe « 
liegt, die auf o senkrecht steht. Die Fläche zweiter Ordnung ist in diesem 
speciellen Falle eine Ru ta t io u sfläch e, welche man sich durch Drehung eines 
Kegelschnittes um seine Axc a entstanden denken kann. Rotationsflächen können 
sein : Das Ellipsoid, das einfache Und zweifache Hyperboloid , das elliptische 
Paraboloid, und die Kegcifläche zweiter Ordnung kurz solche Flächen zweiter 
Ordnung , welche mau nach Ellipsen schneiden kann, nicht aber das hyper- 
bolische Paraboloid, da diese Fläche keine elliptischen, also auch keine kreis- 
förmigen Schnitte zulässt. 

Aus dem Umstande, dass bei den Paraboloidcn der Mittelpunkt io der 
unendlich fernen Ebene liegt , kann man schliessen , dass diese Flächen nur 
eine Axe besitzen, welche nicht in unendlicher Entfernung gelegen ist. Diese 
Axe wird in der Regel als die einzige Axe derartiger Flächen betrachtet. 
Fuhrt man senkrecht auf die Richtung der Durchmesser eines Paraboloides 
einen ebenen Schnitt K und zieht durch den Mittelpunkt von K einen Durch- 
messer, so ist letzterer die Axe der Fläche. Diese Axe kann auch erhalten 
werden, indem man an die Fläche eine berührende Ebene legt, welche auf der 
Richtung der Durchmesser senkrecht steht , und durch den Berührungspunkt 
einen Durchmesser zieht. 

Jede Ebene, welche auf einer Axe einer Fläche zweiter Ordnung senk- 
recht steht, ist dieser Axe conjugirt. Die Axe eines Paraboloides muss daher 
allen Geraden einer Ebene conjugirt sein, welche auf der Axe senkrecht steht. 
Ist a irgend eine solche Ebene, welche das Paraboloid in einer Curvc K schneidet, 
so bilden alle Paare conjngirter Durchmesser von K einen involutorischen 
Strahlenbüschcl, dessen Mittelpunkt sich in der Axe a der Fläche befindet. Jene 
zwei Ebenen, welche durch die Normalstrahlen dieses Büschels und die Axe a 
bestimmt werden, sind wie leicht einznsehen, einander conjugirt und da sie auf 
einander senkrecht stehen, so müssen sie Uanptebenen des Para- 
boloides sein. 

Wenn das Paraboloid ein hyperbolisches Ist , so wird es von a in einer 
Hyperbel geschnitten, deren Axen in den beiden Hauptebenen der Fläche liegen. 
Schneidet man letztere durch beliebig viele zu o parallele Ebenen, so erhält 


Digitized by Googl 



Vierter Ahnchnitl. Ihnmetrnl- Ebenen, 


3n; 

mail eine Reibe von ubulicben Hyperbeln als Sebnitte, deren Axen alle zu ein- 
ander |iarallel sind, woraus folgt, dass auch die Asymptoten von je zwei dieser 
Hyperbeln einander parallel sein müssen, üureb die Asymptoten aller der in 
Rede stehenden Curven lassen sieb daher zwei durch die Axe des I'araboloides 
gehende Ebenen legen. Diese Ebenen müssen Richtebenen sein, nachdem sie die 
Fläche erst in nncndlicher Entfernung berühren. — Hieraus folgt : 

42. Die zwei Hauptebeneu eines hyperbolischen l’ara- 
boloides balbircn jene Flächenwinkel, welche vou den zwei 
durch die Axe der Fläche gehenden Richtebenen gebildet 
werden. 

Geht die Ebene a durch den Scheitel des hyperbolischen Paraboloides, so 
hcrtthri sie d>e Fläche, weil sie der Axe coujugirt ist. Daher schneidet a die 
Fläche in diesem Falle in zwei geraden Erzeugenden (Satz 4, 4. Abschnitt). 
Diese zwei Erzeugenden stehen senkrecht auf der Axe des Paraboloides und 
schlicssen mit den Hauptebenen gleiche Winkel ein , nachdem sie in den zwei 
dnreh die Axe gehenden Richtebenen liegen müssen. Es sind dies die einzigen 
geraden Erzeugenden, welcbc auf der Axe senkrecht stehen, denn gäbe es noch 
eine solche Erzeugende, so müsste sie parallel zu jener durch den Scheitel 
gehenden Erzeugenden sein , die mit ihr zu derselben Schaar gehört , was dem 
Satze 10 dieses Abschnittes widersprechen würde. Es gilt somit der Satz: 

43. Die zwei durch den Scheitel eines hyperbolischen 
Paraboloides gehenden geraden Erzeugenden sind die ein- 
zigen, welche auf der Richtung der Axe senkrecht stehen. 
Sic schliesscn mit den Hauptebenen gleiche Winkel ein. 

Ein einfaches oder zweifaches Hyperboloid wird von der unendlich fernen 
Ebene in einer Curve zweiter Ordnung geschnitten. Legt man in sämmtlicheii 
Punkten dieser Curve berührende Ebenen an die P'lächc , so umhüllen die so 
erhaltenen Ebenen eine Kegelfläcbe zweiter Ordnung, deren Mittelpunkt nach 
Salz 18, 4. Abschnitt, der Pol der unendlich fernen Ebene, also der Mittelpunkt 
der Flache zweiter Ordnung ist. Diese Kegelfläcbe , deren Berührnugscurvc in 
der unendlich fernen Ebene liegt und deren Mittelpunkt zugleich der Mittelpunkt 
des Hyperboloides ist, wird die Asymptoten-Kegelfläcbe genannt. Die 
Axen d«r Aymptoten-Kegelfläche fallen mit den Axen des Hyper- 
boloides zusammen, wie man ans folgendem Satze scbliessen kann : 

44. Wird eine Fläche zweiter Ordnung F von einer 
Kcgclfläche in einer Curve zweiter Ordnung berührt, so 
sind je zwei durch den Mittelpunkt der Kegelfläche gebende 
in Bezug auf letztere Fläche conjngirte Gerade einander 
auch in Bezug auf die Fläche F conjngirt. 

Ist nämlich K die Berfihrnngscnrve und heissen g, g' die beiden in Bezug 
auf die Kegelfläche conjugirten Geraden, so schneiden g und g' die Ebene von 
K io zwei Punkten P und Q, welche einander bezüglich der Curve K conjugirt 
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sind. Dem Sat/.e 23. 4 Abschnitt, zufolge müssen P und ^ einander ancli in 
Bezog auf die Fläche zweiter ürdnnng F conjngirt sein, daher geht die Polar- 
ebene von P in Bezug auf F durch Q. Nachdem aber Pin der Fbene der Corve 
K liegt und der Mittelpunkt der berührenden Kegelflächc der Pol dieser Ebeoe 
ist, so muss die Polarebene von P In 'Bezug auf F sowolil durch als auch 
durch den genannten Mittelpunkt geben und daher die Gerade g’ in sieb 
enthalten. 

Aus dem eben nachgewiesenen Satze ergibt sich, d.ass nicht bloss die Axen 
der Asymptoten - Kegelflächc mit jenen des Hyperboloides /nsaminenfalleu, 
sondern dass auch irgend drei in Bezug auf die Asyinptulen-Kegelfläche cun- 
jugirte Durchmesser einander in Bezug auf das Hyperboloid ebenfalls conjugirt 
sein müssen.. 

4i). Wird eine Fläche zweiter Ordnung F von einer 
Kegelfläche in einer Curve zweiter Ordnung K berührt, und 
schneidet man beide Flächen durch eine Ebene, welche der 
Ebene von K parallel ist, so erhält oian als S c h n i tt e .z w e i 
ähnliche Curven, deren gemeinschaftlicher Mittelpunkt in 
jener Geraden liegt, welche die Kegelspitze mit dem Mittel- 
punkte der Cnrvc K verbindet, also der Ebene dieser Curve 
conjugirt ist. 

Der Beweis hiefUr lä.sst sieb mit Benütznng des Satzes 38, 4. Abschnitt, 
leicht herstellen. Die Curve K ist zufolge dieses Satzes sowohl dem ebenen 
Schnitte der einen, wie der anderen Fläche äbniieb, daher müssen diese Schnitte 
auch unter sich ähnlich sein. 

Ans dem Satze 45 kann man sobliessen : 

46. Schneidet man ein Hyperboloid und seine Asymptoteu- 
Kegelfläche durch eine und dieselbe Ebene, so sind dieSebnitt- 
curven der beiden Flächen einander ähnlich and ihr gemein- 
schaftlicher Mittelpunkt liegt auf dem der schneidenden 
Ebene conjugirten Durchmesser. 

Ist p irgend eine durch den Mittelpunkt einer Kegelfläche zweiter Ord- 
nung gehende Gerade und n ihre Polarebene, so muss p ganz ausserhalb der 
Fläche liegen, wenn n die letztere (in geraden Erzeugenden) schneidet, während 
p innerhalb der Fläche gelegen ist, sobald n mit der letzteren nur den Mittel- 
punkt gemein bat. Hieraus folgt, dass von den drei Axen einer Kegelflächc 
immer eine ganz innerhalb der Fläche liegt, während die beiden anderen sich 
ausserhalb befinden. 

Legt man durch die innerhalb einer Asymptoten-Kegelfläche befindliche 
Axe, welche auch eine Axe des zagebörigen Hyperboloides ist, schneidende 
Ebenen, so wird die Kegelfläche von den letzteren in geraden Erzeagenden und 
das Hyperboloid in Hyperbeln geschnitten, deren Asymptoten die eben erwähnten 
Erzeugenden sind. Es können nun zwei Fälle eintreten; Entweder werden alle 
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SO erbaltenen H 3 rp 6 rbcln von der innerbalb der Asymptoten-Kegelflftche bebnd- 
licben Axe in reellen Ponkten getroffen, oder cs ist dies nicht der Fall. Findet 
das erstere statt, so liegt das Hyperboloid ganz innerbalb der Asyroptoten-Kegel- 
fläcbe and besteht, wie leicht einzasehen, ans zwei getrennten Theilen, 
im zweiten Falle befinden sich alle PnnlAd'des H}’perboloides ansserbalb der 
Asymptoten- Kegelfläche and das Hyperboloid ist ein einfaches, nar ans 
einem Flächentheile bestehendes. 

• Da man jeden Dorchmesser einer Fläche zweiter Ordnung , welcher die 
Fläche in reellen Punkten schneidet, einen eigentlichen nennt, während 
solche Dorchmesser, welche keine reellen Punkte mit der Fläche gemein haben, 
nneigentlicbe genannt werden, so hat dem Vorhergehenden zafolge, das ein- 
fache Hyperboloid zwei eigentliche and eine uneigentliche und 
das zweifache Hyperboloid eine eigentliche und zwei nncigent- 
lich e Ax e n. 

Haben ein einfaches und ein zweifaches Hyperboloid dieselbe Asymptoten- 
Kegelfläche, so schneidet jede Ebene, welche durch die innerhalb der letzteren 
Fläche beflndlicbe Axe geht, die beiden Hyperboloide in conjugirten Hyper- 
beln. Denn die beiden Scbnittcurven haben dieselben Asymptoten, nämlicb die 
in der schneidenden Ebene befindlichen geraden Erzeugenden der Asymptoten- 
Kegelfläche, und dieselben conjugirten Durchmesser. 

Das einfache Hyperboloid wird von allen Ebenen, welche senkrecht auf 
der aneigentlichen Axe stehen, in Ellipsen geschnitten, während man bei 
dem zweifachen Hyperboloide durch schneidende Ebenen, welche anf der eigent- 
lichen Axe senkrecht stehen, elliptische Schnitte erhält. 

Jener Diametralschnitt eines einfachen Hyperboloides , in welchem die 
beiden eigentlichen Axen liegen, wird die K c h l c 1 1 i p s e genannt. Ist dieser 
Schnitt ein Kreis, so muss die Fläche eine Rotationsfläche sein (Satz 38, 4. Ab- 
schnitt), welche man sich auch durch die Rotation einer Hyperbel um ihre 
aneigentliche Axe, oder durch Rotation einer geraden Erzeugenden des Hyper- 
boloides um die nneigentlicbe Axe des letzteren entstanden denken kann. 
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•) Colllneation und ReeiproeitXt rKnmllcher 

Sind zwei ränmiiehe Systeme 2 nnd 2^ derart anf einander bezogen, dass 
jedem Punkte P in 3 ein Punkt P, in 2^ und jeder durch P gehenden Geraden 
oder Ebene in 2 beziehnngsweise eine dnreh Pj gehende Gerade oder Ebene 
in 3, entspricht, so nennt man die beiden Systeme collinear verwandt. 

Zwei räumliche Systeme 2 nnd sind reciprok verwandt, wenn 
jedem Punkte P in 2 eine Ebene n^ in und jeder durch P gehenden Geraden 
oder Ebene in .3 beziehnngsweise eine in zr, liegende Gerade oder ein in 
behndlicher Punkt von 2^ entspricht. 

Ans diesen Erklärungen folgt der Satz : 

1. Sind zwei räumliche Systeme mit einem dritten 
collinear oder reciprok verwandt, so sind sic untereinander 
collinear und ist von zwei collinearen räumlichen Systemen 
das eine einem dritten reciprok, so ist es auch das andere. 

Die obigen Erklärungen lassen uns auch schliessen, dass je zwei Grnnd- 
gebilde der zweiten Stufe, welche ans entsprechenden Elementen collinearer 
oder reciproker räumlicher Systeme bestehen , collinear, beziehungsweise 
reciprok verwandt sind nnd dass also je zwei Grnndgebilde der ersten Stufe, 
deren Elemente sich in collinearen oder reciproken räumlichen Systemen 
entsprechen, projectivisch sein mOssen (Sätze 5 nnd 47, i). Abschnitt). Nachdem 
man je zwei solche Grnndgebilde der ersten oder zweiten Stnfe entsprechende 
Grnndgebilde räumlicher Systeme nennt, so kann man sagen : 

2. Je zwei Grnndgebilde der zweiten Stnfe, welche 
sich in collinearen oder reciproken räumlichen Systemen 
entsprechen, sind collinear, beziehnngsweise reciprok, 
daher mOssen je zwei entsprechende einförmige Grnnd- 
gebilde von collinearen oder reciproken ränm lieben 
Systemen projectivisch seia 
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Mit RUcksiclit auf die Eigenschaften oollinenrer Grandgebilde der -zweiten 
Stufe können wir behaupten, dass wenn a, zwei entsprechende Gerade und 
u, a^ zwei entsprechende Ebenen collinearer räumlicher Systeme sind, jedem 
Punkte von a oder a ein beziehungsweise in a, oder n, gelegener Punkt ent- 
spricht, sowie auch, dass wenn n in a liegt, a, der Ebene «j angchören muss. 
Dem Schnittpunkte zweier Geraden des einen Systemes entspricht der Schnitt- 
punkt der entsprechenden Geraden des anderen, die Durc.hschniltslinie zweier 
Kbeneu entspricht der Durcbsclinittslinie der zwei entsprechenden Ebenen 
u. 8. w Sind 2 und reciproke räumliche Systeme und bezeichnet man durch 
a eine beliebige Gerade in S, welche der Geraden «, in 2', entspricht, so muss, 
jedem in n befindlichen Punkto eine durch «j gehende Ebene, jeder durch a 
gebenden Ebene ein in a, gelegener Punkt ciitsprecheu. Der Verbindungslinie 
zweier Punkte in 3 entspricht die Durchschniltslinie der zwei diesen Punkten 
entsprechenden Ebenen in — dem llurchschnittspuukte zweier Geraden in ,1' 
entspricht in jene Ebene, welche durch die zwei diesen Geraden entspre- 
chenden Linien bestimmt wird, n. s. w. 

Bezeichnen — und 3, zwei collinearc räumliche Systeme, so entspricht 
der unendlich fernen Ebene in 2' eine im allgemeinen in endlicher Entfernung 
gelegene Ebene in und ebenso der unendlich fernen Ebene in ,3, eine in 
endlicher Entfernung befindliche Ebene von 2. Diese Ebenen collinearer 
räumlicher Systeme, welche der unendlich fernen Ebene entsprechen, werden 
Gegenebenen genannt. Die Richtigkeit der folgenden Sätze kann nun leicht 
naebgewiesen werden : 

3. In zwei collinearen räumlichen Systemen und 
entsprechen parallelen Geraden und Ebenen von 2 Gerade 
und Ebenen von welche sich in der Gogenebene von .i', 
schneiden. Umgekehrt entsprechen Geraden und Ebenen, 
welche sich in der Gegenebene von 2 schneiden, parallele 
Gerade und Ebenen des Systemes .i',. 

Hieraus folgt: 

4. Sind 2' und zwei collineare räumliche Systeme und 
y, / ihre Gogenebenen, so entsprechen allen zu y parallelen 
Geraden und Ebenen in beziehungsweise Gerade und 
Ebenen in .J,, welche der Ebene / parallel sind. Liegen v und 
/ in endlicher Entfernung, so entsprechen parallelen Geraden 
und Ebenen in 2 nur dann parallele Gerade und Ebenen 
in .3, , wenn erstere eine parallele Lage zur Gegenebene 
y haben. 

Aus diesem und dem obigem Satze 2 kann man schliesscn : 

5. ln collinearen räumlichen Systemen sind je zwei 
entsprechende ebene Systeme, deren Träger zu den Gegen- 
ebenen parallel liegen, affin verwandt. 


Digitized by Google 


f'ollineatiiin uml Reciprociläl räumlicher SyMeme. 

Die Gcgenaxen vou zwei ebenen Systemen, welche sich in collincaren 
räumlichen Systemen entsprechen, liegen nämlich, wie leicht einzusehen, in den 
(legenehciien und bilden also die Durcbschnittslinien der Träger der ebenen 
Systeme mit den zugehörigen Gegenebenen. Sind daher die Träger von zwei 
solchen Systemen parallel zu den Gegenebenen, so liegen die betreffenden 
Gegenaxen in unendlicher Entfernung und die Systeme mOssen affin sein. 

Aus dem Satze ö ergibt sieb: 

ü. Sind.> und zwei collineare räumliche Systeme 
und y, y ihre Gegenebenen, so entsprechen allen Geraden 
in 2', welche unter sieb und zur Ebene y parallel laufen. 
Gerade in 2',, welche ebenfalls unter sieb und zur Gegeu- 
ebene / parallel sein müssen. 

Der folgende Satz kann leicht aus dem zweiten Theile des Satzes 
4 gefolgert werden: 

7. Zwei ebene Systeme, welche sich in collineareu 
räumlichen Systemen entsprechen, deren Qegenebenen in 
endlicher Entfernung liegen, können nur dann affin sein, 
wenn ihre Träger zu deu Gegeuebenen parallel sind. 

In zwei reciprokeii räumlichen Systemen entspricht der anendlich fernen 
Ebene, als Element des einen Systemes betrachtet, ein Punkt des anderen, 
welcher der Mittelpunkt des letzteren genannt wird. Jede Gerade, welche 
durch den Mittelpunkt gebt, wird ein Dnrehmesser und jede durch den 
Mittelpunkt gehende Ebene eine Diametralebene genannt. Ans diesen und 
den obigen Erklärungen über rcciproke räumliche Systeme ergibt sich der Satz : 

8..In zwei reciproken räumlichen Systeme n entsprechen 
parallelen Geraden des einen Systemes Gerade im anderen 
Systeme, welche ein und derselben Diametralebene ange- 
hören. 

Diese Diametralebene entspricht nämlich dem unendlich fernen Dureb- 
schnittsputiktc der paralleleh Geraden. 

9. ln zwei reciproken ränmlicbeu Systemen entsprechen 
parallelen Ebenen des- einen Systemes Punkte des anderen, 
welche auf ein und demselben Durchmesser liegen. 

Denn die Durcbschnittslinie der parallelen Ebenen gehört der unendlich 
fernen Ebene an, daher muss ihr eine durch den Mittelpunkt gebenhe Gerade 
entsprechen. 

Die Sätze 8 und 9 gelten selbstverständlich ancb in ihrer Umkehrung. 

Fallen zwei entsprechende Elemente collinearer räumlicher Systeme 
zusammen, so sagt man, dass letztere diese Elemente, welche dann eigentlich 
nur ein einziges bilden, entsprechend gemein haben. Kommen in zwei 
collinearen räumlichen Systemen entsprechende Omndgebilde der ersten oder 
zweiten Stufe vor, deren sämmtliche entsprechende Elemente coincidiren, so 

Staudiffl: Lahrhach dar oanerao Oaomatria. 21 
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sagt man ebenfalls, dass die ränmlichen Systeme diese Gebilde entsprechend 
gemein haben. 

Mit Hilfe des Satzes 7,* 3. Absi-Iiiiitt, und des obigen Satzes 2 lässt sich 
nan der folgende leicht nacbweisen : 

10. Haben zwei räumliche Systeme fünf Punkte, von 
denen keine vier in derselben Ebene liegen, oder fünf 
Ebenen, von denen keine vier durch ein und denselben Punkt 
geben entsprechend gemein, so haben sie alle ihre Elemente 
entsprechend gemein nnd sind somit identisch. 

Um diese Behauptung zu rechtfertigen neunen wir die beiden räumlichen 
Systeme 2’ und 2’, und die fünf Punkte, welche sieh seihst entsprechen, 
ABCDE Die Verbindungslinie des Punktes A mit allen übrigen Punkten, 
des Systemes — bilden einen StrahleiihUndel .s, welcher mit jenem Bündel s, in 
identisch ist, der seinen Mittelpunkt ebenfalls in A hat und aus den Ver- 
bindungslinien des Punktes ./( mit sämiiitlicben Punkten von besteht. Uenn 
s und s, sind nach Satz 2. ö Abschnitt, collinear nnd haben die vier Strahlen 
AB, AC, AD lind AK entsprechend gemein (Satz 7, 3. Abschnitt). Es müssen 
daher auch Jene zwei in 2’ und i', sich entsprechenden StrahlenbUndel s' und 
s',, deren genieinschaftlicher Mittel)ninkt B ist, identisch sein, woraus folgt, 
nachdem jeder Punkt von .i' als Schnittpunkt zweier Strahlen von s nnd s' 
betrachtet werden kann, dass alle Punkte von — mit den ihnen entsprechenden 
Punkten von 2', zusammenfallen. — Der Beweis für den Kall, als die räumlichen 
Systeme fünf Ebenen entsprechend gemein haben, kann in ganz ähnlicher 
Weise geführt werden. 

Der folgende Satz lässt sich mit Benützung des Satzes 8, 3. Abschnitt, 
and des obigen Satzes 2 ebenfalls leiebt beweisen. 

11. Will man zwei räumliche Systeme collinear auf 
einander beziehen, so kann man in jedem derselben fünf 
Punkte, von denen keine vier in derselben Ebene liegen, 
oder fünf Ebenen von denen keine vier durch denselben 
Punkt gehen, beliebig wählen und einander als entsprechend 
znweisen. Jedem Elemente des einen Systemes entspricht 
dann ein einziges, durch diese Annahmen vollständig 
bestimmtes Element des anderen. 

Heissen die beiden räumlichen Systeme 2' nnd .J,, die in 2 gewählten 
fünf Punkte ABCDK und die fünf Punkte in .J,, welche den eben genannten 
als entsprechend zugewiesen wurden, A, Ä, C',D, A’,, so sind die sich entspre- 
chenden Strahlenbündel s und deren Mittelpunkte sich in A nnd A^ behndeii, 
nach Satz 8, 3. Abschnitt, vollkommen bestimmt, da die vier Strahlen AB, AC, 
AD, AK in s den vier Strahlen A,ß,, A,C,, A,D^, A,K, in s, zngewiesen 
erschriiirii. Ebenso sind die in 2 und 2^ sich entsprechenden StrahlenbUndel 
s' und .s',, weiche ihre Mittelpunkte in B und Ä, haben, vollkommen bestimmt. 
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folglich eulspricbt jedem Punkte P in da mau P als Sclmittpnnkt zweier 
Strahlcu p nml q von s und &' anseben kann, ein ganz bestimmter Punkt P, in 
und zwar der Schnittpunkt der den Geraden p und q entsprechenden 
Strahlen der Bündel s, nnd — Auf ganz ähnliche Weise lässt sich obiger 
Satz für den Fall nuchncisen, in welchem fünf beliebige Ebenen in S ebenso 
vielen Ebenen in als entsprechend zugewiesen werden. 

12. Will man zwei räumliche Systeme reciprok auf 
einander beziehen, so kann mau in dem einen fünf Paukte 
beliebig wählen, von denen keine vier in derselben Ebene 
liegen, und ihnen fünf Ebenen des anderen Systemes, von 
denen keine vier durch denselben Paukt gehen, als ent- 
sprechend znweisen. Jedem Elemente des einen Systemes 
entspricht daun ein durch diese Annahmen vollkommen 
bestimmtes Element des amieren. 

Der Beweis hiefUr kann auf folgende Art gegeben werden : 2 und .2', 
seien die zwei ränmlii'hen Systeme, ABCDK die fünf Punkte von 2 und 
aßydt die filnf diesen Punkten als entsprechend zogewieseneii Ebenen in . 
Der SlrnhlenbOndel, welcher ans den Verbindungslinien des Punktes A mit 
säiiimtiicheu übrigen Punkten von 2 besteht, heisse s und das diesem Bündel 
cutsprecbeiide ebene System in dessen Träger die Ebene a bildet, nennen 
wir f, . Nach Satz 2, f). Abschnitt, sind s und c, reciprok verwandt und jedem 
Elemente von s entspricht ein durch die Annahmen vollkommen bestimmtes 
Element in c, , nachdem die vier Strahlen AB, AC, AI), AE den vier Geraden 
entsprechen müssen, in welchen a die Ebenen jiydt schneidet (Satz 8, 
3. Abschnitt). Der StrablenbUndel s', dessen Strahlen die Verbindnngslinieu des 
Punktes B mit allen übrigen Punkten von bilden, ist ferner dem ihm 
entsprechenden ebenen Systeme e,' in 2^ reciprok verwandt, dessen Träger die 
Ebene /f bildet, und jedem Elemente von s' entspricht ein vollkommen 
bestimmtes Element von e,'. Mann kann nun jeden Punkt von 2 als den 
Schnittpunkt zweier Strahlen p , q von s und s' betrachten nnd da diesen 
Strahlen vollkommen bestimmte Gerade p, , q, in e, und e\ entsprechen, so 
muss jedem solchem Punkte eine durch p, und unzweideutig bestimmte Ebene 
in zngewiesen werden. 

Von zwei collincarcn räumlichen Systemen sogt man, dass sie perspec- 
tivisch gegen einander liegen, wenn sie ein ebenes System e und einen 
Strahlenbündel s entsprechend gemein haben. Der Träger des ebenen Systemes 
e wird die C o 1 1 i n cat i o ns eb e n e, der Mittelpunkt des Bündels s das 
Colliueationscentrum und jeder Strahl von s ein Collineatious- 
strahl genannt. 

13. ln zwei perspectivisch liegenden räumlichen 
Systemen schneiden sich je zwei entsprechende Gerade, 
sowie auch je zwei entsprechende Ebenen in der Colli- 

• 21 * 
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ncationsebene. Je zwei entsprechende Punkte liegen auf 
demselben Colli neationsstra hie und je zwei entsprecbeude 
Gerade in derselben durch das Colli neationsceutrum 
geheudenEbene. 

Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man sich leicht, wenn man 
berücksichtigt, dass Jedes in der Collineationsebene befindliche, sowie auch 
jedas durch das Collineationsccutrum gehende Element der beiden räumlichen 
Systeme sich selbst entspricht. 

Aus diesem Satze uud den im 3. Abschnitte Ober die perspectivische 
Lage der Grundgebilde zweiter Stofe gegebenen Erklärungen folgt: 

14. Je zwei Grundgebilde der ersten oder zweiten 
Stufe, welche sich in perspec livisch liegenden räumlicheu 
Systemen entsprechen, liegen ebenfalls perspectivisch. 

Die Collineationsaxe von zwei ebenen Systemen, welche sich in per- 
spectivisch liegenden räumlichen Systemen entsprechen, liegt in der Colli- 
ueatiousobene uini ihr Collineationscentrum fällt mit jenem der räumlichen 
Systeme zusammen. Der perspectivische Durchschnitt zweier Strahlenbündel, 
die sich in zwei solchen räumlichen Systemen entsprechen, befindet sich in der 
Collineationsehene und die Axe jenes Ebenenbüschels, welchen die Bündel 
entsprechend gemein haben, geht durch das Collineationscentrum. 

Wird ein Strahlenbüudel s, der aus den Verbindungslinien eines Punktes 
P mit sämmtlichen Punkten eines räumlichen Systemes - besteht, durch 
irgend eine Ebene a geschnitten, so erhält man als Schnitt ein ebenes System, 
welches man eine Projection des Systemes 2 nennt. 

Den Strahlenbündel s bezeichnet man als einen Schein von.!?, oder auch 
als den projicirenden Bündel; jeden Strahl desselben als einen 
Proj ectionsstrah 1, der Punkt P wird das P ro je c t io n sce n t r um und 
die Ebene o die Pr ojoc». ionsebene genannt. Liegt Pin endlicher Entfernung, 
so heisst die Projection eine centrale, ist P unendlich ferne gelegen, so geht 
die centrale in eine P a ral 1 e 1 proj ec ti o n über, welche man eine sc h i e fe 
oder orthogonale nennt, je nachdem die Projectionsstrahlen auf der 
Projectionsebene schief oder senkrecht stehen. 

Liegt das Collineationscentrum zweier räumlicher Systeme in endlicher 
Entfernung, so nennt man jedes der beiden Systeme eine räumliche 
Centralprojection des anderen, und befindet sich das Collineationscentrum 
in unendlicher Entfernung, sind also alle Collineationsstrahlen unter einander 
parallel, so heisst jedes System eine räumliche Par al I e 1 p roj e c t i o n 
des anderen. 

Sowie man unter gewissen Voraussetzungen die Projection irgend eines 
räumlichen Systemes 2 auf einer Ebene als ein Bild von 2 bezeichnet, so 
nennt man auch die räumliche Projection von ^ eine räumliche Abbildung 
oder ein Reliefbild des räumlichen Systemes. 
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15. Sind - und — j zwei perspectivisch liegende colli- 
neare r&amliche Systeme, P und P, irgend zwei sich 
entsprechende Punkte derselben, und projicirt man - und 

beziehungsweise aus /'und auf irgend eine Ebene a, 
so erhält man als P r oj e c t i one n zwei perspectivisch liegende 
ebene Systeme. Coincidirt a mit der Co 1 li n eation s e he n e, 
oder fällt P, also auch P^ mit dem Collineationscentrnm 
zusammen, so sind die beiden Projectionen identisch. 

Der Beweis für den ersten Theil dieses Satzes ergibt sich ans Folgendem : 
Die beiden projicirenden Bündel sind entsprechende Gebilde der zwei räumlichen 
Systeme, daher liegen sie nach Satz 14, 5. Abschnitt, perspectivisch und haben 
also einen EbciienbOschel E entsprechend gemein, dessen Axe der Collineations- 
Btrahl PP, ist. Die Ebene a schneidet nun die beiden projicirenden Bündel in 
zwei collinearen ebenen Systemen e und e, und den Ebenenbüscbel E in einem 
Strahlenbüscbel S, welchen die Systeme e und e, entsprechend gemein haben, 
daher müssen diese Systeme perspectivisch liegen (Salz 13, 3. Abschnitt). — 
Fällt n mit der Collineationsebene zusammen, so werden e und c, identisch, 
nachdem je zwei entsprechende Strahlen der projicirenden Bündel dem Satze 
13. 5. Abschnitt, zufolge sich in der Collineationsebene schneiden. — Coincidiren 
P ubd 1 , mit dem Collineationscentruro, so sind die beiden projicirenden 
Bündel identisch, nachdem sie alle ihre Strahlen (Cotlineationssirahlen) 
entsprechend gemein haben, woraus folgt, dass auch die Schnitte derselben mit 
irgend einer Ebene identisch sein müssen. 

■ Liegt der Punkt P in der Gegenehcnc von so muss P, unendlich 
entfernt sein und der Bündel, welcher das System .T, projicirt, ist dann ein 
Parallcistralilenbttndei. Aus dem obigen Satze folgt demnach ; 

16. Liegen zwei räumliche Systeme 2' und 2, perspec- 
tivisch und projicirt man das eine, etwa 2, durch parallele 
Strahlen auf die Collineationsebene, so ist diese Parallel- 
projection identisch mit der centralen Projection v o n 2, 
deren Centrnm in der Gegenebene von 2 und zugleich in 
jenem Collineationsstrahle liegt, der dem projicirenden 
Parallelstrahle II bündel parallel läuft. 

Bezeichnet 2 irgend ein räninliches Object, 2, dessen Reliefbild, und 
liegen 2 und 2, pers]icctivisch, so kann man diesem Satze zufolge die 
orthogonale Projection (im allgeineincn jede Parallelprojection) des Reliefbildes 
auf der Collineationsebene erhalten, indem inan eine centrale Projection des 
• Objectes 2 auf der Collineationsebene construirt. Das Centrum dieser centralen 
Projection liegt in der Gegeuebene von 2 und zugleich in jenem Collineations- 
strahle, welcher auf der Collineationsebene senkrecht steht. *) 

*1 näheres über die Coustructiun von Reliefbildern .und zwar ohne Benützung 
der Lehren der neueren Geometrie) findet man in einem vom Verfasser des vor- 
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Aas dem Umstande, dass jede Geroite, welche in der Coltineatibnsebone 
liegt, sich selbst entspricht und dass eine Gerade, welche sich in einci Gegen- 
ebene befindet nur einer unendlich fernen Geraden entsprechen kann folgt, dass 
die Collineationsebcne von den Gegeuehenen in unendlicher Entfernung 
geschnitten wird,^dass also die beiden Gegenehcnen und die Collineationsebene 
zu einander parallel sind. 

Ist n irgend eine durch das Collineationsccntrum gehende Gerade, also 
ein Collineationsstrabl, so bilden alle Punkte von welche in n gelegen sind, 
und alle diesen Punkten entsprechenden von 2', zwei conjectivische Punktreihen, 
deren Doppelpunkte das Collineationsccntrum und der Sidinittpunkt von a mit 
der Collineationsebcne bilden (Sätze 13 und 11, Abschnitt). Die Gegeupunkte 
dieser Reihen liegen, wie leicht einzusehen, in den Gegenebenen. Hieraus und 
ans den Sätzen 38 und 39, 1. Abschnitt, folgt nun, dass der Halbirungspunkt 
des Abstandes der beiden Gegenebenen auch den Abstand des Collineations- 
centrnms von der Collineationsebene halbirt. 

Die beiden conjectivischcn Pnnktreiben können entgegengesetzt, oder 
einstimmig verlaufen. Im erstcren Falle sagt man, dass die zwei räumlichen 
Systeme entg egengesetzt, im zweiten, dass sic e i n s t i m m i g p e r s p e c- 
tivisch liegen. Die conjectivischen Reiben, deren Träger Collineationsstrahlen 
bilden, müssen entweder alle entgegengesetzt, oder alle einstimmig vcrlaüfeii, 
denn sind B nnd B, zwei solche auf einem Collineationsstrahle a gelegene 
Reihen und verlaufen dieselben etwa entgegengesetzt, so liegen die Gegenebenen 
zwischen dem Collineationsccntrum nnd der Colliiieationscbcnc (Satz 38, 
l. Abschnitt) , daher befinden sich die Gegenpunkte nicht nur der Reihen 
B und B, , sondern auch von irgend zwei auf einem von a verschiedenen 
Collineationsstrahle gelegenen Reiben zwischen den Doppelpunkten, woraus 
geschlossen werden kann, dass letztere Reihen ebenfalls entgegengesetzt 
verlaufen. — Wir können nun folgenden Satz aufstcllen; 

17. Die Gegeuehenen perspcctivisch liegender räum- 
licher Systeme sind parallel zur Collineationsebene. Die 
eine von diesen Ebenen ist vom Colli neatiunsccutram 
eben so weit cutfernt als die andere von der Colli neations- 
ebenc. Je nachdem die zwei räumlichen Systeme entgegen- 
gesetzt, oder einstimmig verlaufen, befinden sich das 
Colliueationsccutrum und die Culliucationsebcue ausser- 
halb, oder zwischen den beiden Gegen ebenen. 

Schneidet man zwei perspcctivisch liegende räumliche Systeme ^ und 
durch eine Ebene, welche durch das Collineationsccntrum geht, so erhält man 
als Schnitt zwei in derselben Ebene befindliche collineare Systeme (Salz 14, 
5. Abschnittl. Die Gegenaxen dieser Systeme liegen in den Gegeuehenen, das 

liegenden Buches veröfl'entlichtcn Werkchen : .ürundziige der Rcliefper- 
speclive“. (Wien, 1Ö6S, bei L. W. Seidel 4 Sohni. 
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CollmeatioosceDtnun fällt mit Jenem der räumlichen Systeme zusammen und 
die Collineatiunsaxc befindet sich in der Collineation.sebcne. Der Modolus der 
zwei ebenen Systeme ist nach Satz 18, 3. Abschnitt, gleich dem Verbältniss der 
Abstände der Gegenaxen von der Cullineationsaxe, negativ genommen ; daher 
muss der Modolus zweier ebener Systeme, welche man durch den Schnitt 
irgend einer durch das Collineationscentrnm von ^ und gebenden Ebene 
erhält, gleich dem negativ genommenen Verhältniss der Abstände der Gegen- 
ebenen von der Collineationsebene sein. Dieses Verhältniss wird auch der 
Modolus der beiden räumlichen Systeme 2' und 2', genannt. Mit Rücksicht 
auf den eben erwähnten Satz können wir nun behaupten : 

18. Sind A und yl, irgend zwei entsprechende Punkte 
p c r s p c c t i V i sch liegender räumlicher Systeme, deren Colli- 
neationscentrum O ist, und bczciclincl man den Werth des 
AO 

Verhältnisses , ^ durch m, ferner den Werth des Ver- 
A^U 

haltnisses der Abstände, welche A und A, von der Colli- 

m 

neationsebene haben, durch n, so hat für jedes Paar ent- 

n 

sprechender Punkte einen- constanten Werth, der gleich 
dem Modolus der beiden räumlichen Systeme ist. 

Haben zwei collineare räumliche Systeme 2' und 2^ ein ebenes System e 
entsprechend gemein, so müssen sie auch einen StrahleubUndel entsprechend 
gemein haben, also perspectiviscb liegen. Dies lässt sich wie folgt nachweiseu. 
Sind c, und irgend zwei ebene Systeme, welche sich in 2' und 2, ents]>rechen, 
so müssen diese Systeme collinear sein und sich in einer Geraden des Systemes 
e schneiden, weil jedes Element, von e unserer Voraussetzung gemäss ein. sich 
selbst cutsprecheudes ist. Die Systeme c, und c, haben daher eine Punktreihe 
entsprechend gemein und müssen nach Satz 13, 3. Abschnitt, perspcctivisch 
liegen. Der Strablenbttndel $, dessen Schnitte e, und e, bilden, ist jener, welchen 
2 und 2, entsprechend gemein haben, denn jeder Strahl von s verbindet ein in 
e gelegenes sich selbst entsprechendes Element mit zwei sich entsprechenden 
Elementen von c, und e,, woraus man schliessen kann, dass jeder solche Strahl 
sieb selbst entspricht. — Haben zw ei collineare räum liebe Systeme 2 und 2, 
einen StrahlenbUndel s entsprechend gemein, so müssen sie auch eiu ebenes 
System entsprechend gemein haben, also perspectiviscb liegen, wie aus folgendem 
hervorgeht. Irgend zwei sich in 2 und 2, entsprechende StrahlenbUndel s, und 
«2 sind collinear verwandt und haben einen EbenenbUscbel entsprechend 
gemein. Letzteres ist leicht einzusehen, wenn mau berücksichtigt, dass die 
Verbindungslinie der Mittelpunkte von s, und .s, einen Strahl des Bündels 
5 bilden muss und dass also jede durch diese Verbindungslinie gehende Ebene 
sich selbst entspricht. Nach Satz 13, 3. Abschnitt, liegen demnach 
perspectiviscb und sind Scheine eines und desselben ebenen Systemes e. Dieses 
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System ist dasjenige, welches 3 and 2', entsprechend gemein haben. In irgend 
einem Punkte A desselben schneidet nämlich ein sich selbst entsprerbender 
Strahl a von s einen Strahl a, von s, und zugleich auch einen Strahl n, von ; 
daher entspricht der Pnnkt A sich selbst, nachdem der Scbnittpnnkt von a und 
a, dem Schnittpunkte von a und entsprechen muss. — Aus dieser Unter- 
suchung ergibt siph non der Satz ; 

19. Haben zwei collineare räumliche Systeme ein 
ebenes System entsprechend gemein, so haben sie auch 
einen StrahlenbOndel entsprechend gemein und umgekehrt. 
Die beiden räumlichen Systeme liegen daher in jedem 
dieser zwei Fälle persp ect i vi sch. 

Mit Hilfe dieses Satzes lässt sich der folgende leicht nachweisen, welcher 
dem Satze 14, 3. Abschnitt, analog ist ; 

20. Haben zwei Tetraeder, deren Eckpnukte AHCD, 
.AjBjCjD, und deren Begrenzungsebenen a/iyd, a,/?,y,d, heissen, 
eine solche gegenseitige Lage, dass die Geraden AA^, 

CC, und DD, in demselbenPunktc Zusammentreffen, so liegen 
die vM er Geraden, in denen sich die Ebenen na,, /?/?,, yy, und di, 
schneiden, in ein u n d d e r selbe n Eben e. U m gekehrt sc b n eid e n 
sich die Geraden AA^, DB,. CC^ und DD, in demselben Punkte, 
wenn die Dnrchscbnittslinien der Ebenen on, , . yy, und <M, 
in derselben Ebene liegen. 

Geben nämlich die Geraden AA^. BB,, CC, und DD, durch denselben 
Punkt 0, so kann man die beiden Tetraeder als Theile von zwei collinearen 
räumlichen Systemen ansehen (Satz 11,5. Abschnitt), welche einen aus deu 
genannten vier Geraden bestehenden StrablenbUndel entsprechend gemein haben, 
folglich perspectivisch liegen mOssen. Das Collineationscentrum bebndet sich 
in 0. — Anf ganz ähnliche Weise lässt sich der zweite Theil des in Rede 
stehenden Satzes rechtfertigen. 

Will man zwei collineare räumliche Systeme und 2', perspectivisch anf 
einander beziehen, so kann man das Collineationscentrum 0 und die Colli- 
neationsebene e, sowie auch zwei Punkte A und A^, welche einander entsprechen 
sollen, also in demselben Collineationsstrahle liegen müssen, beliebig annehnien; 
jedem Elemente des einen Systems entspricht dann ein durch diese Annahmen 
vollkommen bestimmtes Element des anderen. Durch drei Punkte BCD wird 
nämlich die Collineationsebene e bestimmt und den fünf Punkten ABC DO 
können nach Satz 11,5 Abschnitt, die Punkte A^ BCDO als entsprechend 
zugewiesen werden. 

Liegen zwei collineare räumliche Systeme 2 und 2', perspectivisch und 
soll man zu irgend einer Geraden a von 2 die ihr entsprechende o, in JS", 
ermitteln, so kann man wie folgt verfahren. Man sucht den Durcbschnittspunkt 
D der Geraden a mit der Collineationsebene e; dieser Pnnkt muss auch ein 
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PoDkt von o, Bein. Dann zieht man durch das Collincationsccntmni 0 eine 
Parallele zu a und verbindet den Schnittpunkt fr dieser Parallelen and der 
Gegenebene von 2", mit J) Die Gerade DG' ist dann die gesuchte o, ; denn 
jene Gerade, welche durch 0 parallel zu a gezogen wurde, ist der durch den 
unendlich fernen Punkt von a gehende Coltineationsstrahl und dieser unendlich 
ferne Punkt entspricht dem Punkte G', daher muss DG' die der Geraden o 
entsprechende sein. 

Soll der Punkt in 2^ gefunden werden, welcher irgend einem 
bestimmten Punkte A in .Zf entspricht, so führt im allgemeinen folgende Con- 
struction zum Ziele. Man zieht durch A zwei beliebige Gerade a und 6, ermittelt 
die ihnen entsprechenden Geraden a, und 6, in J', und bestimmt den Schnitt- 
punkt von (I, und h, . Dieser Punkt ist dann wie leicht einzusehen der gesuchte. 
Um die Construction zu vereinfachen, kann man eine der beiden Geraden a, b 
durch den Collineationsstrahl AO ersetzen, wodurch man sich die Bestimmung 
einer von den zwei Geraden u, , 6, erspart. 

Um zu einer Ebene a von 2' die entsprechende a, in zu erhalten 
bestimmt man die Durchschnitt slinie d der Ebene a mit der Collineationsebene, 
legt durch 0 eine parallele Ebene zu a und sucht den Durchschnitt p' dieser 
Ebene mit der Gegenebene von ZT, . Jene Ebene, welche durch die beiden 
parallelen Geraden d und g' bestimmmt wird, ist die gesuchte a,, denn d 
entspricht sich selbst und die Gerade g' entspricht der unendlich fernen 
Geraden von a. — 

Nachdem zwei collineare räumliche Systeme identisch sein müssen, wenn 
sie fünf Punkte entsprechend gemein haben, von denen keine vier in derselben 
Ebene liegen, so gibt es in zwei solchen, von einander verschiedenen Systemen, 
auch wenn sie unendlich viele Punkte entsprechend gemein haben, keine fünf 
sich selbst entsprechende Punkte , unter denen nicht vier derselben Ebene 
angebören würden. Haben zwei collineare räumliche Systeme - und vier 
nicht in derselben Ebene liegende Punkte entsprechend gemein, so muss durch 
Je drei dieser Punkte eine sich selbst entsprechende Ebene gehen, die beiden 
Systeme haben also dann vier Punkte und vier Ebenen — die Ecken und 
Seitenflächen eines Tetraeders — entsprechend gemein. Liegen vier sich selbst 
entsprechende Punkte in derselben Ebene e, jedoch derart, dass keine drei sich 
auf derselben Geraden betiuden, so haben .i’ und i’, alle Elemente von e 
entsprechend gemein (Satz 7, 3. Abschnitt) und liegen somit perspectivisch. 
Dies ist auch dann der Fall, wenn in 2' und Zf, vier sieb selbst entsprechende 
Ebenen vorhanden sind, von denen keine drei sich in derselben Geraden 
schneiden, welche aber alle durch denselben Punkt geben. — « und 2', können 
auch zwei Punktreihen entsprechend gemein haben, ohne desshalb identisch zu 
sein ; erst wenn sie ausser den lÖlementen dieser Reihen noch einen Punkt 
entsprechend gemein haben, fallen nach Satz ](), 5. Abschnitt, alle entsprechenden 
Elemente von 2' und 2, zusammen. Schneiden sich die beiden Punktreiben, so 
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i«t die dnrnh ihre Träger beFtiimnte Ebene eine sieh selbst entsprechende 
nnd jedes Element dieser Ebene muss nach Sat?. 7, 3. Abschnitt, mit dem ihm 
entsprechenden zusaminenfallen. und haben dann ein ebenes System 
entsprechend gemein und liegen perspectiviscli. 

* Da cs uns zu weit führen würde, alle möglichen Fälle, in denen zwei 
collineare ränmlicbu Systeme zwei oder mehrere ihrer Elemente entsprechend 
gemein haben, zn erörtern, so bemerken wir über diesen Gegenstand nur noch 
Folgendes : Haben — und 2', keinen Punkt entsprechend gemein, so können sie 
auch keine Ebene entsprechend gemein haben ; denn jede sich selbst entspre- 
chende Ebene ist der Träger von zwei collincaren ebenen Systemen, in denen 
es nach Satz 19, 3. Abschnitt, immer einen sich selbst entsprechenden Punkt 
gibt. Ist umgekehrt keine sich selbst entsprechende Ebene vorhanden, so gibt 
es auch keinen sich selbst entsprechenden Punkt; denn jeder solche Punkt ist 
der gemeinschaftliche Mittelpunkt von zwei sich in 2; und 2', entsprechenden, 
also collinearcn StrahleubOndeln und in diesen Bündeln müsst« cs mindestens 
eine sich selbst entsprechende Ebene geben. Aus dem eben erwähnten Satze 
lässt sich auch schliesscn, dass wenn 2f und einen Punkt entsprechend 
gemein haben, immer auch eine sich selbst entsprechende Ebene und Gerade 
vorhanden sein müssen und dass wenn in .2' und 2^ eine sich selbst entspre- 
chende Ebene existirt, es immer such mindestens einen Punkt und eine Gerade 
geben muss, welche sich selbst entsprechen. 

Wir wollen nun untersuchen, welche gegenseitige Lage in zwei 
reciproken räumliciicn Systemen 2 und .3, alle Punkte haben, welche in 
der ihnen entsprechenden Ebene liegen, nnd alle Ebenen, welche durch die 
ihnen entsprechenden Punkte gehen. 

Ist « irgend eine Ebene von welche durch den ihr entsprechenden 
Punkt zl, in geht, so muss dem Punkte A,, als Element von 2 bctracbtei, 
eine Ebene in 2', entsiirecben, welche durch den der Ebene n entsprechenden 
Punkt, nämlich durch A, geht, weil A, in a liegt. Der Punkt A^ befindet sich 
also in der ihm entsprechenden Ebene, ob man ihn als Element von 2 oder .2', 
betrachtet. Eine analoge Beziehung besteht auch für jede Ebene, welche dimth 
den ihr entsprechenden Punkt geht, wie matt sich leicht überzeugen kann, daher 
gilt der Satz : 

21. In zwei reciproken räumlichen Systemen ist jeder 
Pnnkt des einen Systeme s, welcher auf der ihm entspre- 
chenden Ebene des andern liegt, auch als Pnnkt des andern 
Systemes auf der ihm entsprechenden Ebene gelegen nnd 
jede Ebene, welche als Element ilcs einen Systemes durch 
den ihr entsprechenden Punkt geht, enthält aach als 
Element des andern Systemes betrachtet jenen Punkt, der 
ihr entspricht. 
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A Eei irf<6od ein Punkt in — und a, die ihm entsprechende Eibene in 2',. 
Nach Satz 2, 5. Abschnitt, muss der in - beiindliche Strahlenbündel s mit dem 
Mittelpunkte A jenem ebenen Systeme <r, reciprok verwandt sein, dessen Träger 
o, ist und welches durch die den Ebenen von s entsprechenden Punkte gebildet 
wird. Die Ebene n, schneidet den Bündel s in einem ebenen Systeme t, 
welches mit reciprok verwandt ist, und da o- und ff, in derselben Ebene liegen, 
so gilt für dieselben der Satz liO, 3. Abschnitt. Diesem Satze zafolgo gehören 
alle Punkte von o, , welche in den ihnen entsprechenden Geraden liegen, im 
allgemeinen einem Kegelschnitte A an und alle Geraden von er,, welche durch 
die ihnen entB|>rcchenden Paukte gehen, berühren einen Kegelschnitt i,. Diese 
zwei Kcgelscfauittc sind entweder lieidc reell oder beide imaginär und berühren 
sieb im allgemeinen in zwei reellen oder imaginären Punkten. Kein Punkt der 
Curve A, liegt ausserhalb A. Da nun in jeder beliebigen Ebene o, sich zwei 
solche Kegelschnitte ergeben, so kann man schliessen, dass sämrotliche Punkto 
von ^ und welche auf den ihnen entsprechenden Ebenen liegen, einer 

E'läche zweiter ürdnung angehören, weil nur eine E'läche zweiter Ordnung durch 
jede beliebige Ebene in einer Curve zweiter Ordnung geschnitten werden kann. 
Es gilt somit der Satz : 

22. Sämmtliche Punkte, welche in zwei reciproken 
räumlichen Systemen, auf den ihnen entsprechenden Ebenen 
liegen, gehören im allgemeinen einer E'läche zweiter 
Ordnung an und alle Ebenen, welche durch die ihnen 
entsprechenden Punkte gehen, berühren eine E'läche 
zweiter Ordnung. 

Wir geben hier noch einige Detinitionen über räumliche Gebilde. 

Eiin vollständiges neck im Ein vollständiges nflacb 

Raume besteht aus n Punkten besteht aus n Eibenen (Flächen), von 
(Eckpunkten), von welchen im allge- weichen im allgemeinen keine vier 
meinen keine vier in derselben Ebene durch denselben Punkt gehen, den Ge- 
hegen, den Geraden (Kanten), deren raden (Kanten), in deren jeder zwei, 
jede zwei, und den Eibenen (E'lächen), und den Punkten (Eckpunkten) , in 
deren jede drei von den n Punkten ver- deren Jedem drei von den w Ebenen 
bindet. In jedem Eckpunkte schneiden sich schneiden, ln jeder E'läche liegen 
sich n — 1 Kanten , in jeder Kante n — 1 Kanten, in jeder Kante n— 2 
n — 2 Flächen, daher ist die Anzahl Eckpunkte, daher ist die Anzahl' aller 


aller Kanten — und die Au- Kanten und die Anzahl aller 


zahl aller Flächen 


Eckpunkte 


Ist n=4, so heisst das neck Tetraeder und ist von dem Vierflacb nicht 
verschieden. 


Digitized by Google 



332 


h'ünfter Abschnitt. 


b) AfSnltlt, Aehnliehkeit and Congraenz rMomlieher Systeme. 

Wenn zwei collinearö räumliche Systeme die unendlich ferne Ebene 
entsprechend gemein haben, oder was dasselbe bedeutet, wenn ihre beiden 
Gegenebenen unendlich ferne liegen, so sagt mau dass die zwei Systeme affi n 
sind. Die Affinität ist also ein specieller Fall der Collineation. Aus dieser 
Erklärung und dem Satze 3, 5. Abschnitt, folgt unmittelbar : 

23. In affinen räumlichen Systemeu entsprechen paral- 
lelen Geraden oder parallelen Ebenen des einen Systemes 
parallele Gerade beziehungsweise parallele Ebenen des 
ändern. 

Aus dem Umstande, dass die Gegenaxen von je zwei ebenen Systemen, 
welche sich in collinearen räumlichen Systemen entsprechen, in den Gegen- 
ebenen von 2' und 2, liegen müssen, kann man scbliessen : 

24. ln affinen ränmlichenSy Sternen sindje zwei entspre- 
chende ebene Systeme affin und je zwei entsprechende 
Punktreihen einander ähnlich. 

Nachdem in zwei affinen räumlichen Systemen die unendlich ferne Ebene 
sich selbst entspricht, so kennen nur mehr vier beliebige Ebenen des einen 
Systemes, welche nicht alle durch denselben Punkt gehen, vier solchen Ebenen 
des andern Systemes als entsprechend zugewiesen werden, wenn man zwei 
räumliche Systeme affin auf einander beziehen will (Satz 11. ö. Abschnitt). Es 
gilt also der Satz : 

25. Will man zwei räumliche Systeme affin auf einander 
beziehen, so kann man in jedem derselben ein Tetraeder 
beliebig annebmen und die Seitenflächen des einen, den 
Seitenflächen des andern willkQrlicb als entsprechend 
zuweisen. Jedem Elemente des einen Systemes entspricht 
dann ein einziges, durch diese Annahmen vollkommen 
bestimmtes Element des andern. 

Dass man statt der Seitenflächen auch die Eckpunkte der zwei Tetraeder 
einander beliebig als entsprechend zuweisen kann, ist selbstverständlich Durch 
Zuweisung der Eckpunkte werden ja auch die Seitenflächen einander als ent- 
sprechend zugewiesen. 

Sind ABCD und A, if, Cj D, die Eckpunkte der zwei in den beiden räum- 
lichen Systemen 2 und 2', einander als entsprechend zugewiesenen Tetraeder 
und ist F irgend ein fünfter Punkt in * , so kann der diesem Punkte entspre- 
chende in 2', auf folgende Art bestimmt werden : Man legt durch F und irgend eine 
der Kanten des Tetraeders, etwa AR. eine Ebene. Der Schnittpunkt der letzteren 
mit der Kante CD, welche AB nicht schneidet, heisse G. In C,P, ermittelt 
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man hierauf jenen Punkt fr,, der C,D^ in demselben Verhältnisse theilt, in 
welchem CD von G gethcilt wird, so dass die Proportion erfüllt wird : 

CG : GD = C^G^ : G^D^. 

Endlich bestimmt mau in der Ebene yl, ß, fr, Jenen Punkt F, , welcher 
dem Punkte entspricht , indem man j4/ifr und ^,ß,fr, als entsprechende 
Dreiecke zweier affiner ebener Systeme betrachtet un<l die im 3. Abschnitte 
(unter b) erklärte Construction durchführt. Dass durch diese Construction der 
dem Punkte F entsprechende erhalten wird, lässt sich mit Hilfe des obi){eu 
Satzes 24 leicht nachweisen. 

Um zu irgend einer Geraden a des Systemes die ihr entsprechende 
zu erhalten, wählt man zwei beliebige Punkte M, N in a und bestimmt auf die 
eben erklärte Weise zu diesen Punkten die entsprechenden Jlf,, JV,. Die Gerade 
M^N^ entspricht dann der Geraden a. — Soll jene Ebene in 2', ermittelt 
werden, welche irgend einer gegebenen Ebene a des Systemes 2 entspricht , so 
wählt man drei beliebige Punkte in a — am einfachsten- die Schnittpunkte MNO 
von a mit irgend drei Kanten des Tetraeders ARCD — und bestimmt jene 
Punkte My, Af, . O,, welche den Punkten M, N, O entsprechen. Dass die Ebene 
der Ebene a entsprechen muss, ist selbstversländlicb. 

Aus dem obigen Satze 25 ergeben sich nnmittelbar die folgenden : 

26. Zwei Tetraeder können immer als affine Gebilde 
betrachtet werden. 

27. Zw^i affine ebene Systeme sind identisch, wenn sie 
die Eckpunkte, also auch die Seitenflächen eines Tetraeders 
entsprechend gemein haben. 

T und t seien zwei beliebige Tetraeder eines räumlichen Systemes 2’, 
welchen die Tetraeder T, und f, eines mit 2 collinear verwandten räumlichen 
Systemes 2!, entsprechen. G und g nennen wir zwei beliebige Seitenflächen 
beziehungsweise von T und t und die Flächen von T,, f,, welche den eben 
genannten entsprechen , bezeichnen wir durch ö, und g^ Die vier Tetraeder 
betrachten wir nun als Pyramiden, deren Grundflächen G, g, fr, und p, sind, 
und legen durch die Spitzen dieser Pyramiden zu den Grundflächen parallele 
Ebenen. I' sei ferner irgend ein Parallelepiped, von welchem vier Seitenflächen 
durch die Ebenen der Grundflächen G, g und die zu denselben parallel gelegten 
Ebenen gebildet werden; endlich nennen wir P, jenes Parallelepiped in 2',, 
welchem P entspricht. Nachdem T und P zwischen parallelen Ebenen liegen, 
also gleiche Höhe haben, so verhält sich der körperliche Inhalt von T zu jenem 
von P wie G zur dreifachen Grundfläche von P. *) Analoges gilt bezüglich 1\ 
und P, . Die Grundflächen von T und P verhalten sich aber nach Satz 25, 
3. Abschnitt, wie jene von P, und P,, folglich besteht die Proportion: 

*) Haben eia Parallelepiped und eine Pyramide gleiche Grundfläche und 
Höhe, so ist der körperliche Inhalt des ersteren bekanntlich dreimal so gross, als 
jener der letzteren. 
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T : P = T, : P,. 

Auf ganz ähnlirbe Art kann man sich ttberzenKcn, dass auch die Proportion 
t : P = t, : f\ 

bestehen muss : es ist also 

T : r, =t : /. , 
oder T : t — J\ : /, . 

Nachdem man sieb nun jeden von Ebenen oder krummen Fläehen 
begrenzten Körper ans Tetraedern zusammengesetzt denken kann, so folgt aus 
den letzteren zwei Proportionen ; 

28. In affinen räumlichen Systemen haben die Kubik- 
inhalte von irgend zvei sieb entsprechenden Körpern ein 
con Staates Verbältniss und die Kubikinhalte von zwei 
beliebigen Körpern des einen System es verhalten sieb zu 
einander wie jene der eutsprecb enden zwei Körper des 
anderen Systeme s. 

Sind T und T, irgend zwei Tetraeder , welche sich in collinearen räum- 
lichen Systemen .i' und 2', entsprechen, so müssen nach Salz 2ü, 3. Abschnitt, 
die Schwerpunkte irgend zweier entsprechender Seitenflächen von T und T, ent- 
sprechende Punkte sein. Verbindet mau die Schwerpunkte von zwei Seiten- 
flächen eines Tetraeders mit den diesen Flächen gegeiiöbei liegenden Eckpunklen, 
so ergibt sich im Schnittpunkte der zwei Verbindungslinien bekanntlich der 
Schwerpunkt des Tetraeders. Werden nach dieser Methode die Schwerpunkte 
von T und T, bestimmt, und wählt man dabei entsprechende Seitenflächen von 
T und T, , so ist leicht einzusehen, dass die Schwerpunkte der zwei Tetraeder 
sich entsprechen müssen. Da nun jeder beliebige Körper in Tetraeder zerlegt 
gedacht werden kann, so lässt sich hieraus schliessen : 

29 In zwei affinen räumlichen Systemen sind die 
Schwerpunkte entsprechender Körper entsprechende 
Punkte. 

Nach Satz 14, 5. Abschnitt, liegen je zwei Punktreihen, welche sich in 
perspectiviseben räumlichen Systemen entsprechen, ebenfalls perspectivisch. Da 
nun je zwei entsprechende Punktreihen affiner räumlicher Systeme einander 
ähnlich sind (Satz 24), so muss das Projectionscentrum von je zwei solchen 
Reiben im allgemeinen unendlich weit entfernt sein, weil für ein in endlicher 
Entfernung gelegenes Centrum die Gegenpunkte beider Reihen nicht unendlich 
ferne liegen könnten. Nur wenn die üollincationsebene auch unendlich ferne 
gelegen ist, kann das Projectionscentrum in endlicher Entferuung liegen. Dieses 
Projectionscentrum ist aber identisch mit dem Collineatiouscentrum der zwei 
affinen räumlichen Systeme ; wir können also behaupten: Das Colliueatioiis- 
centrum affiner räumlicher Systeme liegt immer unendlich 
ferne, wenn die Colliucationsebene in endlicher Eulfernnug 
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gelegen ist. Befindet sich die Collineationsebene gleichfalls in unendlicher 
Entfernung, sind also Je zwei entsprechende Gerade der räumlichen Systeme 
zu einander parallel, so kann das Collineationsccntrum sowohl in endlicher, als 
anch in unendlicher Entfernung liegen. 

Bie Collineatiouseheue affiner räumlicher Systeme wird Affinitäts- 
ebene und jeder Collineationsstrahl solcher Systeme ein Affinitätsstrabl 
genannt. Im allgemeinen sind , wie eben erklärt wurde, alle Affinitätsstrablen 
zu einander parallel und bilden jenen ParallelStralilenbündel, welcher 
fhr die beiden' räumlichen Systeme projicirend ist. Dass mau jedes von zwei 
solchen Systemen eine räumliche Parallel-Projection des anderen 
nennt, ist bereits erwähnt worden. 

Oewübniieh setzen wir voraus, wenn von perspectivisfh liegenden affinen 
räumlichen Systemen die Rede ist , dass die Affinitätsebene in end- 
licher und dusAffinitätscentrum in unendlicher Entfern ung 
gelegen sei. 

Sind AA, und ßff, irgend zwei Paare von Punkten, die sich in affinen 
räumlichen Systemen, welche perspectivisch liegen entsprechen, so sind die 
Geraden AA, und HJi, — als Affinitätsstrablen — zu einander parallel und 
die Geraden AB. A,B, mUssen sich in ein nnd demselben Punkte der Affinitäts- 
ebene schneiden. Heissen daher M und N beziehungsweise die Schnittpunkte 
von AA, und JIB, mit der Affinitätsebene, so besteht die Proportion; 

AM : A,AI= BN : B,N. 

Wird das unendlich ferne ('ullineationscentrum durch O bezeichnet, so ist 
der Werth des Doppelverhältnisses 

AO AM 
A,0 ■ A,M 

AO 

der Modulus der affinen Systeme (Satz 18, 5. Abschnitt) und nachdem 

A,Ü 

gleich der Einheit ist, so muss 

A,M _ B,M 
AM ~ BM 

gleich diesem Modulus sein. Man kann also sagen: 

30. In zwei affinen räumlichen Systemen, welche per- 
spectivisch liegen, hat dasVerhältniss der Abstände irgend 
zweier entsprechender Punkte von der Affinitätsebene einen 
constanten Werth, welcher gleich dem Modulus der beiden 
affinen Systeme ist. 

Befinden sich zwei entsprechende Punkte der affinen Systeme zn ver- 
schiedenen Seiten der Affinitätsebene , so ist der Modulus negativ und man 
sagt, dass die beiden Systeme entgegengesetzt perspectivisch 
liegen. Befinden sich aber zwei entsprechende Pnnkte auf derselben Seite der 
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m-, 

Affinilälscbcnc, SO hat der Motlalus eiuen positiven Werth und die beiden 
Systeme werden ein stimmig perspectiviscb liegend genannt. 

Sind T und 1\ irgend zwei Tetraeder , welche sieb in perspcctivischen 
affinen Systemen entsprechen, so hat nach Satz 28, h. Abschnitt, das Verhiltniss 
der Kubikinhalte von T und J\ einen constanlen Werth. Dass dieser Werth 
gleich dem Modulus der beiden Systeme ist, ergibt sich aus Folgendem. Die 
Seitenflächen von T nennen wir abed, die denselben entsprechenden von 
seien a,b^c,d^ uud die Eckpunkte, welche den Flächen d, il^ gcgenttberliegen, 
heissen wir D und D, . Jedes von den drei Paaren sich entsprechender Ebenen 
aa^, cc, schneidet sich in einer Geraden, welche der Affinitätsebene ange- 
hürt. Diese drei Durchscbnittslinien bilden ein sich selbst entspreebendes Drei- 
eck, dessen Eckpunkte wir MNO nennen wollen. Die zwei Tetraeder DMNÜ 
und l\MNU , welche wir der Kürze wegen beziehungsweise durch t und 
bezeichnen wollen , entsprechen sich ; daher gilt dem eben erwähnten Satze 
zufolge die Proportion 

T-. l\=t: 

Nachdem nun I und l, eine gemeinschaftliche Grundfläche JFVO haben, so 
verhalten sich ihre Kubikinhalte wie ihre Höhen, nämlich wie die Abstände der 
entsprechenden Punkte iJ und yj, von der Affiuitätsebene. Das Verhältniss dieser 
Abstände ist aber gleich dem Modulus der beiden affinen Systeme, also muss 
das Verhältniss der Kubikinhalte von irgend zwei entsprechenden Tetraedern T 
und T, zweier perspectiviscb liegender affiner Systeme gleich dem Modulus der 
letzteren sein. Hieraus folgt, da man sich jeden beliebigen Körper aus Tetraedern 
zusammengesetzt denken kann : 

31. In zwei affinen räumlichen Systemen, welche per- 
spectivisch liegen, ist das Verhältniss der Kubikinhalte 
von irgend zwei entsprechenden Körpern gleich dem 
Modulus der beiden Systeme. 

Haben je zwei entsprechende Strecken affiner räumlicher Systemen das- 
selbe Längenverbältniss, so sagt man, dass die beiden Systeme einander ähnlich 
sind. Während also in affinen ränmlichen Systemen nur solche entsprechende 
Strecken ein bestimmtes constantes Verhältniss haben , welche denselben sich 
entsprechenden Geraden parallel sind, so ist in ähnlichen räumlichen Systemen 
das Längenverbältniss von irgend zwei entsprechenden Strecken constant, welche 
auch ihre Richtungen sein mögen. Hieraus ist zu ersehen, dass die Aehnlichkeit 
einen speciellen Fall der Affinität bildet. 

Aus dem Umstande, dass je zwei entsprechende Strecken ähnlicher räum- 
licher Systeme ein constantes Verhältniss haben folgt, dass je zwei entsprechende 
Dreiecke solcher Systeme ähnlich sein müssen. Daher sind in ähnlichen 
räumlichen Systemen je zwei entsprechende Winkel gleich 
gross und je zwei entsprechende Strahlcnhiischel und 
Strablenbündel congruent. 
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Wenn zwei ähnliche ränmliche Systeme perspectivisch liegen, so haben 
sie im allgemeinen eine in unendlicher Entfernung liegende Collineationsebene ; 
denn wOrde diese Ebene sich in endlicher Entfernung befinden, so mOssten die 
Systeme, wie wir später sehen werden, entweder identisch, oder symetrisch sein, 
nachdem- je zwei entsprechende Gerade sich in einem Punkte der Collineations- 
ebene schneiden und mit ihr gleiche Winkel bilden. Die Collineations- 
ebene ähnlicher räumlicher Systeme liegt somit in unend- 
licher Entfernung. Dass das Colliueationsoentrnm solcher Systeme im 
allgemeinen in endlicher Entfernung gelegen ist , folgt ans dem Umstande, 
dass je zwei entsprechende Pnnktreihe.n derselben zu einander parallel und 
zugleich congrnent sein mussten, wenn sowohl die Collineationsebene als auch 
das Collineationscentrum unendlich ferne liegen würden. Die beiden Systeme 
wären dann nicht bloss ähnlich, sondern congrnent. 

Man nennt daß Collineationscentrum ähnlicher Systeme den A e h n I i c h- 
keitspunkt und die Collineationsstrablen Aebniichkeitsstrahlen. 

Befinden sich je zwei entsprechende Punkte ähnlicher räumlicher Systeme, 
welche perspectivisch liegen, zu verschiedenen Seiten des Aehnlichkeitspunktes, 
so sagt man, dass die beiden Systeme entgegengesetzt perspectivisch 
liegen und wenn je zwei entsprechende Punkte auf derselben Seite des Aehu- 
licbkeitspnnktes gelegen sind , so werden die beiden Systeme einstimmig 
perspectivisch genannt, im ersteren Falle heißet der Aebnlicbkeitsponkt 
' ein innerer, im zweiten ein ä n s s e r e r. , 

Das Verhältniss der Abstände je zweier entsprechender Punkte von der 
unendlich fernen Collineationsebene ist gleich der Einheit, daher muss der 
Modulus ähnlicher räumlicher Systeme , welche perspectivisch liegen, gleich 
dem Verhältnisse der Abstände irgend zweier entsprechender Punkte vom Aehu- 
lichkeitspunkt oder, was dasselbe ist, gleich dem Längenverhältniss irgend zweier 
entsprechender Strecken sein (Satz 18, 5. Abschnitt). Der Modulus einstimmig 
perspectivischer Systeme ist daher positiv, der Modulus entgegengesetzt perspec- 
tiviseber Systeme aber negativ. 

Ist in ähnlichen räumlichen Systemen das constante Längenverhältniss 
von je zwei entsprechenden Strecken gleich der Einheit, so nennt man die beiden 
Systeme congrnent, wenn sie in eine solche Lage gebracht werden können, 
dass alle ihre entsprechenden Elemente znsamrnenfallen. Ist jedoch eine der- 
artige Lage nicht möglich , so heissen die beiden Systeme symetrisch. Die 
Congruenz und Symetrie können demnach als specielle Fälle der Aehnlicbkeil 
betrachtet werden. Sowohl in congrnenten, als auch in symetrischen räumlichen 
Systemen sind je zwei entsprechende Strecken, je zwei entsprechende ebene 
Winkel und Fläcbenwinkel einander gleich. Dennoch besteht zwischen con- 
gruenten und symetrischen räumlichen Systemen ein wesentlicher Unter- 
schied. Die rechte nnd linke Hand z. B. sind zwar symetrisch , aber nicht 
congruent. 

Standigl: Lthrbnoh dar nanaran Gaomatria. 22 
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BezaglicU der perspectiv^scben Loge von zwei symetriscben r&amlicben 
Systemen sind nnr zwei Fälle denkbar : Entweder liegt die Collineationsebene 
in endlicher Entfernang und das Collineationscentmm nnendlicb entfernt , oder 
umgekehrt. Denn würden Collineationsebene nnd Centrnm in endlicher Ent- 
fernang liegen, so könnten nicht je zwei entsprechende Strecken gleiche Orösse 
haben nnd wenn Collineationsebene und Centrum unendlich ferne gelegen wären, 
so müssten die beiden Systeme congrnent sein. Im ersteren Fälle — wenn die 
Collineationsebene sich in endlicher Entfernang befindet — wird jede zwischen 
zwei entsprechenden Punkten gelegene Strecke von der Collineationsebene 
balbirt and alle Collineationsstrablen stehen anf letzterer Ebene senkrecht. Im 
zweiten Falle — wenn das Collineationscentrum in endlicher Entfernung Hegt — 
wird der Abstand je zweier entsprechender Pnnkte vom Collineationscentrnro 
balbirt and je zwei entsprechende Gerade oder Ebenen sind zn einander parallel. 

Bei congrnenten ränmiieben Systemen, welche perspectivisch liegen, ohne 
mit allen ihren entsprechenden Elementen znsammenznfallen, befinden sich die 
Collineationsebene nnd das Collineationscentmm in unendlicher Entfernang. Die 
Collineationsstrablen, sowie aneb je zwei entsprechende Gerade and Ebenen 
solcher Systeme sind daher zn einander parallel. 


e) Involntorisehe räumliche Systeme. 

Zwef collineare oder reciproke ränmlicbe Systeme werden involntorisch 
liegend, oder involntorisch genannt, wenn jedes Element E demselben 
Elemente E^ entspricht, ob man E als Element des einen oder des andern 
Systems betrachtet. Häufig werden je zwei solche Systeme als ein einziges anf- 
gefasst nnd man nennt dann letzteres ein involntorisch es ränmliches 
System. 

Zunächst nntersBcben wir involntorisehe Systeme, welche ans zwei col- 
linearen räumlich,en Systemen bestehen. 

Sind 2 nnd 2^ zwei collineare räumliche Systeme und AA .^ , .BB, , CC, 
drei Paare entsprechender Pnnkte von 2 nnd 2', , welche nicht alle derselben 
Ebene angehören and so gelegen sind, dass A, B, C den Punkten Ä,, Bj, C, 
entsprechen, ob man A, B, C als Elemente von 2 oder von 2', betrachtet , so 
findet dieselbe Beziehnng bei allen Paaren entsprechender Punkte statt, d. b. 2 
nnd 2^ liegen involntorisch. Dies ergibt sich ans folgender Untersnehnng. 

Der Kürze wegen nennen wir die Geraden AA^, BB,, CC, beziehungs- 
weise a, b, c. Jede dieser drei Geraden entspricht sich selbst, dtfaer ist jeder 
Schnittpunkt von zweien derselben ein selbstentsprechender Punkt und jede 
Ebene , welche zwei von ihnen enthält , eine selbstentsprechende Ebene. 
Bezüglich der gegenseitigen I>age von a, b, c können non folgende Fälle 
eiiitreten : 

1. a, b, c schneiden sich in ein nnd demselben Punkte. 
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2. Eine von den drei Geraden schneidet die beiden andern in verschiedenen 
Punkten. 

3. Es schneiden sich nur zwei von den drei Geraden. 

4. Keine zwei von den drei Geraden schneiden sich. 

Im Falle 1 ist der Schnittpunkt 0 von n, b, c ein Doppelpunkt jeder der 
drei involutoriscben Reihen R. R, R\ deren Träger «. 4, e bilden (vergleiche 
Satz 2, 5. Abschnitt und Satz ül, 1. Abschnitt), und zugleich das Involiitions- 
centrum eines jeden von den drei involutoriscben ebenen Systemen, deren Träger 
die Ebenen ab, ac, bc sind (vergleiche Kapitel c des 3. Abschnittes). Die Invo- 
lutionsaxe eines jeden solchen Systemes wird durch die Verbindungslinien je 
zweier Doppelpunkte der Reihen R, R\ R’ gebildet, uml jene El)ene J, welche 
durch die drei Invointionsaxen bestimmt wird, ist nicht nur eine sich selbst ent- 
sprechende, sondern jeder ihrer Punkte ist nach Satz 7, 3. Abschnitt, ein sich 
selbst entsprechendes Element von und 2^. — Bezeichnet nun P irgend einen 
Punkt von 2 und n die durch a und P bestimmte Ebene, so muss it eine sich 
selbst entsprechende Ebene sein, welche den Punkt P, enthält, der dem Punkte 
P entspricht, n ist aber der Träger eines involutoriscben ebenen Systems, dessen 
Axe sich in der Ebene J befindet und dessen Centrum der Punkt O bildet. Daher 
entspricht dem beliebig gewählten Punkte P derselbe Punkt P,, ob man P als 
Element von 2' oder von betrachtet, d. h. die beiden räumlichen 
Systeme 2' und liegen i n v ol u to r i s c h. Nachdem alle Elemente der 
Ebene J- sich selbst entsprechen, so sind aber 2 und 2^ anch perspectivisch 
gelegen (Satz 19, 5. Abschnitt), daher sagt man, dass und .3, perspec- 
tivisch - i n V o 1 u t o ri s c h liegen. Das Colliocationscentrnni (0) solcher 
Systeme wird Involution scentrum, die Coilincationsebene (</) Involu- 
tionsebene und jeder Collineationsstrabl ein Involutionsstrahl 
genannt. 

FOr den Fall 2 nehmen wir an, die Gerade b werde von o und c beziehungs- 
weise in den Punkten D und E geschnitten. Diese zwei Punkte bilden dann 
zugleich die Doppelpunkte jener involatorischen Reihe R, deren Träger b ist, 
sowie auch Doppelpunkte der auf a und c befindlichen Reihen R, R'; und zwar 
gehört D der Reihe R und E der Reihe R' an. Die übrigen Doppelpunkte von 
R und R' nennen wir beziehungsweise F und O. Die zwei durch a, b und 6, r 
bestimmten Ebenen sind nun die Träger involntorischer ebener Systeme, dereh 
Involutionscentra sich beziehungsweise in D und E befinden, während die 
Invointionsaxen durch die Gerädert EF und DG gebildet werden. Ausser den 
säimntlicheu Punkten dieser Axen, welche wir durch l und T bezeichnen wollen, 
können 2 und 2^ keine Punkte mehr entsprechend gemein haben, da sie sonst 
identisch sein müssten (Satz lU, 5. Abschnitt). Jede Ebene, welche durch l oder 
t geht, ist eine selbst entsprechende, denn istz. B. a irgend eine durch / gehende 
Ebene, so schneidet dieselbe F in einem selbstentsprechenden Punkte 'und muss 
demnach der durch letzteren Punkt und die Gerade l bestimmten Ebene entsprechen. 

22 * 
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Der Durchschnitt der Ebene ab oder bc mit einer beziehungsweise durch 
t oder l gehenden Ebene ist der Träger einer involutorischen Reibe, daher 
bildet jede durch l oder f gelegte Ebene den Träger eines involutorischen 
Systemes, dessen Axe beziehungsweise l oder V ist und sein Centrom in f oder l 
hat. — Ist non P irgend ein Punkt von 2, so muss demselben ein in der Ebene 
PI gelegener Punkt P, von 2', entsprechen und da diese Ebene den Träger 
eines involutorischen Systemes bildet, so entspricht dem beliebig gewählten 
Punkte P derselbe Punkt P,, ob man P als Element von 2 oder von 2j 
betrachtet, d. h, 2 und 2^ liegen involnto risch. Man nennt zwei der- 
artige involntorisch liegende räumliche Systeme, welche alle Punkte zweier sich 
nicht schneidender Geraden {I und r) entsprechend gemein haben, geschaart- 
in volotoriscbe Systeme, zum Unterschiede von jenen involutorischen 
Systemen, die zugleich auch perspectiviscb liegen. Die beiden Geraden l und f 
heissen die Involutionsaxen und jede Gerade, welche I und T schneidet, 
also sich selbst entspricht, wird ein Leits trab I genannt. 

Bezflglicb des Falles 3 wollen wir anoehmen, die zwei sich schneidenden 
Geraden seien a und b. Ihren Schnittpunkt, weichet zugleich ein Doppelpunkt 
der auf a und b befindlichen involutorischen Reihen R und ff ist , bezeichnen 
wir durch D; die zwei Obrigen Doppelpunkte der genannten Reihen nennen wir 
beziebongsweise E und F. Nachdem die Ebene ab eine sich selbst entsprechende 
ist und auch die Gerade c sich selbst entspricht, so muss der Schnittpunkt dieser 
Ebene mite ein selbstentsprccbender Punkt sein. In der Ebene ab, als Träger 
eines involutorischen ebenen Systemes, gibt es aber ausser D und den Punkten 
der Involntioosaxe EF keine weiteren selbsteotsprechenden Punkte, daher kann 
c die Ebene ab nur in einem Punkte der Geraden EF schneiden. — Die Fälle, 
in denen c durch D, E oder F geht, worden bereit^ unter 1 und 2 in Betracht 
gezogen. — Der Schnittpunkt 0 von c und EF ist einer der Doppelpunkte jener 
involutorischen Reibe, welche sich auf c befindet. Den zweiten Doppelpunkt 
nennen wir G. Die Ebene , welche durch D und c bestimmt wird , bildet den 
Träger eines involutoriseben ebenen Systemes, dessen Centriim sich io 0 befindet 
und das seine Involotionsaxe in DG hat. Die zwei sich nicht schneidenden Geraden 
EF und DG sind demnach Träger von Ponktreiben, deren sämmtlicbe Punkte 
sich selbst entsprechen. Ausser diesen Punkten können 2 und 2, keine weiteren 
Punkte entsprechend gemein haben, ohne identisch zu sein. Aus denselben Grün- 
den, welche wir gelegentlich der Untersuchung des Falles 2 angeführt haben, ist 
jede durch eine der Geraden EF oder DG gebende Ebene der Träger eines 
involutoriseben Systemes und irgend einem Punkte P muss derselbe Punkt P^ 
entsprechen, ob man P als Element von 2 oder von 2, betrachtet. Der in Rede 
stehende Fall ist also von dem vorhergehenden dicht wesentlich verschieden. Die 
Systeme 2 und 2, liegen gleichfalls geschaart-involu'toriscb. 

Wenn , keine zwei von den drei Geraden a, b, c sich schneiden, so können 
zwei verschiedene Fälle eintreten. Entweder alle drei involutorischen Reiben 
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R, R, R", deren Träger a, b, c bilden, verlaufen entgegengesetzt und haben so- 
mit reelle Doppelpunkte, oder sie verlanfen einstimmig und ihre Doppelpunkte 
sind imaginär. Um dies einxnsebcn nehmen wir an, eine von den genannten drei 
Reiben, etwa die auf a betindliphe R, habe reelle Doppelpunkte. Jede Ebene, 
welche durch einen dieser Punkte und die Gerade b geht, ist eine sich selbst 
entsprechende und schneidet die dritte Gerade c in einem selbstentsprechenden 
Punkte. Ebenso wird die Gerade b von den zwei Ebenen, welche durch c nnd 
die Doppelpunkte von R gehen , in selbstentsprechenden Punkten geschnitten. 
Ist hingegen in einer der drei Reihen, etwa in R, kein reeller Doppelpunkt vor- 
handen, so gibt es ancb io R' nnd ü" keine solchen Punkte ; denn wäre z. B. 
D ein reeller Doppelpunkt von Rf, so würde a von der sich selbst entsprechen- 
den Ebene; Lc in einem selbsteotsprechenden Punkte geschnitten , was gegen 
die Voraussetzung ist. Auch sieht man nnn leicht ein, dass wenn in einer der 
drei Reihen , also in jeder derselben nnr imaginäre Doppelpunkte Vorkommen, 
in den beiden räumlichen Systemen - nnd äberhanpt keine reellen Punkte 
nnd Ebenen existiren können, welche sich selbst entsprechen. 

Jede der drei Geraden a, b, c bildet die Axe eines EbenenbUschels, welcher 
gegen die auf den beider; anderen Geraden befindlichen involutorischen Reiheu 
perspectiviscb liegt. Daher ist Jeder solche Bäschei selbst iovolutorisch nnd 
besitzt reelle oder imaginäre Doppelcbenen je nachdem in R, R', R" reelle oder 
imaginäre Doppelpunkte vorhanden sind. Ist nnn d eine reelle Doppelebene des 
Bäscbels, welcher seine Axe in u bat, so werden b und c von d in selbstent- 
spreebenden Punkten geschnitten, deren Verbindungslinie l io d liegt, also- a in 
einem Doppelpunkte schneidet. Die Gerade l enthält demnach drei sich selbst 
entsprechende Punkte, woraus man schliessen kann , dass und sämmtliche 
Punkte von l entsprechend gemein haben. Bezüglich der zweiten Doppelebene 
des Büschels mit der Axe a gilt dasselbe , daher haben 2' und 2, alle Punkte 
von zwei sieb nicht schneidenden Geraden l und {■ entsprechend gemein, wie in 
den Fällen 2 nnd 3. Diese beiden Geraden werden von a, b und c geschnitten. 
— Dass 2 nnd 2, ein gescbaart-involntorisches System bilden 
wenn l und V reell sind, lässt sich wie in den bereits betrachteten Fällen 
nachweiseo. 

Haben 2 und 2, keinen reellen Punkt entsprechend gemein, so liegen sie 
ebenfalls involntorisch. Irgend ein Punkt P von 2 kann nämlich als der Durch- 
schoittspnnkt von drei Ebenen a, ß, y betrachtet werden, von denen jede 
beziehungsweise einem der drei involutorischen Büschel mit den Axen a, b, c 
angehört. Sind daher a,, /$,, y, die den Ebenen a, ß, y entsprechenden , so ist 
der dem Punkte P entsprechende P, der Seboittpunkt von a, , /?, , y, und Pj ent- 
spricht dem Punkte P doppelt, da auch ß^, y, und a, ß, y sich doppelt ent- 
sprechen. — Zwei solche involotorische räumliche Systeme, welche keinen reellen 
Punkt entsprechend gemein haben , werden ebenfalls, ge sch aart- involu- 
torisebe Systeme genannt. Ihre Involutionsaxen sind imaginär. , 
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Die wicbligsten Eigenschaften pcrspectiviscb - involuturiscber ränrnlicher 
Systeme drückt folgender Satz aus ; 

32. Liegen zwei collinearu rftumlicbc Systeme perspec- 
tiviseb - involutoriscb so coiiicidireii ihre Gegeuebenen 
und balbireii den Abstand des I nvolutionscen tru ms von der 
} u vo I u ti 0 u B ebe ne. Der Modulus solcher Systeme ist demnach 
immer gleich — 1 und jo zwei entsprechende Punkte, Ge- 
rade oder Ebenen derselben w'erden durch das Centrnm 
und die Involutioosebene harmonisch getrennt. Jeder Invo- 
lutionsstrahl ist der Träger einer involutorischen Punkt- 
reibe und jede durch das Centrnm gehende Ebene der Trä- 
ger eines involutorischen ebenen Systemes. Zwei perspec- 
tivischc räumliche Systeme liegen immer involutoriscb, 
wenn ihre Gegenebenen coincidiren. 

Wir fiberlassen es dem Leser jene speciellen Fälle -zu untersuchen, in 
welchen entweder das Centrum, oder die Involutionsebene , oder beide zugleich 
in unendlicher Entfernung liegen. 

tiezöglich der geschaart - involutorischen räumlichen Systeme gilt der Satz: 

33. In einem geschaart -involutorischen räumlichen 
Systeme gibt es entweder keine reellen sich selbst entspre- 
chenden Punkte und Ebenen oder sämmtlicbo Punkte von 
zwei sich nicht schneidenden Geraden, welche die Involu- 
tionsaxen genannt werden, entsprechen sich selbst. Im 
letzteren Falle sch n ei d e t j e de Verbindungslinie zweiersich 
entsprechender Punkte beide Involutionsaxen* und je zwei 
solche Punkte werden durch diese Axen harmonisch 
getrennt. Jede durch eine Involutionsaxe l gehende Ebene 
bildet den Träger eines involutorischen ebenen Systemes, 
dessen Axe / ist und welches sein Centrnm in der zweiten 
Involutionsaxe V hat. Die Verbindungslinie irgend zweier 
entsprechender Punkte geschaart - involntorischer Systeme 
bildet den Träger einer involutorischen Pnnktreihe, daher 
coincidiren die Gegenebenen solcher Systeme. 

In dem speciellen Falle, wenn eine der Involutionsaxen in unendlicher 
Entfernung gelegen ist, balbirt die andere Axe die Entfernung von jo' zwei ent- 
sprechenden Punkten. 

Ist m irgend eine Gerade , welche keine von den zwei Involutionsaxen 
schneidet, so bilden sämmtliche diese Gerade schneidenden Leitstrahlen eine 
Regelfläche, auf welcher sich auch die der Geraden m entsprechende m, befindet. 
m und m, gehören zu einer Schaar von Erzeugenden, der auch die Axen angc- 
hören, während die andere Schaar von sämmtlicheu die Gerade m schneiden- 
den Lcitstrahlen gebildet wird. 
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Wir gehen non zur Betrachtang der reciproken iuvolutorisch liegen- 
den r&nmlichen Systeme über. Vor allem bemerken wir, dass man zwei solche 
Systeme sehr häufig als ein einziges anffasst , welches dann ein räumliches 
Polarsyste'm genannt wird. 

34. Wenn in zwei reciproken ränmiichen Systemen 2' 
und den Eckpunkten eines Tetraeders die ihnen gegen- 
überliegenden Seitenflächen entsprechen , so liegen 2 und 

involntorisch und bilden also ein räumiiebes Polar- 
system. 

Die Eckpunkte eines solchen Tetraeders, als Punkte von .3 betrachtet, 
nennen wir A, B, C, D und die ihnen gegenüberliegenden Seitenflächen bezie- 
hungsweise cc,, /$,, y,, dj. Nachdem der Punkt A, als Element von 2f,, den 
Schnittpunkt von /$,, y,, d, bildet, so entspricht ihm jene Ebene in .2:',, welche 
durch die den Ebenen y,, d, entsprechenden Punkte geht; also wieder die 
Ebene a,. Auf dieselbe Art lässt sich zeigen, dass auch jedem der übrigen drei 
Eckpunkte des Tetraeders die ihm gegenüberliegende Seitenfläche doppelt ent- 
spricht. — Man nennt ein solches Tetraeder ein Polartetraedcr. — 
Jeder dnreb die Kante AB gebenden Ebene entspricht ein Punkt, welcher in 
der Schnittlinie CD der den Punkten A nnd B entsprechenden Ebenen a,, ß, 
liegt, daher entspricht einem Ebeneubüschel E mit der Axe AB eine auf CD 
gelegene Pnnktreibe £,. Der Büschel E nnd die Reibe i2, sind nach Satz 2, 
5 Abschnitt, projectiviscb und da die Reibe B, in welcher E von CD geschnitten 
wird, gegen involntorisch liegt, weil sich die Punkte C und D in B und B^ 
doppelt entsprechen, so liegen auch E und i2, involutorisch. Daraus folgt , dass 
jeder durch AB gehenden Ebene, als Element von 2 oder von betrachtet 
ein und derselbe in CD gelegene Punkt entspricht. Bezüglich jeder anderen 
Kante des Polartetraeders gilt dasselbe , was eben für AB naebgewiesen wurde, 
daher Hegt jeder Ebenenbflscbel, dessen Axe eine Kante des Tetraeders bildet, 
gegen die ihm entsprechende Pnnktreibe involntorisch. Letztere Reihe befindet 
sich auf jener Kante , welche von der Axe des Büschels nicht geschnitten wird, 
ihr also gegenOberUegt Irgend ein Punkt P des Systemes 2' kann nnn als der 
Durchschnitt von drei Ebenen ,u, v, m dreier Büschel betrachtet werden, deren 
Axen drei beliebige Kanten des Polartetraeders bilden. Daher entspricht dem 
Punkte P jene Ebene , -welche durch die den Ebenen ft, r, ca entsprechenden 
Punkte M, N, 0 geben ; nnd weil diese Ebenen nnd diese Punkte sich 
doppelt entsprechen , so entspricht auch der Punkt P der Ebene MNO 
doppelt. Der Punkt P ist aber ein ganz beliebiger, folglich liegen 2 nnd 
involntorisch. 

Ans dem Satze 12, 5. Abschnitt, ergibt sich unmittelbar der folgende ; 

35. Ein räumliches Polarsystem ist durch irgend ein 
Polartetraeder und einen ausserhalb der Seitenflächen 
des Tetraeders liegenden Punkt mit der ihm entsprechenden 
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Kbene, welche durch keinen der Eckpunkte des Tetraeders 
geht, vollkommenhestimmt. 

Die Möglichkeit der involutorischen Luge zweier reciproker räumlicher 
Systeme ist durch diesen und den vorhergehenden Satz nachgewiesen. Mao 
kann ja zwei solche Systeme dem Satze 12 dieses Abschnittes zufolge immer 
derart auf einander beziehen, dass den Ecken eines Tetraeders die ihnen 
gegenüberliegenden Seitenflächen entsprechen und irgend einem auf ' keiner 
dieser Seitenflächen liegenden Punkte eine durch keinen der Eckpunkte gehende 
Ebene entspricht. 

Jeder Punkt eines räumlichen Polarsystemes wird der Pol der ihm 
entsprechenden Ebene, jede Ebene die Polar ebene des ihr entsprechenden 
Punktes und jede Gerade die Polare der ihr entsprechenden Geraden genannt. 

Zwei Punkte eines räumlichen Zwei Ebenen eines räumlichen 

Polarsystemes heissen einander con- Polarsystemes heissen einander con- 

j n g i r t, wenn einer, also jeder von j n g i r t, wenn eine, also jede von ihnen 

ihnen in der Polarebene des anderen durch den Pol der anderen geht, 

liegt. 

Einen Punkt und eine Gerade Eine Ebene und eine Gerade 

nennt mau conjogirte Elemente eines nennt man conjugirte Elemente eines 

räumlichen Polarsystemes, wenn die ränmlkben Polarsystemes, wenn die 

Gerade in der Polarebene des Punktes, Gerade durch den Pol der Ebene, also 

also der Punkt in der Polaren der die Ebene dnreb die Polare der 

Geraden liegt. Geraden geht. 

Zwei Gerade eines räumlichen Polarsystemes werden conjngirt genannt, 
wenn eide, also jede von ihnen die Polare der anderen schneidet. 

Diesen Erklärungen zufolge ist ein Punkt allen Punkten und Geraden 
seiner Polarebene, eine Ebene allen durch ihren Pol gehenden Ebenen und 
Geraden, endlich eine Gerade allen Punkten ihrer Polaren, sowie auch allen 
Ebenen, welche durch diese Polare gehen, und allen die letztere schneidenden 
Geraden conj ugirt. 

Liegt ein Punkt auf seiner Polarebene, so ist sowohl der Punkt, als auch 
die Ebene sich selbst conjugirt. Eine Gerade ist sich selbst conjngirt, wenn sie 
entweder sich selbst entspricht, oder wenn sic ihre Polare schneidet. 

Jeder Punkt A eines räumlichen Polarsystemes- kann als ein Eckpunkt 
eines Pülartetraeders betrachtet werden. Die Polarebene von A bildet die dem 
Eckpunkte A gegenüberliegende Seitenfläche. Eine beliebige durch A gehende 
Ebene bildet eine zweite- Seitenfläche und der in a, gelegene Pol B von 
einen zweiten Eckpunkt. Irgend eine durch die Kante AB gehende Ebene kann 
ferner als eine dritte Seitenfläche y, angenommen werden. Der im Durchschnitte 
von er, und liegende Pol C der Ebene •/^ bildet einen dritten Eckpunkt. Der 
vierte Eckpunkt endlich ist der Schnittpunkt D der drei Ebenen «j, /¥,, y, und 
die vierte Seitenfläche ist die durch AB und C bestimmte Ebene. — Diesen 
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ErkläroDgen zafolge kann man auch jede beliebige Ebene als Seitenfläche and 
jede beliebige Gerade als Kante eines Polartetraeders betrachten, worans 
bervorgebt, dass es in einem räumlichen Polarsysteme nnendlich viele Polar- 
tetraeder gibt. 

Wir haben bereits nachgewiesen, dass jeder EbenenbQscbel, dessen Axe 
eine Kante eines Polartetraeders bildet, gegen die ihm entsprechende Panktreihe 
involntoriscb gelegen ist. Nachdem nun jede Gerade als Axe eines solchen 
Baschels betrachtet werden kann, so liegt jeder Ebenenbüschel eines räumlichen 
Polarsystemes gegen die ihm entsprechende Panktreihe involntoriscb. Dies gilt 
jedoch in dem speciellen Falle nicht, wenn der Träger der Reihe die Axe des 
Büschels schneidet, also sich selbst conjugirt ist. 

Dass auch jeder Strahlcnbflndel gegen das ihm entsprechende ebene 
Systeme involntoriscb liegt, wenn der Träger des letzteren nicht durch den 
Mittelpunkt des ersteren gebt, lässt sich -wie folgt zeigen. Die Eckpunkte eines 
Polartetraeders seien A, B, C, D und die ihnen gegenüberliegenden Seiten- 
flächen beziehungsweise «p ß.^, y,, d,. Durch s bezeichnen wir einen Strahlen- 
bOndel dessen Mittelpunkt A ist. Das diesem Bündel entsprechende ebene 
System, dessen Träger a, sein muss, heisse und jenes ebene System, welches 
durch den Schnitt des Bündels s mit der Ebene n, entsteht, heisse a. Nachdem 
a und o-j reciprok verwandt sind und jedem Eckpunkte des Dreieckes BCD 
die ihm. gegenüberliegende Seite entspricht, so liegen a und c, , also auch und 
s involntoriscb (Sats 52, 3. Abschnitt). Der Mittelpunkt A des Bündels s kann 
nun als ein beliebiger Punkt des räumlichen Polarsystemes betrachtet werden, 
daher erscheint obige Behauptung gerechtfertigt. Es gilt also der Satz ; 

36. Je zwei ungleichartige Grnndgebilde der ersten 
oder zweiten Stufe, welche sich in einem räumlichen Polar- 
systeme entsprechen, liegen im allgemeinen involntoriscb. 

Auch die folgenden Sätze sind nun leicht einzuseben (vergleiche die 
Sätze 27 bis 32 des 4. Abschnittes) ; 

37. In einem räumlichen Polarsysteme bilden alle 
Paare conjugirter Punkte, welche auf ein und derselben 
Geraden liegen, eine involutorische Panktreihe, alle durch 
ein und dieselbe Gerade gebenden Paare conj ngirter Ebenen 
einen invulntorischen Ebenenbüschcl und alle durch ein 
und denselben Punkt gebenden und in derselben Ebene 
liegenden Paare conjugirter Geraden einen in volntorischen 
StrahlenbOscbel. 

38. Jede Ebene eines Jeder Punkt eines ränm- 

ränmlichen Polarsystemes liehen Polarsystemes ist der 
ist der Träger eines ebenen Mittelpunkt eines Polarsy- 
Polarsystemes, in welchem stemes im Strahlenbündel, 
je zwei entsprechende Eie- in welchem je zwei entspro- 
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mente einander in Bezug auf cheode Elemente einander 
das räumliche Polarsystem in Bezug auf das räumliche 
conjugirt sind. Polarsystem conjugirt sind. 

’ Aus dem Satze 61, 3. Abschnitt, und dem zuletzt anfgestellten Satze (links) 
ergibt sich unmittelbar : 

39. Alle Punkte eines räumlichen Polarsystcmes, 
welche auf derihnen entsprechenden Ebene liegen, gehören 
im allgemeinen einer (reellen oder imaginären) Fläche 
zweiter Ordnung an, welche von jeder Ebene die durch 
ihren Pol gebt, in diesem Pole berührt wird. 

Diese Fläche nennt man die Ordnungsfläcbe oder Dircctrix des 
räumlichen Polarsystemes (vergleiche Satz 22 dieses Abschnittes). 

Es fällt nun nicht schwer sich zu ttberzengen, dass jede Fläche zweiter 
Ordnung als Directrix eines ränmliclien Polarsystemes betrachtet werden kann 
und dass je ein Punkt und seine Polarebene io Bezug auf diese Fläche 
entsprechende Elemente des Polarsystemes bilden. 

Ein räumliches Polarsystem wird ein Nullsystem genannt, wenn jeder 
Punkt desselben in seiner Polarebene liegt. Von der Möglichkeit eines solchen 
Systemes kann man sich durch folgende Betrachtung überzeugen, m und n seien 
zwei beliebige sich nicht schneidende Gerade, A, B, C drei beliebige Punkte 
von m und D, E, F drei beliebige Punkte von n. Irgend einen bestimmten 
Punkt der Geraden CF nennen wir P und eine beliebige dnreh CF gehende 
Ebene sei n. Zwei reciproke räumliche Systeme - und können non derart 
auf einander bezogen werden, dass den fünf Punkten A, B, D, E, P beziehungs- 
weise die fünf Ebenen An, Bn, Ihn, Em, n entsprechen (Satz 12, 5. Abschnitt). 
Es müssen sich dann auch die Geraden m und n entsprechen, nachdem der 
Verbindungslinie der Punkte A, B die Durcbschnittslinie n der diesen Punkten 
entsprechenden Ebenen entspricht. Auch ist leicht eiozusehen, dass die Geraden 
AD und selbsteotsprechende Gerade sein müssen. Die Gerade EF entspricht 
gleichfalls sich selbst ; denn der Ebene Pm, weil sie durch P und m gebt, muss 
ein in n und n gelegener Punkt, also der Punkt F entsprechen, und der 
Schnittlinie CF der Ebenen Pm, n entspricht die Verbindungslinie der diesen 
Ebenen zngewiesenen Punkte F, P. Die Punkte A, B, G, sowie auch die Punkte 
D, E, F, liegen demnach auf den ihnen entsprechenden Ebenen, woraus folgt, 
dass sämmtliche Punkte von m und n auf den ihnen entsprechenden Ebenen 
gelegen sind (^Satz 74, 1. Abschnitt), also jede Gerade, welche m und n 
schneidet, sich selbst entspricht. Ist nun Q irgend ein Punkt des Raumes, so 
kann durch denselben eine (aber auch nur eine) m und n schneidende, 
folglich sich selbst entsprechende Gerade gezogen werden ; daher entspricht 
dem Punkte ^ eine durch diese Gerade, also auch durch Q gehende Ebene. — 
Damit ist nun bewiesen, dass in den reciproken Systemen ^ nnd jeder Punkt 
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in der ibm entsprechenden Ebene liegt and wir haben jetzt noch zn zeigen, 
dass 2 and involntorisch gelegen sind. 

Zunächst weisen wir nach, dass irgend zwei entsprechende Gerade a und 
a, von 2 and J'j nicht in derselben Ebene liegen können, ohne zasammen zu 
fallen. Liegen nämlich a and a, in derselben Ebene, so entspricht dem Schnitt- 
pankte von a und als Element von 2' eine darch a,, also durch den ihr 
entsprechenden Punkt gehende Ebene. Irgend einem anderen Punkte von a, 
ausser diesem Schnittpunkte und jenem, welcher der Ebene <u>i entspricht, 
kann aber keine durch ihn gehende Ebene entsprechen, wenn a und Oj nicht 
znsammenfallen, weil jede solche Ebene durch a, geben muss. Heisst P irgend 
ein Punkt von 2 und zr, die ibm entsprechende , folglich durch ihn gehende 
Ebene, so fällt jede in gelegene und durch P gebende Gerade mit der ihr 
entsprechenden zusammen. Sind a und b zwei solche Gerade« so entspricht 
ihrer Ebene n, als Element von S der Schnittpunkt P dieser zwei Geraden ; 
es entsprechen sich also der beliebig gewählte Punkt P und die Ebene n, 
doppelt, daher liegen 2' und involntorisch und bilden ein Nullsystem. 

Jede sich selbst entsprechende Gerade eines Nnllsystemes wird ein 
L e i t s t r ab 1 desselben genannt. 

Wir können nun den Satz aufstellen : 

4ü. In einem Nnllsystem ist jede Gerade, welche zwei 
sich entsprechende, nicht coincidireude Gerade schneidet, 
ein Leitstrahl. Jede Panktreibe, deren Träger kein Leit- 
strahl ist, liegt gegen den ihr entsprechenden Ebenen- 
bttschel perspectivisch. Alle in ein und derselben Ebene 
befindlichen Leitstrahlen bilden einen StrahlenbU,schel 
dessen Mittelpunkt der Pol dieser Ebene ist. Schneidet ein 
Leitstrabi eine von zwei sich entsprechenden Geraden, so 
schneidet er auch die andere. Z wei beliebige Paare sich 
entsprechender Geraden gehören einer Schaar von 
Erzeugenden einer Regelfläcbe zweiter Ordnung an, deren 
zweite Schaar aus Leitstrahlen besteht. 


d) CoUlneatlon und BedproeitSt von Curven und FlUehen. 

Bevor wir die gegenseitigen Beziehungen von Curven untersuchen, welche 
sich in collinearen , oder reciproken räumlichen Systemen entsprechen , ist es 
notbwendig einige Erklärungen voraaszaschicken. 

Eine Curve, bei welcher nicht sämmtliche Punkte in ein und derselben 
Ebene liegen, wird eine Ranmenrve oder eine gewundene Curve 
genannt. Verbindet man irgend einen Punkt P einer Raumeurve G mit sämmt- 
lieben Punkten von C durch gerade Linien, so bilden letztere eine Kegelfläche 
mit dem Mittelpunkte P. Stellt man sieb vor, ein Punkt -Q dorcblaufe die Curve C, 
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SO ist leicht einzaseben, dass die Sccante PQ iu eine Tangente der Cnrve aber- 
geht, sobald Q dem Punkte P nnendlich nahe gekommen ist. Die Tangente t in 
P bildet also ebenfalls eine Erzeugende der ernähuten Kegcifläche. Wird 
durch die Tangente t und jede Lage des die Cnrve dnrchlanfenden Punktes Q je 
eine Ebene gelegt, so bilden alle dadurch erhaltenen Ebenen einen Ebenen- 
böschel mit dgr Axe t. Ist Q dem Punkte P unendlich nahe gekommen, so ent- 
hält die durch t und gelegte' Ebene drei einander nnendlich nahe Elemente 
von C. Man nennt diese Ebene die Oscnlations- oder Sebmiegnngs- 
ebene der Cnrve C im Punkte P, und P den Oscnlationspnnkt dieser 
Ebene. 

Die Gesammtheit aller Tangenten einer Ranmenrve kann als ein Strablen- 
bflschel und die Gesammtheit aller osculirenden Ebenen einer solchen Cnrve 
als ein Ebenenbascbel höherer Art aufgefasst werden. Zwei unendlich nahe Tan- 
genten schneiden sich iu einem Punkte der Cnrve (dem Berttbrungspnnkte), zwei 
unendlich nahe Osculationsebenen in einer Tangente (der Tangente im Oscula- 
tionspnnkte) und drei einander nnendlich nahe Osculationsebenen schneiden sich 
ebenfalls in einem Cnrvenpunkte (dem Osculationspnnkte). 

Wird eine Ranmenrve von keiner Ebene in mehr als nPunkten geschnitten, 
so nennt man sie eine Ranmenrve nter Ordnung, und lassen sich ans 
keinem Punkte mehr als nOscnlationsebenen an die Cnrve legen, so heisst 
letztere eine Ranmenrve Mter Classe. — 

Gehören zwei Curven C und C, zwei collinearen räumlichen Systemen an 
und ist jede derselben die Verbindungslinie jener Punkte, welche den Punkten 
der anderen Cnrve entsprechen, so nennt man die beiden Curven coliinear. 
Wird C von irgend einer Ebene a in nPunkten geschnitten, so schneidet die 
der Ebene ct entsprechende die Curve ebenfalis in nPunkten und lassen sich 
aus einem Punkte A an C nTangenten und Osculationsebenen legen, so gehen 
auch durch jenen Punkt, welcher dem Punkte A entspricht , »Tangenten nnd 
Osculationsebenen der Cnrve C,. Es gilt somit der Satz; 

41. Zwei collineare Curven sind immer von derselben 
Ordnung nnd Classe. 

Sind y nnd / die Gegenebenen der beiden Systeme, in welchen sich die 
Curven C nnd (7, entsprechen, und schneidet C die Ebene y in »Punkten , so 
entspreeben den letzteren n unendlich ferne Punkte von C^ nnd den nTangen- 
ten, welche G in ihren Schnittpunkten mit y berOhren , entsprechen »Asymp- 
toten der Curve C, Schneidet 0 die Ebene y nicht, so ksinn C^ keine unend- 
lich fernen Punkte besitzen. 

In zwei reciproken räumlichen Systemen > nnd entspricht der 
stetigen Aufeinanderfolge von Punkten einer Cnrve des einen Systemes eine stetige 
Aufeinanderfolge von Ebenen des anderen Systemes. Ist also C irgend eine Curve 
von 2, so entspricht derselben ein EbeaenbUschel E — im allgemeinen Sinne 
des Wortes — von Jj. Der Verbindungslinie zweier unendlich naher Punkte 
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TOD C, also einer Tangente , entspricht die Dnrchschnittslinie von zwei unend- 
lich naben Ebenen des Boschels E. Nachdem je zwei nnendlich nabe Tangenten 
Ton C sich schneiden, so liegen je zwei solche unendlich nabe Dnrcbscbnifts- 
linien in derselben Ebene nnd bilden daher im allgemeinen ebenfalls Tangenten 
einer Curve 6’,-. Die Curven C nnd C, werden reciproke Cnrven genannt. 
Dem Schnittpunkte von je zwei nuendlicb nahen Tangenten der Curve C, also 
einem Punkte von C entspricht jene Ebene, welche durch die den zwei Tangen- 
ten von C entsprechenden Tangenten von C, bestimmt wird. Nachdem non jede 
durch zwei unendlich nahe Tangenten gelegte Ebene eine osculirende ist , so 
entspricht jedem Punkte nnd der durch ihn gehenden osculirenden Ebene von C 
beziehungsweise eine osculirende Ebene und ihr Oscnlationsponkt in C^. — 
Einer ebenen Curve entspricht ein System von Ebenen, welche alle ein und die- 
selbe Kegeliliche berohren. Der Mittelpunkt dieser Fläche repräsentirt den 
obigen Erklärungen zufolge jene Curve, welche der Curve C, reciprok ist. 

Wird eine von zwei reciproken Curven durch eine Ebene a in »Punkten 
geschnitten, so lassen sich ans dem der Ebene a entsprechenden Punkte n 
osculirende Ebenen an die andere Cnrve legen, daher gilt der Satz ; 

42 . Sind zwei Curven reciprok, so ist die Ordnungszahl 
der einen gleich der Classedzabl der anderen. 

Zwei Curven, welche sich io involutoriseben collinearen oder reciproken 
Systemen entsprechen, werden involutoriscb liegende Curven genannt. 

Sind 2' und 2'j zwei collineare räumliche Systeme , bezeichnet ferner 
F irgend eine Fläche in ^ und jene Fläche , auf welcher sämmtlicbe den 
Punkten von F entsprechende Punkte von 2', liegen, so werden die Flächen F 
and col linear genannt Schneidet irgend eine Gerade die Fläche F iu 
»Punkten , so wird auch E, von jener Geraden y, , welche der Geraden ff ent- 
spricht, in »Punkten geschnitten, und lassen sich durch ff an die Fläche F n 
berttbrende Ebenen legen, so können ancb aus n berührende Ebenen an E, 
gelegt werden, daher kann man behaupten : 

43 . Zwei collineare Flächen sind immer von derselben 
Ordnung und Classe. 

Nachdem in collinearen Systemen einer Geraden nur wieder eine Gerade 
entspricht, so kann einer Regelfläche nur eine Regelttäcbe entsprechen. Zwei 
Flächen zweiter Ordnung, wovon die eine zur Gattung der Regelfläcben gehört, 
während die andere keine geradlinigen Erzeugenden besitzt, können daher nicht 
collinear sein, wohl aber ist eine Fläche zweiter Ordnung nur wieder einer 
Fläche zweiter Ordnung collinear. Sind / und / die Gegenebenen von zwei 
collinearen Systemen, in welchen sich zwei Flächen zweiter Ordnung E nnd E, 
entsprechen, von denen wir annehmen wollen, dass sie keine Kegel- oder Cilio- 
derflächen sind, so ist E, ein Ellipsoid, wenn E mit der Ebene / keinen reellen 
Punkt gemein hat. Schneidet jedoch E die Ebene y in einem Kegelschnitte, so 
ist Ej ein einfaches oder ein zweifaches Hyperboloid, je nachdem E eine Regel- 
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fläche ist, oder keine geradliniKen Erzengenden besitzt. Schneiden sich F und y 
in zwei geraden Linien , deren Schnittpunkt bekanntlich der Berflbmngspnnkt 
von F and y sein muss, so ist F^ ein hyperbolisches Paraboloid, nnd berQhrt F 
die Ebene y, ohne sie zn schneiden, so nrass F^ ein elliptisches Paraboloid sein. 

In zwei affinen räumlichen Systemen können sich nur zwei Ellipsoide, 
zwei einfache oder zwei zweifache Hyperboloide, zwei elliptische oder zwei 
hyperbolische Paraboloide entsprechen , nachdem die unendlich fernen Punkte 
der einen Fläche den unendlich fernen Punkten der anderen entsprechen mOssen. 
Zwei Flächen zweiter Ordnung, welche sich in afflnen räumlichen Systemen ent- 
sprechen, werden affin genannt 

44. Die Mittelpunkte affiner Flächen der zweiten Ord- 
nung sind entsprechende Punkte der Systeme, welchen die 
Flächen angehören. Jedem Durchmesser und jeder Diame- 
tral-Ebene der einen Fläche entspricht daher beziehungs- 
weise ein Durchmesser und eine Diametra I - Ebene der 
anderen. 

Um dies einzusehen, hat man nur zu berUcksichtigen, dass zwei parallelen 
berährenden Ebenen der einen Fläche zwei parallele berührende Ebenen der 
anderen entsprechen und dass die Verbindungslinie der Berührungspunkte solcher 
Ebenen immer durch den Mittelpunkt gebt. 

45. Wenn die Mittelpunkte von zwei collinearen Flä- 
chen der zweiten Ordnung sich entsprechen, so sind die 
letzteren auch affin. 

Jrgend zwei sich entsprechende Durchmesser der beiden Flächen sind 
nämlich die Träger ähnlicher Punktreihen, daher entsprechen sicli die unend- 
lich fernen Punkte der beiden Systeme, denen die zwei Flächen angebören 
(vergleiche Satz 3G, 3. Abschnitt). 

40. Zwei Ellipsoide, sowie auch zwei einfache, oder 
zwei zweifache Hyperboloide könnnen immer dadurch affin 
auf einander bezogen werden, dass man drei conjugirte 
Durchmesser der einen Fläche drei conjngirten Durch- 
messern der anderen Fläche derart als entsprechend zu- 
weist, dass den eigentlichen Dnrebmessern, wieder eigent- 
liche entsprechen. 

Nach Satz 25, 5. Abschnitt, kann man, um zwei räumliche Systeme aflln 
auf einander zu beziehen, den Eckpunkten eines Tetraeders die Eckpunkte eines 
zweiten Tetraeders willkürlich als entsprechend zuweisen. Der Mittelpunkt und 
drei Endpunkte dreier conjngirter Durchmesser einer Fläche zweiter Ordnung 
bilden nnn Eckpunkte eines Tetraeders, man kann also drei conjngirten Durch- 
messern einer Fläche zweiter Ordnung F drei solche Durchmesser einer anderen 
Fläche zweiter Ordnung Fy^ als entsprechende Elemente affiner Systeme ein- 
ander zuordnen Der Fläche F des einen Systemes entspricht eine Fläche 
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zweiter Ordnung derart, dass jedem eigentlichen oder nneigentlicben Durch- 
messer von F beziehungsweise ein eigentlicher oder nneigentlicher Durchmesser 
von F^ zugewiesen erscheint. Drei conjugirte Durchmesser von F^ fallen nun 
mit drei eben solchen Durchmessern zusammen und zwar coincidiren je zwei 
eigentliche und je zwei nneigeutliche von ihnen, daher sind F, und F^ identisch. 
Hieraus folgt, dass F und F^ affin sein müssen, da wir ja angenommen haben 
F und F^ seien afiTin. 

Dem eben nachgewiesenen Satze zufolge kann man jede Kogelfläche 
auf ein Ellipsoid affin beziehen. Nachdem alle Wflrfel, welche ein und derselben 
Kogelfläche umschrieben sind, gleichen Rauminhalt haben und jedem solchen 
Würfel ein Parallelepiped entspricht, welches das der Kogelfläcbe aflTine Ellip- 
soid in den Endpunkten dreier coujngirter Durchmesser berührt, so kann man 
mit Rücksicht auf den Satz 28, Ö. Abschnitt, schliessen ; 

47. Alle Parallelepiped a, deren Seitenflächen ein und 
dasselbe Ellipsoid in den Endpunkten von drei beliebigen, 
einander copjogirten Durchmessern berühren, haben glei- 
chen Rauminhalt. 

Bezüglich zweier Paraboloide gilt folgender bieher gehöriger Satz, dessen 
leicht herznstelleuden Beweis wir übergehen ; 

48. Zwei elliptische oder zwei hyperbolische Paraboloide 
P und P, können affin auf einander bezogen werden, indem 
man einen Durchmesser d und einen ebenen krummlinigen 
Schnitt von P, dessen Ebene dem Durchmesser d conjngirt 
ist, beziehungsweise einem Durchmesser d, und einem 
ebenen krummlinigen Schnitte von Pj , dessen Ebene dem 
Durchmesser d, conjngirt ist, als entsprechend znweist. 

Ist F irgend eine Fläche eines räumlichen Systemes S und bezeichnet 
ein mit 2 reciprok verwandtes räumliches System, so entspricht der Oesamuit- 
beit der auf F befindlichen Punkte ein System von Ebenen io 2^ , welche alle 
eine Fläche P, berühren. Die Flächen P und P, werden reciprok genannt. 
Jedem Punkte von P entspricht eine berührende Ebene von P,. Zwei unendlich 
nahen Punkten von P entsprechen zwei unendlich nahe Ebenen von F^, daher 
entspricht einer Tangente der einen Fläche auch eine Tangente der anderen. 
Drei einander unendlich nahen Punkten von P sind drei einander unendlich nabe 
berührende Ebenen von P, zngewiesen, somit entspricht jeder berührenden 
Ebene von P ein Punkt von P, . Man kann also sagen : 

49. Sind zwei Flächen reciprok, so entspricht jedem 
Punkte und der durch ihn gehenden berührenden Ebene 
der einen Fläche beziehungsweise eine berührende Ebene 
und ihr Berührungspunkt der anderen Fläche. Jeder 
Tangente und ihrem Berührungspunkte entspricht bezie- 
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UuDgsweise eine Tangente und die durch sie gehende 
Berübrnngsebene. 

Uierans l&sst sieb schliessen, dass wenn F von einer Geraden g in n 
Punkten geschnitten wird, an die Fläche F^ sieb n berOhrende Ebenen legen 
lassen, welche durch die der Geraden g entsprechende gj gehen. Auch ist 
leicht einzuseheii, dass wenn durch g n berührende Ebenen an F gelegt werden 
können, die Fläche F, von g^ in nPunkten geschnitten wird. Es gilt somit 
der Satz : 

50. Sind zwei Flächen reciprok, so ist die Ordnungs- 
zahl der einen gleich. der Classenzabl der. anderen. 

Daraus folgt, dass eine Fläche zweiter Ordnung nur wieder einer Fläche 
zweiter Ordnung reciprok sein kann, nachdem aber in zwei reciproken 
räumlichen Systemen jede Gerade wieder einer Geraden entspricht, so können 
sich in zwei solchen Systemen nur zwei Flächen zweiter Ordnung entsprechen, 
welche beide Regelflächen sind, oder beide keine geraden Erzeugenden 
besitzen. 


e) Raumeurven dritter Ordnung. 

Siud s und s, zwei collineare StrahlenbOndel, welche weder perspectivisch 
noch concentriscb liegen , und weder einen Strahl noch eine Ebene entsprechend 
gemein haben, so ist die Verbindungslinie aller Schnittpunkte von je zwei sich 
entsprechenden Strahlen dieser Bündel eine Raumeurve dritter Ord- 
nung. Letztere wird ein Erzeugniss der beiden Bündel genannt. 

Um nacbznweisen, dass diese Curve von keiner Ebene in mehr als drei 
Punkten geschnitten wird, bezeichnen wir durch M, Jtf, die Mittelpunkte der 
erzeugenden Bündel und nennen irgend eine Ebene, von der wir zunächst 
voranssetzen wollen, dass sie durch keinen der Punkte M oder Af, geht, a. 
Jede solche Ebene schneidet die beiden Bündel in zwei collinearen ebenen 
Systemen, welche weder identisch sein, noch perspectivisch liegen können. Denn 
im ersten Falle würden die Bündel s und s, perspectivisch liegen, im zweiten 
müssten sie eine Ebene entsprechend gemein haben, was gegen unsere Voraus- 
setzungen wäre. Dass s und s, im zweiten Falle eine Ebene entsprechend gemein 
hätten wird klar, wenn man bedenkt, dass die beiden in a gelegenen perspec- 
tiviseben Systeme einen Strahlenbüschel entsprechend gemein haben würden, 
in welchem sich zwei entsprechende perspectivisch liegende Ebenenbüscbel 
von s und s, schneiden müssten. Nach Satz 19, 3. Abschnitt, haben also die 
zwei in a gelegenen Systeme mindestens einen, aber höchstens drei Punkte 
entsprechend gemein und da sich in jedem solchen Punkte zwei entsprechende 
Strahlen von s und s, schneiden, so ist obige BehaupCnng für jede Ebene 
gerechtfertigt, welche nicht durch M oder 3f, gebt. — Enthält a einen der 
Mittelpunkte, etwa so entspricht dem in a gelegenen Strahlenbüschel S von 
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s ein Strablenbüschel von «, . Die StrablenbQscbel S and S, liegen derart, 
dass sich höchstens zwei Paare entsprechender Strahlen derselben schneiden. 
Denn würden sich drei Paare solcher Strahlen schneiden, so müssten S and S^ 
perspectivisch liegen and die erzeugenden Bündel hätten, wie leicht gefolgert 
werden kann, eine Ebene entsprechend gemein. Die Ebene a enthält daher 
höchstens drei Pankte aber mindestens einen Punkt (Jlf) der fraglichen Carve, 
nachdem jeder der Mittelpunkte M and dieser Curve angehören muss. — 
Dass auch in dem Falle, wenn «beide Mittelpunkte enthält, höchstens drei 
Schnittpunkte entsprechender Strahlen in n liegen, bedarf wohl keiner weiteren 
Erklärungen. Es gilt somit der Satz: 

51. Sämmtliche Schnittpunkte von je zwei entsprechen- 
den Strahlen zweier colli nearer StrahlenbOndel liegen im 
allgemeinen anf einer Ranrocurve dritter Ordnung, welche 
auch durch die Mittelpunkte der Bündel gebt. 

Eine Raumeurve kann von keiner niedrigeren als der dritten Ordnung 
sein, denn in jeder nicht ebenen Curve kann man drei Pankte beliebig wählen, 
in denen die Curve von einer Ebene geschnitten wird. 

Keine Gerade schneidet eine Raumeurve dritter Ordnung 
in mehr als zwei Punkten, denn hätte eine Gerade drei Punkte mit der 
Curve gemein, so würde eine durch dieselbe und durch irgend einen vierten 
Punkt der Curve gelegte Ebene mehr als drei Curvenpnnkte enthalten. 

52 Drei projectivische Ebenenbüschel erzeugen im 
allgemeinen eine Raumeurve dritter Ordnung. 

Um dies einzusehen denken wir uns drei projectivische EhenenbUscfael 
E, JE, , durch irgend eine Ebene n geschnitten. Es ergeben sich dadurch drei 
projectivische Strablcnbüschel 5, •$, , .S',, , deren Mittelpunkte M. üf,, üf. die 
Schnittpunkte der Ebene a mit den Axen der drei Büschel sind. S und 
erzeugen nun einen Kegelschnitt K, welcher durch Af und Af, gebt, ebenso 
erzeugen S und S, einen durch Af und Af^ gebenden Kegelschnitt Ä, . Die 
beiden Kegelschnitte haben den Punkt Af gemein und schneiden sich daher 
mindestens noch in einem, aber höchstens noch in drei reellen Punkten, welche 
dem Erzeugnisse der drei Büschel angehören, weil sich in jedem dieser Pankte 
drei entsprechende Ebenen von E. £, und schneiden. Dieses Erzeugniss 
ist also eine Raumeurve dritter Ordnung. — Wäre Af auch ein Punkt, in welchem 
sich drei entsprechende Ebenen von E, E^, E^ schneiden, so hätten K und K^, 
wie man sich leicht überzeugen kann, in Af eine gemeinschaftliche Tangente 
und könnten sich demnach höchstens noch in zwei Punkten schneiden. 

53. Wenn zwei Regelflächen, oder eine Regelfläcbe und 
eine Kegelfläcbe, oder auch zwei Kegelflächen zweiter 
Ordnung eine gerade Erzeugende gemein haben, so schneiden 
sie sich im allgemeinen noch in einer Raumeurve dritter 
Ordnung. 

Stnadizl; Lshrbveb der D«n«rsD ÜMmtttn« 23 
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Der Beweis hiefOr kann wie folgt gegeben werden. Die beiden sich 
schneidenden Flächen nennen wir F nnd F*,, ihre gemeinschaftliche gerade 
Erzeugende a und irgend eine Ebene, welche F nnd F, schneidet, heisse a. Die 
Schnitte von a mit F und Fj sind Curven zweiter Ordnung, also Curven, welche 
höchstens vier reelle Punkte gemein haben können. Einer dieser vier Punkte 
liegt in a, daher gehören die Qbrigen drei Punkte einer Raumcurve dritter 
Ordnung an, wie wir behauptet haben. 

54. Zwei Ebenenbüscbel, deren Äxen zwei beliebige 
Secanten irgend einer Raumcurve dritter Ordnung bilden 
nnd welche derart auf einander bezogen werden, dass die 
Durchscbnittsiinien von je zwei entsprechenden Ebenendie 
Curve schneiden, sind projecti visch. 

Die zwei Büschel müssen nämlich projectiviscb sein, weil jedem Elemente 
des einen nur ein einziges Element des anderen als entsprechendes zugewiesen 
erscheint (Satz 73, 1. Abschnitt). Denn jede durch eine Secante einer Raum- 
cnrve dritter Ordnung gehende Ebene schneidet die Curve nur mehr in einem 
Punkte. 

Wenn die beiden Secanten, welche Axen der zwei EbenenbOschel bilden, 
sich in einem Punkte 5^ der Curve schneiden, so erzeugen diese Büschel eine 
Kegelfläche zweiter Ordnung mit der Spitze S, auf welcher Fläche die Curve 
dritter Ordnung liegen muss. Es gilt somit der Satz : 

55. Eine Raumcurve dritter Ordnung wird ans jedem 
ihrer Punkte durch eine Kegelfläche zweiter Ordnung 
projicirt, daher ist die Projection einer solchen Curve ans 
jedem ihrer Punkte auf irgend eine Ebene eine Curve 
zweiter Ordnung. 

.Man nennt die Raumcnrvcn dritter Ordnung mit Rücksicht auf diese 
Eigenschaft auch kubische Kegelschnitte. 

Um in irgend einem Punkte A einer Raumcurve dritter Ordnung k die 
Osculationsebene zu construiren kann man wie folgt verfahren ; Man zieht im 
Punkte A die Tangente t, legt durch A und die Curve k eine Kegelfläche K 
(auf welcher auch l gelegen ist) nnd ermittelt jene Ebene m, weiche die 
Kegelfläche K in l berührt, oo ist dann die verlangte osculirende Ebene. Legt 
man nämlich durch t und einen Punkt P der Raumcurve eine Ebene und lässt 
P die Curve durchlaufen, während die durch ihn gehende Ebene sich um t 
dreht, so oscnlirt diese Ebene mit k im Punkte A, sobald P mit A znsammen- 
fällt, denn sie hat dann drei einander unendlich nabe Punkte mit der Curve 
gemein. — Um die Tangente l zu erhalten, lege man durch k zwei beliebige 
Kegelflächen zweiter Ordnung nnd bestimme die Durchschnittslinie jener zwei 
Ebenen, welche die beiden Kegelflächen in den durch A gehenden geraden 
Erzeugenden berühren. Diese zwei Ebenen schneiden sich in der Tangente f, 
weil jede derselben t enthalten muss. 
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Ans dem Satze Ö4 Iftsst sich ferner scbliesseu : 

Ö6. Jede Raumcurve dritter Ordnung kann als ein 
Erzeugniss von drei projectiviscben Ebenenbascbeln be- 
trachtet werden, deren Axen drei beliebige Secanten der 
Cnrve sein können. 

Ist nftmlicb k irgend eine Raumcnrve dritter Ordnung und beissen a, b, c 
drei beliebige Secanten derselben, so kann man dem Satze 54 zufolge drei 
EbenenbQschel mit den Axen a, b, c derart projectiviscb auf einander beziehen, 
dass sich je drei entsprechende Elemente derselben in einem Funkte von k 
schneiden. 

Nachdem je zwei solche EbenenbQschel sich in einer Regelfläcbe oder, 
wenn ihre Axen sich treffen, in einer Kegelflhcbe zweiter Ordnung schneiden, 
auf welcher die Raumcurve dritter Ordnung gelegen sein mnss, so gilt der Satz ; 

57. Jede Ranmcnrve dritter Ordnung kann als der 
Durchschnitt zweier Regelfläcben, oder einer Regelfläcbe 
und einer Kegelfläcbe oder anch zweier Kegelflächen zweiter 
Ordnung betrachtet werden, unter der Voraussetzung, dass 
die zwei sich sehn eidendeu Flächen eine gerade Erzeugende 
gemein haben. 

Diese Voraussetzung muss gemacht werden, weil die Durebsebnitts- 
curve von zwei Flächen zweiter Ordnung im allgemeinen vierter Ordnung 
ist (Siebe den Beweis för Satz 53). Uebrigens ergibt sich dies auch 
ans der Erzengungsart einer Raumcnrve dritter Ordnung durch drei 
projectivische Ebenenbüschel. Sind nämlich AßCDEF beliebige sechs Punkte 
einer Raumcurve dritter Ordnung K, so kann man die Secanten AB, CD 
und EF als Axen von drei die Cnrve K erzeugenden Büscheln a, ß. y ansehen. 
Je zwei dieser Büschel erzeugen eine Regelfläche zweiter Ordnung und je zwei 
dieser Flächen schneiden sich ausser in der Cnrve k auch noch in einer der 
drei Secanten AB, CD oder EF. Nimmt man an, die Secanten AB, AC und 
CD seien die Axen der Büschel a, ß, y, so erzeugen « und y eine Regelfläche, 
a und ß aber eine Kegelfläcbe zweiter Ordnung. Beide Flächen enthalten die 
Gerade AB. Betrachtet mau endlich AB, AC und BC als Axen, so erzeugen je 
zwei von den drei Ebenenbüscbeln eine Kegelfläche zweiter Ordnung. Je zwei 
dieser Flächen schneiden sich ausser in der Curve k auch noch in einer der 
drei Geraden AB, AC oder BC. 

58. Eine Raumcurve dritter Ordnung wird durch sechs 
ihrer Punkte, also durch sechs Punkte, von denen keine 
vier in derselben Ebene liegen, vollkommen bestimmt. 

Sind nämlich ABCDEF sechs solche Punkte und verbindet man A mit 
den übrigen Punkten durch gerade Linien, so erhält man ein Fünfkant, durch 
welches eine Kegelfläche zweiter Ordnung K vollkommen bestimmt wird. Diese 
Kegelfläche, deren Spitze A ist, gebt durch die genannten sechs Punkte und 
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muss nach Satz 55 jede Raumcurve dritter Ordnung, welche allenfalls durch 
ABCDEF gelegt werden kann, in sich enthalten. Vertauscht man A etwa mit 
B, so ergibt sich eine zweite Kegelfläcbe zweiter Ordnung für welche 
dasselbe gilt, was kezOglicb der Fläche K bemerkt wurde. K und £, haben 
nun eine gerade Erzeugende, nämlich AB, und die genannten sechs Punkte 
gemein, daher schneiden sie sich in einer durch diese Punkte gebenden Raum- 
curve dritter Ordnnug. Letztere wird also durch ABCDEF vollkommen 
bestimmt. 

Bezüglich dieser sechs Punkte kann auch angenommen werden, dass je 
zwei von ihnen coincidiren. Die Verbindnngslinie solcher zwei Punkte gebt dann 
in eine Tangente der Raumcurve Ober, daher ist eine derartige Curve z. B. auch 
durch vier Punkte nnd eine Tangente mit ihrem Berührungspunkte vollkommen 
bestimmt. 

Der folgende Satz lässt sich nun leicht nachweisen : 

59. Je zwei beliebige Punkte irgend einer Raumenrve 
dritter Ordnung können als die Mittelpunkte von zwei 
collinearen StrahlenbOndeln betrachtet werden, welche diese 
Curve erzeugen. 

Sind ABCDEF sechs beliebige Punkte einer solchen Curve k, so kann 
man etwa A nnd B als Mittelpunkte zweier Strablenbündel s und s, betrachten 
und diese Bündel derart collinear auf einander beziehen, dass den vier durch 
CDEF gehenden Strahlen in s beziehungsweise die vier durch dieselben Punkte 
CDEF gehenden Strahlen in $, entsprechen. Nach Satz 8, '6. Abschnitt, ist 
dies gestattet, s und s, werden demselben Satze zufolge durch die vier Paare 
entsprechender Strahlen vollkommen bestimmt und erzeugen also eine ebenfalls 
vollkommen bestimmte Raumcurve dritter Ordnung, welche durch ABCDEF 
gebt und daher keine andere sein kann, als k. Damit ist obiger Satz bewiesen. 

ln jeder Secante einer Raumcurve dritter Ordnung k schneiden sich zwei 
entsprechende Ebenen jener zwei Strablenbündel s und s, , durch welche k 
erzeugt wird. Ausser den Durcbscbnittslinien entsprechender Ebenen von s nnd 
Sj, welche zugleich Secanten der Curve k bilden, gibt es auch solche, die mit 
k keinen reellen Punkt gemein haben. Sie werden nn eigentliche Secanten 
der Raumcurve dritter Ordnung genannt, im Gegensätze zu den 
eigentlichen, deren zwei Schnittpunkte mit der Curve reell sind. Dass jede 
uneigentlicbe Secante die Curve in zwei imaginären Punkten schneidet, ergibt 
sich ans Folgendem. Sind a und a, irgend zwei entsprechende Ebenen von s 
nnd S], welche sich in der Geraden a schneiden, so bilden a nnd a, die Träger 
von zwei sich entsprechenden Strablenbflscbeln S nnd S,, durch deren Schnitt 
mit a zwei projectivische Pnnktreiben zu Stande kommen. Diese Reihen haben 
entweder zwei reelle oder zwei imaginäre Doppelpunkte, welche der Curve k 
angebören. Im ersteren Falle ist a eine eigentliche, im zweiten eine uneigentlicbe 
Secante. — Jede Tangente von k kann als Verbindungslinie von zwei 
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anendlich nahen Pankten der Curve , somit auch als Unrchschnitlslinie von 
zwei entsprechenden Ebenen der Bündel s und Sj betrachtet werden. 

Die Gesammtheit der Geraden, in welchen sich je zwei entsprechende 
Ebenen von zwei collinearen Strahlcnbüudeln s und s, schneiden, wird ein 
Se can t en sy s te m dritter Ordnung, und die durch s und Sj erzeugte 
Raumeurve dritter Ordnung die Ordnun gscurve dieses Systemes genannt. 
Die sämmtlichen eigentlichen und uneigentlichen Secanten 
und die Tangenten einer Raumeurve dritter Ordnung k bilden 
also ein Secantensystem dritter Ordnung, dessen Ordnnngs- 
curve k ist. 

Aus dem Satze 59 kann geschlossen werden, dass wenn man zwei beliebige 
Punkte A, B einer Raumeurve dritter Ordnung k als Mittelpunkte von zwei die 
Curve k erzeugenden StrahlenbUndeln annimmt und durch irgend eine eigent- 
liche Sccante a der Curve und die Punkte A, B je eine Ebene legt, diese 
Ebenen sich in den erzeugenden Bündeln entsprechen müssen. Dies gilt auch 
dann, wenn a eine u n e i gen 1 1 ic h e Secante ist, wie wir nun zeigen wollen. 

Wir setzen voraus, die Curve k sei durch zwei iStrablenhflndcl s und s, 
erzeugt worden, deren Mittelpunkte M und .17, heissen mögen. Die uneigent- 
liche Secante a sei der Durchschnitt der sich entsprechenden Ebenen o, «, und 
p, p^ irgend ein in diesen Ebenen gelegenes Paar entsprechender Strahlen. — 
Jede der Ebenen « und rt, hat dann mit der Raumeurve nur einen Punkt 
(Jf, J7j) gemein und auch jede der Geraden p. p, schneidet die Curve nur in 
einem Punkte. — Letztere Gerade bilden die Axen von zwei Ebenen- 
bUscbeln, welche sich in $ und s, entsprechen, also projectivisch sind und eine 
Regelfläcbe zweiter Ordnung F erzeugen. Diese Regelfläche enthält die Curve 
* und die drei Geraden a, p, Pj. Zur einen Schaar von geraden Erzeugenden 
der Fläche F gehören alle eigentlichen und uneigentlichen Secanten von k, 
welche p und p, schneiden, also auch a, zur anderen Schaar die Geraden p, p,. 
Die Fläche F wird durch p und die Curve k allein voll- 
kommen bestimmt, denn gerade Erzeugende derselben werden erbalten, 
indem man durch p beliebige Ebenen legt, welche k ausser in M noch in zwei 
anderen Punkten schneiden, and letztere Punkte durch gerade Linien verbindet. 
Es gilt also der Satz : 

SO. Durch eine Raumeurve dritter Ordnung und irgend 
eitle Gerade p, welche mit der Curve nur einen Punkt ge- 
mein hat, kann eine einzige Regelfläche gelegt werden. 
Eine Schaar von geraden Erzen genden dieser Fläche besteht 
aus den eigentlichen und nneigentlicben Secanten , welche 
p schneiden, der andern gehört p an. 

Ist nun <i irgend eine zweite durch M gehende, in der Ebene a liegende 
Gerade, so bestimmt q mit der Curve k eine Regelfläcbe zweiter Ordnung F,, 
w elche durch k geht und die Geraden a und q enthält. Oie uneigentliche Secante 
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a liegt also auf beiden Regelfläeben F, und wird daher durch diese ganz 
nnabliiingig von der Lage des Punktes Jlf, vollkointnen bcstimml. Statt ,V, kann 
somit jeder beliebige Punkt der Curve A als Mittelpunkt des zweiten erzeugen- 
den Bündels f, angenommen werden, ohne dass oaufliören würde, eine uneigeiit- 
licbe Secniile von k zu sein. Jede Kbene eines Jeden dieser Strahlenbflndel s, , 
welche der flbene a in s entspricht , gebtduicha; wählt man daher beide 
Mittelpunkte der erzeugenden Bündel beliebig in der Curvc, so bildet o stets 
den Durchschnitt von uwei eiitspiecheiulcn Ebenen und bleibt eine uneigentliche 
Secante von k. — Wir können nun folgenden Satz aufstellen : 

til. Je zwei beliebige Punkte der Ordnungscnrve eines 
Secante n System es dritter Ordnung können als die Mittel- 
punkte von zwei colli nearen Strahlenbündcln betrachtet 
werden, welche dieses System erzeugen. 

Aus dem Satze dieses Abschnittes und dem Pascal 'scheu folgt 
unmittelbar : 

H2. Jedes, einer Ranmcnrve dritter Ordnung einge- 
schriebene Sechseck wird aus irgend einem Curvenpuukte 
A durch ein Sechskaiit projicirt, dessen drei Paare gegen- 
überliegender Seiten sich in Geraden schneiden, welche ein 
und derselben durch A gehenden Ebene angehören. 

Nimmt man an, dass drei Paare von Eckpunkten des eingeschriebenen 
Sechseckes coincidireu, so kann der folgende Satz aus dem vorhergehenden 
abgeleitet werden ; 

03. Sind ABCl) die Eckpunkte eines einer Ranmcnrve 
dritter Ordnung eingeschriebenen Tetraeders und A,B^C^D^ 
die Durchschnitte der in den Punkten ABCD berührenden 
Tangenten mit den Tetraederflächon, welche diesen Punk- 
ten gegenüberliegen, so bilden .4,B, CjD, die Eckpunkte 
eines zweiten Tetraeders, das dem ersteren eingeschrieben 
und zugleich umschrieben ist. 

Die Verbindungslinien des Punktes A mit B, C, D bilden Kanten eines 
Dreikants und die drei Ebenen, welche durch die Tangenten in B. C, D nud den 
Punkt A bestimmt werden , kann man als Seiten eines dem ersteren um- 
schriebenen Dreikants betrachten. Jene Kegelfläche zweiter Ordnung, welche 
ihre Spitze in A hat und die Raumeurve dritter Ordnung enthält, ist dem einen 
Dreikant umschrieben und dem anderen eingeschrieben ; sie berührt die Seiten 
des letzteren in den Kanten des ersteren. Jeder der Punkte /f, (',/), liegt so- 
wohl auf einer Seite des einen, wie auch auf einer Seite des anderen Dreikants 
und die Geraden AB^, zlC, , yf/>, bilden die Durc.hschnitlslinien von je zwei 
solchen Seilen. Da nun dem Satze 02 zufolge die Geraden zlß,, AC^, AD^ in 
ein und derselben Ebene liegen (Vergleiche auch Satz 15, 2. Abschnitt), so muss 
die Ebene /?, C, D, durch A gehen, ln derselben Weise kann man sich über- 
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/.engen, dass die Ebenen A,B^D^ und beziehnngswcisc durch 

D, C und B geben. Diese Ebenen bilden aber Seitenflächen des Tetraeders 
A^B,C^D^, welches dem Tetraeder ABCD eingeschrieben ist, daher erscheint 
obiger Satz gerechtfertigt. 

Wählt man statt A irgend einen anderen Curvenpunkt A\ so erhält man 
statt der Ebene AB,C^D^ eine andere A'B\C\D',. Diese beiden Ebenen 
müssen sich in den beiden StrahlenbUndeln entsprechen, weiche ihre Mittelpunkte 
in A. A' haben und die Kaumeurve erzeugen. Denn der (Jeraden AB^ (als 
Durchschnitt der Ebenen ABB^ und ACD) entspricht die Gerade A'B\ (als 
Durchschnitt der Ebenen A'BB^) und A' CD) und der Geraden ACf (als Durch- 
schnitt der Ebenen ACC^ und ABD) entspricht die Gerade A’C\ (als Durch- 
schnitt der Ebenen A'CC^ und A'BD). Die beiden sich entsprechenden Ebenen 
ABjC^ und A’B\C^ schneiden sich in einer uneigentlichen Secantc a derRaum- 
enrve k. Lässt man daher den Punkt A die Curve k durchlaufen, so dreht sich 
die Ebene AB^C^ um a Nachdem eine eigentliche und eine nneigentlicbe 
Secante sich nicht schneiden können, wie aus obigem Satze tiO hervorgebt, so 
kann o nicht in der Ebene BCD liegen. Den Durchsebnittspunkt von a mit 
dieser Ebene nennen wir P. 

Die Durchschiiittslinie s der Ebenen ABB^ nnd ACD wird von a immer 
geschnitten, wo mau auch A in k aunehmen mag, denn n und s liegen stets in 
derselben Ebene AB^C^. Coincidirt. A mit so liegt s in der Ebene BCD 
und kann daher die Secante a nur im Punkte P schneiden. Die Ebene ABB^, 
welche s ebenfalls enthält, osculirt dann mit der Curve k im Punkte B, woraus 
folgt, dass die Osculationscbcne dieses Punktes durch P gehen muss. — Auf 
dieselbe Art lässt sich zeigen, dass auch die Osculutionsebenen der Punkte C 
und D durch den Punkt P gehen ; es gilt somit der Salz : 

64. Die Osculationschenen von drei beliebigen Punk- 
ten einer Kaumeurve dritter Ordnung schneiden sich in 
einem Punkte der Ebene dieser lirei Punkte. 

Hieraus kann man scbliessen, dass jede Kaumeurve dritter Ordnung auch 
dritter Classc ist. Würden uäinlicb liiirch irgend einen Punkt Pvier Osculations- 
ebenen einer Kaumeurve dritter Ordnung gehen, deren Osculationspunkte wir 
AÄCD nennen wollen, so müsste Pin der Ebßne yli?C, aber auch in den Ebenen 
ABD. ACD und BCD liegen, was nur möglich ist, wenn alle vier Ciirvenpunkte 
AKCD derselben Ebene angebören. Die Ranmeurven dritter Ordnung können 
aber von keiner Ebene in mehr als drei Punkten geschnitten werden, folglich 
gehen durch keinen Punkt P mehr als drei Osculationsebenen einer solchen 
Curve. 

Nach den Gesetzen der Reoiprocit.ät ist jeder Kaumeurve dritter Ordnung 
eine Kaumeurve dritter Classe reciprok und umgekehrt. Da nun jede Kaumeurve 
dritter Ordnung zugleich dritter Classe ist, so muss auch jede Kaumeurve dritter 
Classe zugleich dritter Ordnung sein. Es gilt also der Satz: 
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65. Die Rauiucurven dritter Ordne ng und jene dritter 
Classe sind identisch. 

Die Gesammtheit der Osculationscbeneii einer Raiiincurvc dritter Ordnung 
wird ein E be n e n b 0 s c h e I dritter Ordnung genannt, da ein solcber 
Bllscbel dem eben aufgestellten Satze zufolge die Eigenscliafl hat, dass durch 
keine Gerade mehr als drei Ebenen des Büschels gehen 

Mit Hilfe der Gesetze der Reciprocilät können min aus den Sätzen 51 bis 
55 dieses Abschnittes die folgenden abgeleitet werden: 

66. Sämmtlicbe Ebenen, welche durch je zwei entspre- 
chende Gerade von z w e i co 1 1 i n ea r e n e h e n e n S y s t e m e u g e b e u, 
bilden im allgemeinen einen E be nenbli sc nel dritter Ordnung, 
dem auch die Träger der beiden ebenen Systeme an ge hören. 

67. Drei projectivisclie Pnnktreihen erzeugen im all- 
gemeinen einen Ebenen bUsc bei dritter Ordnung. 

6S. Wenn zwei Kegelscbnittslinien von einer (ieraden 
gemeinschaftlich berührt werden, so bilden alle £benen, 
welche beide Gurveii zugleich berühren im allgemeinen 
einen Ebenenbüsche I dritter Ordnung. 

69. Je zwei Gerade, in welchen sich zwei osculirende 
Ebenen einer Raume iirve dritter Ordnung schneiden, wer- 
den von allen übrigen osculirenden Ebenen derCurvein 
projectivischen Pnnktreihen geschnitten. 

70. Jede osculirende Ebene einer Raumenrve dritter 
Ordnung wird von allen übrigen osculirenden Ebenen dieser 
Cnrve in Geraden geschnitten, welche einen Kegelschnitt 
umhüllen. 

Aus dem Satze .5S ergibt sich : 

71. Eine Raumenrve dritter Ordnung wird durch sechs 
ihrer 0 sen I a tion s e be n en , also durch sechs Ebenen, von 
welchen keine vier durch ein und denselben Punkt geben, 
vollkommen bestimmt. 

Da alle unendlich fernen Punkte einer Ranmeurve dritter Ordnung, so wie 
überhaupt alle unendlich fernen Punkte des Raumes, in derselben Ebene liegen, 
so können bezüglich der Anzahl und gegenseitigen Lage der unendlich fernen 
Punkte einer solchen Curvc nur vier verschiedene Fälle ciiilreteii : Entweder 
sind drei unendlich ferne, von einander gesonderte, reelle Punkte vorhanden, 
oder es coincidireii zwei von diesen Punkten, oder alle drei fallen zusammen, 
oder es gibt nur einen reellen unendlich fernen Curvenpunkt. Im zweiten Falle 
enthält die unendlich ferne Ebene eine Tangente der Curve, im dritten ist diese 
Ebene zugleich eine Osculationsebeue. Man unterscheidet demgemäss folgende 
vier .\rten von Raunicurven dritter Ordnung: 
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1. Die räumliche Hyperbel, welche drei unendlich ferne Punkte 
besitzt. 

■ 2. Die parabolische Hyperbel, welche von der unendlich fernen 
Ebene in einem Punkte berührt und in einem zweiten geschnitten wird. 

3. Die räumliche Parahel. Sie hat nur einen unendlich fernen 
Punkt, in welchem die unendlich ferne Ebene mit ihr osculirt. 

4. Die räumliche Ellipse. Sie wird von der unendlich fernen Ebene 
nur in einem Punkte geschnitten. 

Nachdem eine Ranmeurve dritter Ordnung ans jedem ihrer unendlich 
fernen Punkte durch eine Cilinderfläehc zweiter Ordnung projicirt wird, so gehen 
durch die räumliche Hyperbel drei Cilinderflächen, welche hyperbolisch sein 
müssen , da jede derselben zwei unendlich ferne gerade Erzeugende besitzt. 
Durch die parabolische Hyperbel geht eine hyperbolische und eine parabolische 
Cilinderfiäche. Die Erzeugenden der ersteren convergiren gegen die zusammen- 
fallenden unendlich fernen Punkte, jene der letzteren gegen den dritten unend- 
lich fernen Punkt. Durch eine räumliche Ellipse geht nur eine Cilinderfiäche 
und zwar eine elliptische. 

Die räumliche Hyperbel hat drei in endlicher Entfernung gelegene Asymp- 
toten und A sy III p 1 0 t e n e b e n e n. — Jede Osculationsehene eines unend- 
lich fernen Punktes irgend einer Raumctirve wird nämlich eine .Asymptotenebene 
der letzteren genannt. — Die parabolische Hyperbel hat zwei Asymptoten und 
ebenso viele Asymptotenebenen. Von .den ersteren liegt eine in unendlicher 
Entfernung , wahrend die letzteren beide in endlicher Entfernung gelegen sind. 
Die räumliche Parabel besitzt nur eine Asymptote und eine .Asymptotenebeue, 
welche sich beide in endlicher Entfernung befinden 

Wir stellen nun noch einige auf die Erzeugung von Raumcurven dritter 
Ordnung bezügliche Sätze auf, welche Beispiele liefern , dass anscheinend 
schwierig zu beweisende Sätze häufig ihre einfache Erklärung in der Entstehung 
dieser Curven durch projectivische oder collineare firnndgebilde finden. Zugleich 
mögen diese Sätze dazu dienen, um auf die zwischen ebenen und kubischen 
Kegelschiiittslinien bc.stehcnde Analogie aufmerksam zu machen. 

Dem auf ebene Kegelschnitte sich beziehenden Satze von Newton (Satz 
26, 2. Abschnitt) ist der folgende analog: 

72. Wenn drei Flächenwinkel von constanter Grösse sich 
um ihre Kanten drehen, während der Sc(i n i tt p u n k t von drei 
ihrer Seitenflächen sich auf einer Geraden bewegt, so 
beschreibt dei Durchschnittspunkt der drei übrigen Seiten- 
flächen eine Raumeurve dritter Ordnung. Die drei Kanten 
bilden Secanten dieser Curve. 

Der auf einer Geraden sich bewegende Schnittpunkt von drei Seiten- 
flächen bildet in seinen verschiedenen Lagen die Elemente einer Punktreihe, 
gegen welche die von letzteren Flächen erzeugten Ebencnbüschel perspectivisch 
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liegen. Diese drei EbeneobOschel sioii somit unter einander projectiviscb, woraus 
lolgt, dass auch jene drei Ebenenbüsclicl, welche durch die übrigen Seitenflächen 
entstehen, projectiviscb sind, also eine Uauincurve dritter Ordnung erzeugen 

Einer Specialität des Satzes von B ra i k e n r id ge und Mac-Lanrin 
(Satz 28. 2. Abschnitt) ist der nachstehende analog : 

73. Wenn die vier Seitenflächen eines veränderlichen 
Tetraeders sich um vier in ihnen gelegene Gerade drehen, 
während drei Eckpunkte des Tetraeders beständig auf den- 
selben drei Geraden bleiben, so beschreibt der vierte Eck- 
punkt eine Raumeurve dritter Ordnung. 

Der vierte Eckpunkt bildet nämlich den Durchschnitt von drei entspre- 
chenden Ebenen dreier Ebenenbüscbel, welche projectivisch sein müssen, 
nachdem je zwei von den durch die Seitenflächen des Tetraeders entstehenden 
EbenenbUscheln dieselbe Punktreihe projiciren. 

Dem eben aufgestellten Satze ist der folgende reciprok : 

74. Weun die vier Eckpunkte eines veränderlichen 
Tetraeders sich auf vier Geraden bewegen, während drei 
Seitenflächen des Tetraeders sich um drei in ihnen gelegene 
Gerade drehen, so osculirt die vierte Seite beständig eine 
Raumeurve dritter Ordnung. 

Dies wird klar wenn man berücksichtigt, dass je zwei Punkt reihen, deren 
Träger jene Geraden bilden, welche durch die Eckpunkte gehen, Schnitte eines 
und desselben EbenenbQschcls sind, also projectivisch sein müssen. Die vierte 
Seitenfläche geht durch entsprechende Punkte von drei solchen Reihen, daher 
osculirt sie nach Satz 67 während ihrer Bewegung beständig ein und dieselbe 
Raumeurve dritter Ordnung. 

75. Wenn die Spitze eines Dreikants sich in einer 
Geraden bewegt, während dessen Kanten sich um drei ihrer 
Punkte drehen, so bestimmen die Schnittpunkte der drei 
Kanten mit irgend drei festeu Ebenen eine Ebene, welche 
beständig dieselbe Raumeurve dritter Ordnung osculirt. 

Um dies nachzuweisen bezeichnen wir die Gerade, in der sich die Spitze 
bewegt, durch ff und die Punkte, um welche sich die Kanten drehen, durch 
A, F, C. Sämmtlichc Schnittpunkte der durch A gehenden Kante mit einer 
der drei festen Ebenen a liegen in einer Geraden a, nämlich in der Schnittlinie 
von a mit der durch A uufl ff bestimmten Ebene, und ebenso befinden sich die 
Schnittpunkte der übrigen zwei Kanten alle auf zwei Geraden b, c, von denen 
die eine der Ebene Fff, die andere der Ebene Cff angebört. Auf den Geraden 
a, b, c kommen nun drei Punktreihen zu Stande, welche alle gegen eine auf ff 
befindliche Reihe perspectivisch liegen. Diese drei Punktreihen müssen also 
projectivisch sein und ihr Erzeugniss ist daher ein EbenenbUschel dritter 
Ordnung. 
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76. Sind A, B, C drei beliebige Punkte, «. /i, y drei 
beliebige Ebenen und a, b, c die Schnittlioien von et, ß, y 
mit einer bewegticben Ebene, welche beständig durch 
dieselbe Gerade gebt, so ^beschreibt der Schnittpunkt der 
drei Ebenen Aa, Bb, Cc im allgemeinen eine Ranmenrve 
dritter Ordnung. 

Die Gerade, um welche sich die bewegliche Ebene dreht, schneidet 
nämlich a, ß, y in Punkten M, N, 0, durch welche a, b, c beständig geben. 
Sämmtlicbe Ebenen Aa, Bb, Cc bilden daher drei Ebeneubüschel mit den Axen 
AM, BN, CO. Diese drei Ebenenbösehel sind projectiviscb, weil jeder derselben 
gegen den durch die bewegliche Ebene entstehenden Ebenenbüschel perspec- 
tivisch liegt, folglich erzeugen dieselben eine Raumeurve dritter Ordnung. 

Die Analogie zwischen Curven zweiter Ordnung und Raunicnrven dritter 
Ordnung spricht sich auch in folgendem Satze aus : 

77. Eine Raumeurve dritter Ordnung k und derausihren 
Oscnlationsebenen bestehende E be n e nb ös ch el dritter 
Ordnung können als zwei sich entsprechende Gebilde eines 
Nullsystems betrachtet werden, in welchem jeder Punkt 
vonA seiner Osculationsebene und jede Tangente von k sich 
selbst entspricht. Durch eine Raumeurve dritter Ordnung 
wird demnach ein Nullsystem bestimmt. 

Der Beweis bieför kann wie folgt gegeben werden. Sind ABCDE fünf 
beliebige Punkte einer Raumeurve dritter Ordnung k und aßydt beziehungsweise 
ihre Oscnlationsebenen, so können zwei räumliche Systeme 2; und derart 
reciprok auf einander bezogen werden, dass diesen fünf Punkten die genannten 
fünf Ebenen entsprechen. Die Dnrcfaschnittslinie der Ebenen a und ß bildet den 
Träger einer Pnnktreibe in 2',, welcher ein EbenenbOscbel mit der Axe AB 
in 2 entspricht. Dieser Bttschel liegt gegen R^ perspectivisch, d. h. jede seiner 
Ebenen geht durch den ihr entsprechenden Punkt, weil dies bei drei Ebenen 
Btattiindcl (Satz 74, 1. Abschnitt), nämlich bei den Ebenen ABC, ABD, ABE 
(Satz 64, ö. Abschnitt). Auf dieselbe Art lässt sich zeigen, dass die Pnnktreibe, 
deren Träger die Schnittlinie von irgend zweien der fünf Ebenen aßySt bilden, 
gegen den ihr entsprechenden EbenenbOscbel perspectivisch liegt. In jeder der 
Ebenen aßyde sind also vier Gerade vorhanden, deren sämmtlicbe Punkte auf 
den ihnen entsprechenden Ebenen liegen. In zwei reciproken räumlichen 
Systemen liegen nun entweder sämmtlicbe Punkte auf den ihnen entsprechenden 
Ebenen, d. b. die beiden Systeme bilden ein Nnllsystem, oder alle Punkte, 
welche in ihren entsprechenden Ebenen gelegen sind, gehören einer Fläche 
zweiter Ordnung (oder Specialitäten einer solchen Fläche) an. Einer Fläche 
zweiter Ordnung können die in 2 auf ihren entsprechenden Ebenen befindlichen 
Punkte nicht angehören, weil diese Fläche mit jeder der ffinf Ebenen aßydi 
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vier Gerade gemein haben musste, was unmäglich ist, daher bilden und 
ein Nullsystem. 

Ist nun V ein beliebiger Punkt der Curve k, so entspricht demselben eine 
durch ihn gehende Ebene n. Nachdem P in der Ebene ABP gelegen ist, so 
gebt n durch die Schnittlinie der den Punkten A und .ß entsprechenden Ebenen, 
also auch durch jenen Punkt Q, in welchem diese Schnittlinie die Ebene ABP 
trifft. Durch Q geht aber auch die Üsculationsebeue n’ des Punktes P und 
nachdem n und n' je einen Punkt der Ebenen ACP und ABP ebenfalls gemein 
haben, so fallen rr und tr' zusammen, d. h. jene Ebene, welche dem beliebig 
gewählten Punkte P der Curve k entspricht, ist die Osculationsebene dieses 
Punktes. 

Der Tangente in P, also der Verbindungslinie zweier unendlich naher 
Curvehpunkte entspricht die Durchschnittslinie von zwei unendlich nahen 
Osculationsebenen, nämlich wieder die Tangente io P. Es entspricht somit jede 
Tangente von k sich selbst und bildet einen L ei t s t r ah I des Nullsystems. 

Aus dieser Untersuchung geht hervor, dass durch eine Rnumeurve dritteV 
Ordnung ein Nullsystem vollkommen bestimmt wird, ebenso wie ein ebenes 
Polarsystein durch seine Directrix. Man nennt daher eine Raumeurve driiter 
Ordnung insoferne sie ein Nullsystem bestimmt, auch die Direct rix oder 
Ordnungscurve dieses Systems. Doch ist nicht zu übersehen, dass im 
ebenen Polarsysteme ausserhalb der Directrix kein Punkt existirt, der auf seiner 
entsprechenden Geraden gelegen wäre, indess im Nullsysteme jeder Punkt auf 
der ihm entsprechenden Ebene liegt. 

Eine wichtige Eigenschaft der Raumeurven dritter Ordnung drttckl auch 
folgender Satz aus. 

78. Die Polarebonen eines beliebigen Punktes P in 
Bezug auf sämmtlicbe Flächen zweiter Ordnung, welche 
durch eine Raomcnrve dritter Ordnung gelegt werden 
können, schneiden sich in ein und demselben Punkte der 
durch Pgebenden Secante der Curve. 

Durch irgend einen Punkt P geht eine einzige eigentliche oder nneigent- 
liche Secante s der Raumeurve dritter Ordnung A, wenn P nicht auf k liegt 
Denn gäbe es zwei durch P gebende Secanten, so hätte jene Ebene, welche 
durch dieselben bestimmt wird, vier (reelle oder imaginäre) Punkte mit der 
Curve gemein. Sind nun B, B' die (reellen oder imaginären) Schnittpunkte von 
5 mit k, so enthalten alle durch k gelegten Flächen zweiter Ordnung diese Punkte 
und der Punkt P’ in s, welcher von P durch B und B' harmonisch getrennt 
wird, muss sämmtlichen Polarebenen von P in Bezug auf die genannten Flächen 
zweiter Ordnung angebörcii. Geht die Secante s in eine Tangente Ober, so 
berührt sie auch jede durch k gelegte Fluche und jede Polarebene von P muss 
durch den Berührungspunkt dieser Taugente geben. Liegt P in der Curve k 
selbst, so gehört er auch allen durch k gelegten Flächen an, und jede Polarebene 
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von P berührt die betreffende Fl&chc in P. Es geben somit anch in diesem Falle 
sftmmtlicbe Polarebenen durch denselben Punkt. Nachdem alle Berttbrungs- 
ebenen in P durch jene Tangente gehen müssen, welche A;, also anch alle 
Flächen zweiter Ordnung in P berührt, so schneiden sich in diesem Falle 
sämmtlirhe Polarebenen von P in der genannten Tangente. 

Die Polarebenen des Punktes P' gehen selbstverständlich alle durch P. 
Man nennt je zwei solche Punkte P und P, von denen jeder der Schnittpunkt 
der Polarcbenen des andern ist, conjngirte Punkte in Bezug auf die 
Kaumeurve dritter Ordnung. Jedem Punkte einer Tangente der Raumeurve ist 
der Berührungspunkt dieser Tangente und jedem Curvenpunkte sind alle Punkte 
der Tangente desselben conjugirt. 
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